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ГЕКСАГОНАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ 
В МИНЕРАЛОГИЧЕСКОЙ КРИСТАЛЛОГРАФИИ 

Выполнен кристаллохимический анализ точечной и пространственной гексагональной симметрии трехмерно-

периодических решеточных структур. Установлены причины отсутствия в природе минералов со структурами, 

отвечающими семи аксиальным гексагональным пространственным группам. Выполненное корректирование 

набора возможных групп пространственной симметрии кристаллических структур позволяет уточнить суще-

ствующие представления об определяющих факторах генезиса минеральных видов.

Введение. В современной минералогии нет 

единого мнения, ограничено ли число мине-

ральных видов в природе [31]. Вместе с тем 

морфологическое и структурное многообра-

зие минералов подчиняется универсальным 

закономерностям, не зависящим от числа из-

вестных минеральных видов [29]. Это фунда-

ментальное обстоятельство является не толь-

ко одним из основных факторов кристалло-

генезиса [14, 19], но и определяет характер 

геофизических и геохимических трансформа-

ций [2, 16], а также пути развития техноло-

гической минералогии [20]. Поэтому рядом 

авторов [11, 34—36] был проведен анализ на-

копленных данных об известных минераль-

ных видах. Их статистические обобщения 

позволили уточнить представления о геохи-

мичес ких факторах минералогической онто-

гении [26], а также стимулировали перес мотр 

и существенное расширение перечня возмож-

ных внешних форм природных монокристал-

лов [4—6].

Наряду с геохимическими и кристалло-

морфологическими аспектами исключитель-

но важ ное значение имеет внутреннее строе-

ние минералов [15]. Его многообразие огра-

ни чено в силу ограниченности числа воз мож -

ных групп пространственной симметрии крис-

 таллических структур (федоровских групп) 

[18]. Независимо друг от друга Е.С. Федоров 

[37] и А. Шёнфлис [42] пришли к выводу о 

существовании 230 групп пространственной 

сим метрии. Однако развитие минералогичес-

кой кристаллографии показало, что минералы 

распределены по этим группам крайне нерав-

номерно [21]. Именно, 24 пространст венные 

группы охватывают  свы ше 70  % всех извест-

ных кристаллических структур. В то же время 

во всех кристалло графических сингониях, 

кроме триклинной, имеются не только "мало-

заселенные" прост ранственные группы, соот-

ветствующие структурам лишь одного или 

двух известных кристаллических веществ, но 

и "пустые" группы, для которых не обнаруже-

но ни одного представителя.

Преимущественная "заселенность" центро-

симметричных и, в особенности, голоэдричес-

ких групп объясняется тем [8], что эти груп-

пы неполярны и при данном типе решеток 

содержат большое число особых точек, кото-

рые соответствуют потенциальным ямам, т. е. 

наиболее устойчивым положениям атомов. 

Наряду с этим, на рубеже XX—XXI вв. А.П. Хо-

мяков констатировал "кубо-триклинную ин-

версию системы минеральных видов" [33] — 

изменение отношения числа триклинных ми-
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нералов к числу кубических с 0,97 в 1995 г. до 

1,06 в 2008 г. Общие закономерности, опреде-

ляющие формирование кристаллических струк-

тур, известны [24], однако причины, по кото-

рым для ряда федоровских групп не удается 

найти ни одного представителя, пока ясны не 

в полной мере. Авторы [28] пришли к выводу, 

что истолковать закономерности заселеннос-

ти пространственных групп симметрии мож-

но лишь при совместном рассмотрении раз-

ных симметрийных правил и ограничений. 

Соответственно, "незаселенность" групп раз-

ных сингоний обусловлена разными причина-

ми. В данной статье описаны исследования 

гексагональных групп.

В общем случае трехмерная область облада-

ет пространственной симметрией, если струк-

тура этой области допускает ее закономер-

ное разбиение на конгруэнтные симметрич-

но-рав ные фрагменты — стереоэдры [7, 10]. 

Из всех возможных стереоэдров гексагональ-

ной симметрией обладает только правильная 

шестигранная призма. Уже этот факт указы-

вает на то, что проявления гексагональной 

симметрии в структурах минералов связаны 

со специфическими ограничениями, не свой-

ственными другим видам симметрии. Ниже 

мы проанализируем упомянутые ограниче-

ния, что позволит объяснить отсутствие в 

природе минералов со структурами, отвечаю-

щими семи гексагональным федоровским 

группам.

Поворотная гексагональная симметрия. Осо-

бенность поворотной гексагональной сим-

метрии состоит в том, что кристаллографи-

чес кая ось 6 не является первичным элемен-

том симметрии и реализуется лишь в оп ре -

деленном сочетании с другими элементами 

сим метрии.

Чтобы убедиться в этом, вначале восполь-

зуемся стандартной схемой рассуждений [1, 

12]. Пусть поворотная ось симметрии r-го 

порядка перпендикулярна плоскости чертежа 

(рис. 1). Если А — точка выхода этой оси, то 

согласно трансляционной инвариантности в 

каждой точке гомологичного ряда узлов А, А′, 
А″, … выходит такая же ось. Поворот на угол 

φ = 360 º/r вокруг оси в точке А переведет точ-

ку А′ в положение В ′, а такой же поворот во-

круг идентичной оси в точке А′ переведет точ-

ку А в положение В. Точки В, В ′, … должны 

образовать ряд гомологичных точек, парал-

лельный ряду А, А′, …. Поэтому на длину от-

резка ВВ′ накладывается требование

   
—
ВВ ′ = N τ, (1)

где N — целое число, τ = 
—
АА′ = 

—
А′А ′′ — величи-

на трансляции. С учетом геометрического со-

отношения
—
ВВ ′ = τ (1 – 2 cos φ),

из (1) следует, что

cos .
1

2

N−ϕ = (2)

Возможные для кристаллов значения r или, 

что то же, возможные значения угла ϕ опреде-

ляются с учетом того, что отвечающие этим 

значениям ϕ целочисленные N должны удов-

летворять требованию –1 ≤ cos φ ≤ 1. Однако 

случаю r = 6 (φ = 60º) соответствует N = 0, 

т. е. рассматриваемая трансляционно-инва ри-

антная плоская сетка в таком случае вырож-

дается ( 
—
ВВ ′ = 0).

Если же вместо плоской сетки рассмотреть 

трехмерную решетку, то поворот на угол ϕ, 

переводящий узел этой решетки в сим мет-

рично-эквивалентный ему узел, определится 

матрицей

где знаки "+" и "–" соответствуют простому 

повороту и повороту с отражением в плос-

кости, перпендикулярной оси вращения. Воз-

можные для кристаллов значения угла ϕ опре-

деляют, исходя из требования целочислен-

ности следа этой матрицы [3, 30]. Однако 

требование целочисленности следа матрицы 

симметричного преобразования распростра-

няется только на примитивные решетки [13]. 

Гексагональная решетка к ним не относится.

В самом деле, федоровская группа кристал-

лического пространства должна однозначно 

воспроизводить структуру кристалла по за-

данному расположению структурных единиц в 

Рис. 1. Узлы плоской сетки, обладающей поворотной 

симметрией

Fig. 1. Lattice points of a flat net with rotational symmetry
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ственной симметрии) должно давать множе-

ство {x} точек, конфигурации пустот между 

которыми относятся к одному из пяти типов 

[9]: тетраэдр, октаэдр, тетрагональная пира-

мида, тригональная либо тетрагональная 

приз ма. Сказанное означает, что множество 

{x} должно быть образовано пересекающими-

ся под множествами, состоящими из трех либо 

че тырех компланарных точек, каждая из ко-

торых одновременно принадлежит, по крайней 

мере, трем таким подмножествам. Однако раз-

множение произвольной точки гипотетичес-

кой винтовой осью 6
1
 дает множество точек, 

заведомо не удовлетворяющее этому требова-

нию (см. рис. 2). Поэтому ось 6
1
 (равно как 

эквивалентная ей ось 6
5
) в кристаллических 

структурах минералов не встречается. Оси 6
2
 

и 6
3
, напротив, встречаются очень часто [38].

Инверсионная гексагональная симметрия. 
Не примитивность поворотной гексагональной 

оси, относимой к элементам симметрии I ро-

да, делает некорректным применение пред-

ставлений о гексагональной симметрии II ро-

да — зеркальной и инверсионной. Обсуждение 

зеркальной гексагональной симметрии здесь 

лишено смысла, поскольку в современной 

кристаллографии вместо зеркальной гексаго-

нальной оси используется тождественная ей 

инверсионная тригональная ось. В то же вре-

мя представление об инверсионной гексаго-

нальной симметрии применяется очень часто.

Формально инверсионная гексагональная 

ось симметрии тождественна зеркальной три-

гональной оси. Вместе с тем группы 
_
6 и 3/m 

с кристаллографической точки зрения суще-

ст венно различны. Это различие особенно 

ярко проявляется при анализе полиморфизма 

кристаллов.

В самом деле, в группе 
_
6 имеется только 

один неединичный элемент симметрии — ось _
6. Поэтому если структуре кристалла припи-

сывается симметрия 
_
6, то для него возможно 

лишь одно полиморфное превращение — пе-

реход 
_
6 – 1. В то же время кристалл, структура 

которого имеет симметрию 3/m,  может испы-

тывать переходы 3/m – 1, 3/m – m и 3/m – 3.

Известны три минерала, кристаллическая 

структура которых имеет симметрию 3/m: ри-

дерит-(Y) [38], лаурелит [40] и чезанит [41]. К 

сожалению, кристаллохимия этих минералов 

изучена недостаточно, поэтому сформули-

рованный выше вывод мы проиллюстрируем 

на примере синтетического германата свинца 

не которой наперед выб-

ран ной ячейке разбие-

ния. Сказанное означа-

ет, что ячейка (планигон 

либо стереоэдр) разбие-

ния кристаллического пространства дол жна 

быть фундаментальной областью федоровской 

груп пы — совокупностью таких точек, что ни-

какие две из них не могут быть переведены 

друг в друга движением группы, но при этом 

всякая точка пространства каким-либо дви-

жением группы может быть переведена в точ-

ку этой совокупности. Планигон разбиения 

евклидовой плоскости на правильные шести-

угольники и стереоэдр разбиения евклидова 

пространства на шестигранные призмы содер-

жат несколько фундаментальных областей [9].

Этот математический факт означает непри-

митивность и неэнантиоморфность гекса го-

нально-симметричной решетки. Иначе гово-

ря, гексагональная ось симметрии кристал-

лических структур может обнаруживаться 

лишь в сочетании с неаксиальными элемен-

тами симметрии.

Таким образом, поворотная гексагональная 

симметрия в кристаллической структуре воз-

можна только при наличии в этой структуре 

плоскости симметрии и (или) центра инвер-

сии. Поэтому пространственная симметрия 

Р 6, Р 622 и Р 6сс в кристаллических структурах 

минералов не встречается. 

Винтовая гексагональная симметрия. Соче-

тание гексагональной оси с неаксиальными 

элементами симметрии в кристаллических 

структурах не обязательно, если эта ось явля-

ется не поворотной, а винтовой. Формально 

можно выделить пять винтовых гексагональ-

ных осей (6
1
,
 
6

2
, 6

3
, 6

4
 и 6

5
), каждая из кото-

рых (кроме оси 6
3
) может притом быть правой 

либо левой. Правые оси 6
1
, 6

2
 равнозначны 

соответственно левым осям 6
5
, 6

4
 и наоборот, 

поэтому принципиально различны только оси 

6
1
, 6

2
 и 6

3
. Пусть пространственному положе-

нию некоторого узла кристаллической решет-

ки соответствует точка х. Размножение этой 

точки всеми движениями федоровской груп-

пы данной решетки (т. е. группы ее простран-

Рис. 2. Пространственное 

рас положение точек, соот вет-

ствующее винтовой оси 6
1

Fig. 2. Spatial location of points 

corresponding to the spiral axis 6
1
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Pb
5
Ge

3
O

11
, полиморфизм которого хорошо 

изучен [22, 23]. Согласно [23], при повышен-

ных значениях температуры структура герма-

ната свинца имеет пространственную симмет-

рию Р 

_
6 (точнее Р3/m), а при охлаждении до 

температуры Т = 451 K приобретает триго-

нальную полярную симметрию (пространст-

венная группа Р3
1
). Основываясь на результа-

тах разносторонних экспериментальных ис-

следований [22] и принимая во внимание 

сказанное выше, можно заключить, что в дей-

ствительности полиморфное превращение гер-

маната свинца сопровождается изменением 

кристаллографической симметрии 3/m – 3.

Выводы. Симметрия Р 6, Р 6
1
, Р 6

5
, Р 622, 

Р 6
1
22, Р 6

5
22 и Р6сс в структурах минералов 

проявляться не может, что полностью согла-

суется с результатами статистического анали-

за распределения кристаллических структур 

минералов по группам пространственной сим-

метрии [25, 27, 28].

Применение представлений об инверсион-

ной гексагональной симметрии кристаллов не-

корректно. Кристаллическим структурам свой-

ственна зеркальная тригональная симметрия 

3/m. Именно такую симметрию имеют струк-

туры ридерита-(Y), лаурелита и чезанита.

Проведенная корректировка набора воз-

можных групп пространственной симметрии 

кристаллических структур минералов позво-

ляет уточнить существующие представления 

об определяющих факторах генезиса мине-

ральных видов.
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Я.О. Шабловський

ГЕКСАГОНАЛЬНА СИМЕТРIЯ 

В МІНЕРАЛОГІЧНIЙ КРИСТАЛОГРАФІЇ

Виконаний кристалографiчний аналіз гексагональної 

симетрії тривимірно-періодичних ґраткових структур 

виявив причини відсутності в природі мiнералів із 

структурами, що відповідають cеми аксіальним гек-

сагональним просторовим групам симетрії. Виконане 

коригування набору можливих кристалічних структур 

дозволяє уточнити уявлення, що існують, про виз-

начальні чинники онтогенії мінеральних видів і спек-

трального складу їх фаз.

Ya.О. Shablovsky

HEXAGONAL SYMMETRY 

IN МІNERALOGIC CRYSTALLOGRAPHY

The crystallographical analysis of hexagonal spatial sym-

metry of the three-dimensional periodic latticed structures 

is carried out. Reasons for absence of crystals with struc-

tures corresponding to eight axial hexagonal spatial groups 

are revealed. Spatial symmetry of crystal structures is 

described not by 230 but by 223 Fedorov groups. Namely, 

spatial symmetry Р 6, Р 6
1
, Р 6

5
, Р 622, Р 6

1
22, Р 6

5
22, and 

Р6сс cannot comply with real crystal structures. Ap pli-

cation of inverse hexagonal symmetry concept is imp roper 

for crystals. In crystalline structures only mirror trigonal 

symmetry 3/m can be revealed. Namely, such symmetry 

have crystal structures of reederite-(Y), laurelite and 

cesanite. The produced clarification of set of possible 

spatial crystal symmetry groups enables to correct exis-

tent notions about the determinatives of mineral species 

genesis.

От Редколлегии "Мінералогічного журналу. 
Mineralogical Journal (Ukraine)"

Статья Я. Шабловского "ГЕКСАГОНАЛЬНАЯ СИМ-

МЕТРИЯ В МИНЕРАЛОГИЧЕСКОЙ КРИСТАЛЛО-

ГРАФИИ" получила неоднозначную оценку рецен-

зентов и членов редколлегии — от полностью отри-

цательной до весьма положительной. Возникшие 

сом нения, что автор замахнулся на основы кристал-

лографии и вывод Е.С. Федорова о существовании 

230 пространственных групп симметрии, отклоняет 

известный специалист в области кристаллографии — 

профессор Юрий Леонидович Войтеховский, активно 

поддержавший статью. Редколлегия получила разре-

шение проф. Ю.Л. Войтеховского на публикацию от-

рывка из его рецензии:

"Автором затронута актуальная теоретическая про-
блема. Резкая неравномерность распределения мине-

ралов по сингониям, видам и пространственным 

группам симметрии активно обсуждалась И.И. Шаф-

рановским, В.В. Доливо-Добровольским и Н.П. Юш-

киным. В последнее время дискуссию ведут В.С. Уру-

сов и А.П. Хомяков, одновременно споря о конеч-

ности или бесконечности числа минеральных видов. 

Критики основ кристаллографии или кристаллохимии в 
статье нет. Есть историческая неточность (с. 104, пра-

вый столбец): "Независимо друг от друга … пришли к 

выводу …" На самом деле — очень даже "зависимо 

друг от друга". Один из них нашел 228, другой — 229 

групп. Только благодаря переписке "на финишной 

прямой" Е.С. Федоров и А. Шенфлис нашли у себя 

пропуски и установили истину — 230 групп. Еще раз 

подчеркну, что тема — очень интересная, этого автора 

редакции терять не следует".

Публикацией статьи Я. Шабловского редколлегия 

журнала предлагает минералогам и кристаллогра-

фам принять участие в обсуждении этой интерес-

ной проблемы.
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