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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЩІЛЬНОСТІ АКЦІЙ  
В СКІНЧЕНОМУ ПРОМІЖКУ ЦІН 

АНОТАЦІЯ. Розглянуто динамічну модель щільності розподілу акцій з дис-
кретними початково-крайовими умовами. Систему початково-крайових 
умов перетворено до інтегрального вигляду. Побудовано функцію щільно-
сті розподілу акцій, яка є розв’язком рівняння моделі та наближено задово-
льняє початково-крайові умови згідно середньоквадратичного критерію.  
 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: функція щільності розподілу акцій, дискретні почат-
ково-крайові умови, система інтегральних рівнянь. 
 
АННОТАЦИЯ. Рассмотрена динамическая модель плотности распреде-
ления акций с дискретными начально-краевыми условиями. Систему на-
чально-краевых условий представлено в интегральном виде. Построено 
функцию плотности распределения акций, которая является решением 
уравнения модели и приближенно удовлетворяет начально-краевые 
условия за среднеквадратическим критерием. 
 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: функция плотности распределения акций, дискре-
тные начально-краевые условия, система интегральных уравнений. 
 
ABSTRACT. In this article the dynamic model of the shares density distribution 
with discrete initial-boundary conditions is considered. The system of initial-
boundary conditions was converted to integral form. The function of shares 
density distribution was constructed. This function is an equation model solution 
and approximately satisfies the initial-boundary conditions in accordance with 
the root-mean-square criterion. 
 
KEY WORDS: function of the density distribution of shares, discrete initial-
boundary conditions, system of integral equations. 
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Вступ. В умовах ринкової економіки акції суб’єктів господар-
ської діяльності виконують важливі соціально-економічні функ-
ції, зокрема вони, є формою колективної власності підприємства 
та мірою розподілу прибутку. Курс акції є ознакою ефективності 
виробничої діяльності підприємства. Акції продаються та купу-
ються на біржах цінних паперів. Зрозуміло, що ціна акцій зале-
жить як від економічної ситуації та фінансового стану підприєм-
ства, так і від наявного в даний момент попиту, і тому не виникає 
сумніву, що процес поведінки цін акцій є динамічним.  

За наявності достатньої кількості акцій та за умови їх одноти-
пності зміна їх курсу може розглядатись як неперервний у часі 
процес. А це означає, що динамічний процес зміни цін на одно-
типні акції можна моделювати за допомогою диференціальних 
рівнянь з розподіленими параметрами, зокрема, за допомогою 
початкових, крайових і початково-крайових задач.  

У [1] дослідження динаміки ціни однієї акції проводиться з 
використанням стохастичної диференціальної моделі 

,xdXxdtdx   (1) 

де x(t) — ціна акції в момент часу t; X — стохастичний процес з 
відомою перехідною функцією щільності ймовірності; μ = p/100 — 
норма повернення акцій; p — швидкість росту ціни акції у відсот-
ках; σ — волатильність акцій. Для пакета однотипних акцій, ціна 
кожної з яких описується рівнянням (1), вводиться функція щіль-
ності розподілу акцій 
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де ΔQ(x, t) — кількість акцій, ціна яких у момент часу t належить 
малому ціновому проміжку [x, x + Δx]. Тоді кількість акцій з ці-
нового проміжку [x1, x2] виражатиметься інтегралом  
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а загальна кількість акцій у досліджуваному портфелі 
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У [1] доведено, що функція u(x, t) є розв’язком параболічного 
рівняння 
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де α, β, γ — скалярні величини, які визначаються через коефіціє-
нти μ та σ. Функцію щільності розподілу акцій  







 






0

4

))()/(ln( 2

2

)(
),( de

t
etxu t

tx
t  

отримано як розв’язок диференціального рівняння (2) з початко-
вими та крайовими умовами: 

);0[),(|),( 0  xxtxu t , (3) 

);0[,0|),( 0  ttxu x , (4) 

де умова (3) відома функція щільності розподілу акцій у початко-
вий момент часу, а умова (4) — кількість акцій, проданих за по-
чатковим курсом, рівному нулю.  

Постановка задачі. Розглянемо задачу (2), (3)–(4) у більш 
практичному вигляді. Очевидно, що початкова (3) та крайова (4) 
умови частіше відомі у дискретному вигляді. Ціни акцій x змі-
нюються у деякому скінченому проміжку [X1, X2], причому ниж-
ню межу X1 > 0 свідомо занизимо на стільки, щоб мала місце 
крайова умова (4), тобто щоб щільність акцій за ціни X1 була ну-
льовою. Проміжок часу [0, T] для реалізації акцій теж скінчений. 
Тобто побудуємо функцію щільності розподілу акцій, яка є 
розв’язком задачі: 
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Використовуючи заміну [1] функції  
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а потім заміну змінних 
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,,,)ln(  ctctxz  

задача (5), (6)–(7) буде мати вигляд 
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де )./,(),( /  czevzy  
Рівняння (8) добре вивчене [2, 3], оскільки це однорідне рів-

няння теплопровідності. Проте задачу (8), (9)–(10) неможливо 
розв’язати класичними методами диференціальних рівнянь і ма-
тематичної фізики, оскільки її постановка є некоректною. Тому 
функцію y(z, τ), яку із урахуванням зроблених вище замін легко 
перетворити на функцію щільності розподілу акцій, знайдемо на-
ближено. Вона повинна бути розв’язком рівняння (8), задоволь-
няючи умови (9)–(10) у середньоквадратичному сенсі, тобто за 
критерієм 
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Умови (9) і (10) із урахуванням зробленої заміни змінних уже 
не є початково-крайовими умовами, оскільки умова (9) при τ = 0 
діє в області S0, а не в S, а умова (10) діє в області SГ × [0, αT], а 
не на кінцях інтервалу S. Тому умови (9) і (10) є умовами дискре-
тного спостереження за функцією стану системи. Отже, задача 
(8), (9)–(10) є задачею точкового спостереження.  

Побудуємо функцію y(z, τ), використовуючи методику, розро-
блену в роботі [4] і використану для моделювання динаміки гіпе-
рболічних систем в роботі [5]. За цією методикою отримаємо 
множину Ωy функцій y(z, τ), які згідно критерію (11) задовольня-
тимуть умови (9)–(10). Крім того обчислимо середньоквадратич-
ну нев’язку системи (9)–(10) та визначимо умови однозначності 
множини Ωy.  

Розв’язання задачі. Задача (8), (9)–(10), (11) має дискретні 
умови спостереження, тому згідно [4] вона може бути зведена до 
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системи інтегральних співвідношень. За цією методикою невідо-
му функцію y(z, τ) можна отримати у вигляді суми 

],T,0[,),,(),(),(),( Г0   Szzyzyzyzy  (12) 

де y∞(z, τ) — розв’язок диференціального рівняння (8) без ураху-
вання умов (9)–(10) в нескінченній області R × R, а y0(z, τ), yГ(z, τ) 
невідомі, причому функція y0(z, τ) визначає вплив умов (9) на 
розв’язок задачі, а функція yГ(z, τ) — умов (10) згідно критерію 
(11). 

Функцію y∞(z, τ) представимо [6, 2] у вигляді інтегралу 
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фундаментальний розв’язок диференціального оператора 
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  породженого рівнянням (8), ),(  z  — пра-

ва частина рівняння (8), а )(   — функція Хевісайда. Оскіль-
ки ),(  z , то y∞(z, τ) = 0. 

Зважаючи на (13), функції y0(z, τ), yГ(z, τ) будемо шукати у ви-
гляді інтегралів 
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де невідомі функції ),,(0  z  ),(Г  z  визначені в областях  
(–∞, 0] × S0, [0, αT] × (R \ SГ) відповідно, тобто за межами облас-
тей визначення умов (9)–(10). Знайдемо їх способом підстановки 
суми (12) в умови (9)–(10). Отримаємо систему  
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яка в інтегральній формі матиме вигляд 
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Для відшукання функцій ),,(0  z  ),(Г  z  введемо такі поз-
начення: 
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21 )0...,,0,...,,,( nY   — n + m вимірний вектор.  

Тоді умови (17) зведуться до матричного інтегрального рів-
няння: 

.),(),(),(),(
Т

\

ГГ00Г0

0

Г0







SRS

YzdzzGzdzzGd  (18) 

Додатково ввівши матричну функцію 
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рівняння (18), а отже і систему умов (9)–(10) запишемо у ще 
компактнішому вигляді: 
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де інтегрування проводиться по областям визначення підінте- 
гральних функцій. 
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Середньоквадратичний критерій (11) з врахуванням перетво-
рення умов (9)–(10) до вигляду (19) буде таким: 
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де ),()(
0 zG k

Г  — k-й рядок векторної функції ),,(0 zG Г  а Y(k) —  
k координата вектора Y. Зрозуміло, що Фy = Фω. Таким чином розв’я-
завши задачу (8), (19), (20) ми розв’яжемо задачу (8), (9)–(10), (11). 

Згідно з [4, 5] всі невідомі функції ),,(),,( Г0  zz  які задо-
вольняють умовам (19) — за середньоквадратичним критерієм 
(20) належать множині  
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де ),(),,(0  zfzf Г  — довільні функції, інтегровані за Ріманом 
в областях )\(]T,0[,]0,( Г0 SRS   відповідно,  
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ності n + m, P+ — матриця, псевдообернена [7] до матриці P, 
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мірності (n + m) × (n + m). 
Тоді множина Ω0Г функцій y0(z, τ), yГ(z, τ) буде мати вигляд 
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а множина Ωy розв’язків задачі (8), (9)–(10), (11) буде такою: 
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Враховуючи означення фундаментального розв’язку 
),,(  zzG  а також властивості функції )(   та дельта-

функції Дірака ),,(  zz  переконуємось, що елементи мно-
жини (22) є розв’язками диференціального рівняння (8). 

Сумарна середньоквадратична нев’язка системи умов (9)–(10), 
породжена елементами множини (22), рівна нев’язці матрично-
інтегральної системи (19) і визначається за формулою  
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Також зрозуміло, що множини (21) і (22) однозначними будуть 
одночасно. Однозначність множини (21) визначається функцією  
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а точніше границею послідовності, складеної зі значень функції 
),( zD  в точках jiz ,  дискретизації областей 0]0,( S  та 

)\(]T,0[ ГSR . Зокрема якщо 
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то множина (21), а отже, і множина (22) буде однозначною.  
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то множини Ωω та Ωy міститимуть безліч елементів. У цьому ви-
падку функцією ),(),,( Г0  zz  виберемо той елемент множи-
ни (21), квадрат норми якого найменший, тобто елемент 
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Таким чином, маючи функції ),(),,( Г0  zz  та використо-
вуючи формули (15), (16), (22), отримаємо функцію y(z, τ).  

Зважаючи на зроблені вище заміни перейдемо до функцій v(x, 
t) та u(x, t). Зрозуміло, що 

v(x, t) = y(ln(x) + ct, αt), 

Тоді функція щільності розподілу акцій 

]T,0[],Х,X[),,(),( 21   txtxvetxu t  

буде розв’язком рівняння (5) та в середньоквадратичному сенсі 
задовольнятиме початково-крайові умови (6)–(7). 

Висновки. На основі параболічної диференціальної моделі з 
розподіленими параметрами розглянута модель щільності акцій з 
дискретними початково-крайовими умовами. Фундаментальний 
розв’язок параболічного рівняння відомий, тому, використовую-
чи його як інтегральне ядро, для побудови функції щільності ак-
цій вибрано інтегральну форму представлення розв’язку. Систе-
му дискретних початково-крайових умов теж представлено у 
вигляді системи інтегральних рівнянь. Точно розв’язати отрима-
ну систему дуже важко, тому її розв’язок побудовано наближено. 
Як розв’язок отримано множину функцій, елементи якої задово-
льняють дискретну систему початково-крайових умов у серед-
ньоквадратичному сенсі. Разом з тим елементи отриманої мно-
жини є частинними розв’язками диференціального рівняння 
моделі, а отже, їх можна використовувати як моделі щільності 
розподілу акцій.  

Запропонована модель може бути використана для прогнозу-
вання обсягу портфеля однотипних акцій, ціни яких належать об-
раному скінченому проміжку цін у вибраний момент часу, а та-
кож для керування динамікою ціни акцій. 
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АДАПТАЦІЯ МОДЕЛІ РОЗРАХУНКУ  
СУКУПНОЇ ВАРТОСТІ ВОЛОДІННЯ (TCO)  
ДЛЯ СЕРВІСІВ «ХМАРНИХ ОБЧИСЛЕНЬ»  

АННОТАЦИЯ. Целью статьи является совершенствование формальной 
математической модели расчета совокупной стоимости владения 
(TCO) для анализа сервисов «облачных вычислений». Рассмотрена спе-
цифика облачных вычислений и сформулирована проблема оценки за-
трат перехода на парадигму облачных вычислений. После проанализи-
рованных недостатков существующих моделей и методов выявлена 
необходимость к проведению дальнейших исследований по развитию и 
детализации методов расчета совокупной стоимости владения для об-
лачных ИТ-сервисов. 
 

Ключевые слова: информационные технологии, компьютерные услуги, 
облачные вычисления. 
 
ABSTRACT. The aim of the article is to improve the formal mathematical model 
for calculating the total cost of ownership (TCO) analysis services «cloud 
computing». The specific features of cloud computing and formulated the 
problem of estimating the cost of transition to the cloud computing paradigm. 
After analyzed the shortcomings of existing models and methods identified the 
need for further research on the development and detailing methods of 
calculating total cost of ownership for IT cloud services. 
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Одним із сучасних напрямів підвищення ефективності вико-

ристання інформаційних технологій є перехід до концепції «хма-
рних обчислень». Але парадигма «хмарних обчислень» містить 
досить факторів ризику, наприклад, так звані приховані витрати 
[1], які дискредитують існуючі переваги. Таким чином, підпри-
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