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Висновки. Варіаційно-градієнтні методи збігаються краще, 
ніж відомі градієнтні методи (зокрема, метод найскорішого спус-
ку) і не потребують знання меж спектра оператора. Тому засто-
сування їх до задач захисту інформації в інформаційно-комуні-
каційних системах і мережах є актуальним і перспективним.  
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ПРО РОЗВ’ЯЗОК ФУНКЦІОНАЛЬНО-
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ  
ДИНАМІЧНОЇ МОДЕЛІ РОЗВИТКУ ПІДПРИЄМСТВА 

АНОТАЦІЯ. У публікації досліджено проблему побудови динамічної моделі 
розвитку підприємства в умовах кредитування та короткотривалих зо-
внішніх впливів на виробництво, а також побудови розв’язку функіонально-
диференціального рівняння зі змінними коефіцієнтами, несталим запізнен-
ням та імпульсною дією, яке описує дану модель. 
 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: динамічна система, імпульсне диференціальне рівнян-
ня, нелінійне запізнення, фундаментальна функція, спряжене рівняння, 
асимптотична стійкість, тривіальний розв’язок. 
 
АННОТАЦИЯ. В публикации исследуются проблемы построения динамичес-
кой модели развития предприятия в условиях кредитирования и коротковре-
менных внешних воздействий на производство, а также построения решения 
функционально-дифференциального уравнения с переменными коефициен-
тами та импульсным воздействием, которое описывает данную модель. 
 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамическая система, импульсное дифференциа-
льное уравнение, нелинейное запаздывание, фундаментальная функция, 
сопряженное уравнение, асимптотическая устойчивость, тривиальное 
решение. 

© О. І. Неня, 2015 



 256

ANNOTATIO. In article we analyse the problems of the construction of a 
dynamic model of development of enterprise in the conditions of crediting and 
of external influences on the production, as well as the construction of the 
solution of functional-differential equation with variable coefficients and 
impulses that describes this model. 
 
KEY WORDS: dynamical system, impulsive differential equetion, nonconstant 
delay, fundamental function, conjecture equetion, asymptotic stability, trivial 
solution. 

 
Постановка задачі. Динамічна модель розвитку підприємства 

в умовах кредитування та короткотривалих зовнішніх впливів на 
виробництво описується рівнянням [10]  

),())(()()()(=)( tItgRtctAtatA    (1) 

де A(t) — вартість основних виробничих фондів, a(t) — темп ви-
буття основних фондів, інвестування коштів відбувається за ра-
хунок кредитних ресурсів I(t), та деякої частини c(t) чистого при-
бутку R(g(t)) який залежить від попередніх станів динамічної 
системи. 

Якщо чистий прибуток R(g(t)) прямо пропорційно залежить 
від фондів A(g(t)) з коефіцієнтом пропорційності q, а вартість ос-
новних виробничих фондів A(t) імпульсивно змінюється на вели-
чину bk в певні моменти часу, то рівняння (1) запишеться у  
вигляді імпульсного диференціального рівняння із запізненням  

,),())(()()()(=)( ktttItgqAtctAtatA    (2) 

.=,)()(1=0)( kkkkk tttAbtA   

Допоміжні результати. Імпульсні диференціальні рівняння із 
запізненням в останні десятиліття притягують увагу багатьох до-
слідників завдяки їх широкому застосуванню у різних областях 
науки та техніки. За допомогою цих рівнянь можна описати про-
цеси, які, з одного боку, залежать від того, що відбувалося в по-
передні моменти часу, а з іншого, зазнають короткострокових 
змін, тривалість яких є дуже незначною. Важливу роль у розвит-
ку математичної теорії імпульсних рівнянь відіграла перша в сві-
ті монографія А. М. Самойленка та М. О. Перестюка [1], яка була 
перекладена англійською мовою [2]. Протягом останніх років 
з’явилась багато монографій і публікацій за темою імпульсних 
рівнянь [3–6], які продовжують дослідження в даній сфері. 

Розглянемо функціонально-диференціальне рівняння з імпу-
льсною дією, аналогічне рівнянню (2):  

ktttftxtatgxtctx 


),()()())(()(=)(  (3) 
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,=,)()(1=0)( kkkkk tttxbtx   

де c(t), a(t), f(t), g(t) — кусково-неперервні функції, g(t) < t, 
,=)(lim 
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точок імпульсної дії задовольняє умови t1 > t0, ,0>1 kk tt  . Zk  
Під розв’язком рівняння (3) розуміємо абсолютно неперервну 

на кожному інтервалі ],( 1jj tt  функцію, яка задовольняє рівняння 

(3) майже скрізь, а також задовольняє умови імпульсів. 
Встановимо, який вигляд буде мати розв’язок рівняння (3). 
Розглянемо таке неоднорідне диференціальне рівняння із запі-

зненням  
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де   0,)( Ctf  і відповідне йому однорідне рівняння  

  .)(),(=)(
0

)(






 txtdtx
th

 (5) 

З теорії функціонально-диференціальних рівнянь відомо, що 
формально спряжене рівняння до (5) має вигляд  

.=),()()( constdtyty
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  (6) 

Подамо рівняння (4) і (5) у більш зручній формі і використає-
мо рівняння (3), щоб побудувати формально спряжене рівняння 
однорідного лінійного рівняння з імпульсною дією. 

Відповідне однорідне рівняння рівнянню (3) буде 

,,)()())(()(=)( ktttxtatgxtctx 


  (7) 
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Якщо функцію g(t) подати у вигляді g(t) = t – h(t), тоді нормо-
вана функція ),(  t  для формально спряженого рівняння буде 
матиме вигляд 
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а саме рівняння запишеться таким чином: 
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Останнє рівняння легко перетворюється на таке диференціа-

льне рівняння з імпульсною дією (див. [7–9])  
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Основні результати 
Теорема 1. Рівняння (8) є спряженим рівнянню (7). 
Доведення. Нехай x(t), y(t) — довільні розв’язки рівнянь (3)  

і (8) відповідно. Тоді інтегруванням за частинами добутку 
)()( tytx  на інтервалі [t0, t] отримаємо такий вираз  
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де  .:min=)( ttNitn i   
З другим доданком останнього виразу проведемо такі перет-

ворення 
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і підставимо його в (9). Тоді маємо:  
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Позначимо  
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тоді вираз (10) перепишеться у вигляді  

.0)()()()(),(=)(),(
)(<)0(

0

00  


kk
tnktn

t

t

tydssfsytytxtytx  

Якщо x(t) розглядати як розв’язок рівняння (7), то ,0)( tf  
0=k  і маємо таке: 



 260

.=)(),(=)(),( 00 consttytxtytx  

З цього можна зробити висновок, що рівняння (8) спряжене до 
рівняння (7) по відношенню до функції )(),( tytx  заданої в (11).  

Теорему доведено. 
Зауваження 1. Аналогічно можна показати, що рівняння (7) є 

спряженим до (8).  
Означення 1. Розв’язок рівняння (7) X(t, s), який задовольняє 

умови X(s, s) = 1 та X(t, s) = 0 для t > s, називається фундамен- 
тальною функцією рівняння (7).  

Означення 2. Розв’язок рівняння (8) Y(t, s), який задовольняє 
умови Y(s, s) = 1 і Y(t, s) = 0 для t > s, називається фундаменталь-
ною функцією рівняння (8).  

Теорема 2. Нехай X(t, s) — фундаментальна функція рівняння 
(7). Якщо x(t) розв’язок рівняння (3), тоді має місце формула  
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Доведення. Замінемо y(s) у виразі (10) на фундаментальну  
функцію Y(s, t) і отримаємо  
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звідси маємо  
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З іншого боку, замінивши x(t) на X(t, t0) у (13), отримуємо  
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звідки X(t, t0) = Y(t0, t) оскільки ,0)( tf  0=k  для всіх k. 
Тому  
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Теорему доведено. 
Висновки. У статті розглянуто динамічну модель розвитку під-

приємства в умовах кредитування та при дії короткотривалих зов-
нішніх впливів на виробництво, побудовано функціонально-дифе-
ренціальне рівняння з імпульсною дією і змінним запізненням, яке 
описує дану модель. На основі фундаментальної функції X(t, s) по-
будовано розв’язок імпульсного рівняння зі змінним запізненням. 

Отримані результати будуть застосовані в подальших дослі-
дженнях для встановлення умов асимптотичної стійкості триві-
ального розв’язку рівняння (7) на основі припущення про вико-
нання умов Перона для рівняння (3). 
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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОАКТИВНОГО ВИЗНАЧЕННЯ  
DDоS-атаки 

АНОТАЦІЯ. У статті запропоновано представити роботу інформацій-
ного вузла, який атакується великою кількістю зовнішніх запитів, у ви-
гляді стохастичної моделі масового обслуговування. Запропонована мо-
дель та визначені на її основі системні характеристики (ймовірність 
простою, ймовірність скоєння атаки, середні кількості легальних і неле-
гальних запитів) дозволяють кількісно оцінити рівень інформаційної без-
пеки досліджуваного об’єкта. 
 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інформаційна безпека, DDoS-атака, модель масового 
обслуговування, пуассонівський вхідний потік запитів. 
 

АННОТАЦИЯ. В статье представлена работа информационного узла, 
атакуемого большим числом внешних запросов, в виде стохастической 
модели массового обслуживания. Предложенная модель и определенные 
на ее основе системные характеристики (вероятность простоя, веро-
ятность совершения атаки, среднее число легальных и нелегальных 
запросов) позволяют количественно оценить уровень информационной 
безопасности исследуемого объекта. 
 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: информационная безопасность, DDoS-атака, модель 
массового обслуживания, пуассоновский входной поток требований. 
 

ABSTRACT. Article describes a system which іs attacked by a large number of 
external requests. The proposed stochastic queuing model helps to identify 
basic system characteristics of the functioning node (the probability of 
committing the attacks, the average numbers of legal and illegal requests) and 
quantify the level of information security of the object. 
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