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МЕТОДИ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ

Моделювання нелінйних послідовностей
з заданими параметрами регресій

В. І. АВРАМЕНКО

Дніпродзержинський державний технічний університет

Пропонується метод моделювання псевдо-випадкових нелінійних послідовностей з заданими
параметрами регресії і фіксованим коефіцієнтом детермінації рівняння регресії.

Предлагается метод моделирования псевдослучайных нелинейных последовательностей с за-
данными параметрами регрессии и фиксированным коэффициентом детерминации уравнения
регрессии.

The method of design of pseudo casual nonlinear sequences is offered with preset the parameter of
regressions and fixed coefficient of determination of regression equalization.

Мета. При використанні методів статистичного
моделювання, зокрема при оцінці впливу похибок вихі-
дних даних на похибки результатів моделювання, ви-
никає необхідність вилучення систематичних похибок
від неточного завдання рівняння регресії. Для лінійних
чи лінеаризованих функцій однієї змінної відомі методи
генерації послідовностей з заданими параметрами рів-
няння регресії [1, 2]. Нижче пропонується узагальнений
алгоритм генерації псевдо-випадкових послідовностей
довільної довжини, обробка яких за стандартною мето-
дикою дозволяє отримати рівняння регресії з заданими
значеннями параметрів регресії і коефіцієнта детермі-
нації R2.

1. Постановка задачі. Як відомо, найбільш по-
ширеним методом визначення параметрів залежностей
за результатами спостережень є метод найменших ква-
дратів (МНК), коли розв’язується система т нормаль-
них рівнянь виду
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де і=1,2,…, п – об’єм вибіркової сукупності, A=(а1, а2,
… ат) – вектор невідомих параметрів регресії, φ(А, хі) –
функція регресії заданого виду. Якщо статистичні спо-
стереження ỹі не містять випадкових збурень, тобто
ỹі=φ(А, хі), то параметри регресії визначаються безпо-
милково.

 При статистичному моделюванні нелінійних
залежностей з заданими параметрами регресії прийме-
мо, що ỹі = φ (А, хі)+zі, де zі – випадкова складова, роз-
поділена за деяким законом розподілу. Тоді нормальні
рівняння приймуть вид
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Перепишемо кожне рівняння в такому вигляді
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 Якщо другі доданки в правих частинах рівнянь тотож-
ньо дорівнюють нулю, то параметри регресії А(а1, а2, …
ат) визначаються безпомилково. Отже, умовою прави-
льного знаходження параметрів регресії методом най-
менших квадратів є задоволення системи рівнянь
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Пропонується шукати випадкові збурення zi у
такому вигляді
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де εі – члени стандартизованої послідовності випадкових
чисел, які самі є сумою кількох стандартизованих послі-
довностей α, β, γ, … , взятих з деякими наперед невідо-
мими ваговими коефіцієнтами k1, k2, k3,… Величина Мс є
стандартизуючим множником послідовності εі і обчис-
люється за формулою Ò

c KKM
rr

×Â×= , де K
r

 і ÒK
r

– век-
тори відповідно рядок і стовпець вагових коефіцієнтів
kj, Â  – матриця парних коефіцієнтів послідовностей αі,
βі, γі, в окремому випадку може бути діагональною.

Тоді система рівнянь (1) перетворюється на сис-
тему однорідних лінійних відносно невідомих коефіціє-
нтів kj рівнянь
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 Як відомо, для існування нетривіального
розв’язку системи однорідних лінійних рівнянь кіль-
кість невідомих повинна бути більшою за кількість
рівнянь. В розглядуваному випадку кількість доданків
випадкової складової εі повинна бути більшою за кіль-
кість т параметрів регресії. Якщо використати кіль-
кість доданків т+1 і приймаючи за замовчуванням
k1=const, неважко знайти потрібні значення корегуючих
множників kj, j=2, 3, …m+1. Обробка МНК масиву
вихідних даних {ỹі, хі}, де ỹі=φ(А, хі)+k0·εі  дозволяє
безпомилково в межах похибки обчислень знайти па-
раметри регресії а1, а2, …ат.

Коефіцієнт детермінації R2 отриманої регресії
визначається величиною множника k0.  Тому що послі-
довність чисел εі після обчислення коефіцієнтів ki стан-
дартизується множником Мс, то дисперсія послідовнос-
ті zi дорівнює k0

2. Якщо параметри регресії визначають-
ся безпомилково, дисперсія регресії після використання
МНК дорівнює дисперсії D(φ(А, хі)) модельної функції
на заданому інтервалі. Допускаючи незалежність збу-
рень zi від функції φ(А, хі), дисперсія аналізованої пос-
лідовності ỹі=φ(А,хі)+k0·εі дорівнює D(φ(А,  хі)) +k0

2. От-
же, коефіцієнт детермінації
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Щоб отримати реалізацію
i³³ kõÀó ej ×+= 0),(~  з

заданим коефіцієнтом детермінації R2, величину k0 слід
вибирати за формулою
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Розв’язок задачі спрощується, якщо члени пос-
лідовностей αі, βі, γі … будуть незалежними. Розгляне-
мо алгоритм моделювання лінійно незалежних послідо-
вностей.

Статистичне моделювання полягає в викорис-
танні системи Λ(λ, μ, ν, ς, …) послідовностей т випад-
кових величин, отриманих з використанням деяких
генераторів випадкових чисел. Простим лінійним пере-
творенням кожну з послідовностей можна звести до
стандартизованого виду з числовими характеристиками

0... === ml , Sλ= Sμ=…=1, де ml , , …– середні зна-
чення, Sλ, Sμ …– величини середніх квадратичних від-
хилень. Як наслідок, для кожної з послідовностей слу-
шні властивості 0...
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Незалежно від джерела випадкових чисел, пос-
лідовності λі, μі … не можна вважати незалежними,
особливо для коротких реалізацій. Мірою лінійної не-
залежності між двома послідовностями з системи є
парний коефіцієнт кореляції. Для стандартизованих
послідовностей слушні властивості
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Парні коефіцієнти кореляції між послідовностя-
ми системи Λ(λ, μ, ν, ς, …)  утворюють симетричну ко-
реляційну матрицю Â . Для лінійно незалежних послі-
довностей кореляційна матриця стає одиничною, отже
слід відшукати таке перетворення матриці системи Λ(λ,
μ, ν, ς, …), яке зведе кореляційну матрицю до одинич-

ної. Добуток матриці вихідних даних на матрицю, обер-
нену до кореляційної, дозволяє отримати нові послідов-
ності, які попарно незалежні, але їх кореляційна матри-
ця не наближається до одиничної.

Для розв’язання задачі пропонується використо-
вувати матрицю перетворення  трикутного виду, елеме-
нти якої qij шукаються з системи рівнянь
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де 1,1,...1,,...1, º-== iiij qijmiq  – невідомі елементи

матриці перетворення Q. Виразимо їх через елементи
кореляційної матриці Â .

З умови 0=abr  отримуємо
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Отже
lmrk -=21

.

З умов 0== bgag rr  отримуємо систему рівнянь

для знаходження невідомих q31 і q32
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ма рівнянь
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і так далі. Елементи системи рівнянь можуть бути вира-
жені через мінори різного порядку кореляційної матриці
Â .

Систему А випадкових послідовностей (α,  β,  γ,  δ
…) з діагональною кореляційною матрицею можна
отримати як результат операції

А=Λ·QТ

де QТ– транспонована матриця Q коефіцієнтів перетво-
рення qij.

В таблиці 1 наведено приклад для однієї з реалі-
зацій системи випадкових величин, кількість членів в
кожній послідовності п=14.

Таблиця 1. Приклад генерації системи незалеж-
них випадкових величин

Кореляційна матриця вихідної системи Λ
1 -0,148 0,191 0,330

-0,148 1 0,005 -0,149
0,191 0,005 1 -0,079
0,330 -0,149 -0,079 1

Матриця перетворення QТ

1 0,148 -0,196 -0,343
0 1 -0,034 0,098
0 0 1 0,144
0 0 0 1

Кореляційна матриця системи А
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1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Слід відмітити, що після перетворення випадко-
ві величини α, β, γ, δ … залишаються центрованими, але
дисперсії послідовностей βі, γі, δі … відрізняються від
одиниці і дорівнюють Qj·Â ·Qj

Т, де Kj – відповідний
рядок матриці коефіцієнтів перетворення. Після враху-
вання відповідної поправки отримана система А(α, β, γ,
δ … ) містить стандартизовані лінійно незалежні послі-
довності випадкових величин.

Нижче наведені приклади реалізації задачі мо-
делювання псевдо-випадкових послідовностей з зада-
ними параметрами регресії для деяких класів функцій.

2. Моделювання функцій одного аргументу
2.1 Модель параболічної залежності. В якості

прикладу квазілінійної функції розглянемо параболу
другого степеню

φ(А, хі)=а0+а1·хі+а2·хі
2.

Будемо шукати регресію статистичної сукупно-
сті

i³³ kõÀó ej ×+= 0),(~ , де збурення  має вигляд
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×+×+×
= 321 , а випадкові  послідовності αі,

βі, γі  є стандартизовані і незалежні. Тоді система одно-
рідних рівнянь (3) перепишеться в такому вигляді
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Враховуючи, що послідовності αі, βі, γі  є стан-
дартизовані, перше рівняння системи завжди викону-
ється, тому кількість складових збурення εі можна об-
межити трьома, хоч в загальному випадку при трьох
невідомих параметрах регресії а0, а1, а2 кількість скла-
дових повинна бути на одиницю більше. Отже, покла-
даючи k1 =1 і розв’язуючи систему рівнянь
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відносно невідомих k2 i k3, можна отримати послідов-
ність εі, використання якої дозволить отримати рівнян-
ня регресії параболи з заданими параметрами. Корегу-
ючий множник k0 при заданому коефіцієнті детерміна-
ції R2 обчислюється за формулою (4).

y  = 0,5x 2 - 3x  + 6
R 2 = 0,4999
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Рис. 1. Графіки теоретичної кривої і окремих
реалізацій параболічної функції

Для ілюстрації на рисунку 1 наведені приклади
трьох різних реалізацій, обробка кожної с яких методом
найменших квадратів дозволяє отримати задані параме-
три регресії з коефіцієнтом детермінації R2=0,5. В якості
прикладу наведемо значення корегуючих множників для
однієї з реалізацій: k1 =1 (за замовчуванням), k2=-0,415,
k3=-0,370, і після стандартизації  послідовності εі
k0=8,48.
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Рис. 2.  Графіки залежності коефіцієнта детермі-
нації R2 від відношення )),((/0 ixADk j

На рисунку 2 наведені графіки залежності обчи-
слених коефіцієнтів детермінації R2 від відношення

)),((/0 ixADk j , де ),(( ixAD j – дисперсія теоретичної

кривої на відрізку аналізу для різних реалізацій, і для
порівняння теоретична крива, обчислена з використан-
ням формули (4). Графіки свідчать, що припущення про
незалежність монотонної функції регресії і елементів
послідовності εі  можна вважати слушним.

Слід відмітити, що для будь-якої функції, яка мі-
стить вільний член а0, кількість доданків у випадковій
послідовності εі може дорівнювати т,  а не т+1,  як в
загальному випадку (тут, як і вище, т – кількість пара-
метрів регресії).

2.2. Аналіз показникової функції. В якості прик-
ладу суттєво нелінійної функції розглянемо функцію
залежності пропозиції товару на ринку від ціни за оди-
ницю продукції в такому вигляді
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21 )(),( à
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В припущенні а1≠0, а3≠0 система нормальних рі-

внянь має вигляд
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Перепишемо систему у вигляді
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Приймемо, що ỹі=φ (А, хі)+zі. У відповідності до форму-
ли (2) zі=ko·εі, де εі – стандартизована лінійна комбінація
чотирьох випадкових послідовностей
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Поклавши для визначеності k1=1, будемо
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Після знаходження kj і стандартизації послідов-
ності εі обчислюється за формулою (4) потрібне зна-
чення множника k0. Як результат, статистична послідо-
вність ỹі=φ (А, хі)+ko·εі має задані значення параметрів
регресії  і  коефіцієнта детермінації R2.

На рисунку 3 наведені приклади трьох послідо-
вностей, обробка яких МНК дозволяє отримати одні і ті
ж величини параметрів регресії. Для однієї з реалізацій
отримані такі значення  корегуючих  коефіцієнтів:
k1=1,0 (за замовчуванням), k2=-0,183,  k3=0,0482,
k4=0,0766, k0=0,301 (після стандартизації послідовності
εі ).

y і  = 20 (x і -7,0)0,20

R2 = 0,65
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Рис. 3. Графіки теоретичної кривої і окремих ре-
алізацій показникової функції

Слід зауважити, що описаний алгоритм гене-
рації послідовностей з заданими параметрами регресії і
коефіцієнта детермінації застосовується при викорис-
танні безпосередньо методу найменших квадратів (зок-
рема, при використанні функції Поиск решения чи ана-
логічних оптимізуючи методів) без проміжної лінеари-
зації статистичних даних.

3. Аналіз функцій кількох змінних
3.1 Моделювання системи з заданою кореляцій-

ною матрицею. При статистичному моделюванні функ-

цій кількох змінних крім параметрів регресій можуть
бути задані числові характеристики, в тому числі елеме-
нти кореляційної матриці системи Х(x,  y,  z,  u …).  Для
моделювання системи стандартизованих випадкових
величин з заданою кореляційною матрицею використа-
ємо систему А(α, β, γ, δ … ) стандартизованих величин з
одиничною кореляційною матрицею. Представимо кож-
ну послідовність величин системи Х(x,  y,  z,  u …)  у ви-
гляді зваженої суми величин системи А
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де рij – невідомі параметри перетворення.
Щоб після перетворення послідовності величин

xi, yi, zi, ui … залишились стандартизованими, слід члени
кожної послідовності поділити на значення їх середньо-
го квадратичного відхилення. Наприклад, після перет-
ворення  дисперсія значень uі  з урахуванням незалеж-
ності стандартизованих членів послідовності А(α, β, γ, δ
… ) складе
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Отже, якщо кожну змінну системи Х(x, y, z …)
поділити на відповідне середнє квадратичне відхилення
(або помножити на відповідний коефіцієнт кореляції),
то отримана система випадкових величин буде стандар-
тизованою. Таким чином, враховуючи що rxx=1, будемо
розв’язувати систему рівнянь
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Використовуючи задані значення кореляційної
матриці системи Х(x, y, z …), послідовно шукаємо неві-
домі параметри матриці перетворення Ð .
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Таким чином, параметри перетворення одноз-
начно виражаються через елементи заданої кореляцій-
ної матриці. Для отримання матриці вихідних даних з
заданою кореляційною матрицею слід обчислити добу-
ток матриць А· ÐТ, де ÐТ– транспонована матриця па-
раметрів перетворення. В таблиці 2 наведено приклад
матриці перетворення для модельного прикладу.

Таблиця 2.  Матриці параметрів перетворення і
кореляційна

Матриця параметрів
перетворення pij

 Результативна кореля-
ційна матриця

1 0 0 0 1 0,20 0,30 0,40
0,20 0,98 0 0 0,20 1 0,50 0,60
0,30 0,45 0,84 0 0,30 0,50 1 0,70
0,40 0,53 0,41 0,63 0,40 0,60 0,70 1

3.2. Моделювання функції кількох змінних. Запропоно-
вана методика генерації послідовностей з заданими
параметрами регресії придатна і при аналізі функцій
кількох змінних. Розглянемо лінійну функцію напри-
клад  трьох змінних ( ) iiiiii zayaxaazyxA 3210,,, +++=j .

Враховуючи наявність вільного члена а0, пред-
ставимо збурення у вигляді суми чотирьох стандарти-
зованих послідовностей

)( 43210 iiiiñi kkkkkÌ dgbae ×+×+×+××=×
Система лінійних рівнянь для знаходження множників
kj має вид (по замовчуванню k1=1)
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Розв’язуючи систему рівнянь, можна знайти ко-
ефіцієнти kj і використовуючи формулу (4) добитися
потрібного значення коефіцієнта детермінації R2.

В якості прикладу наведено результати моделю-
вання лінійної функції випадкових величин. Система
трьох величин має такі наперед задані характеристики:
середні значення 10,00, 8,00, 6,00; середні квадратичні
відхилення 1,00, 1,40, 1,80. Парні коефіцієнти кореляції

rxy=0,20, rxz=0,30, ryz=0,50. Задані параметри лінійної
залежності

φ(А, хі, уі, zі)=10,0+1,50хі-0,50уі+2,50zі.
Коефіцієнт детермінації задано R2=0,50.
В таблиці 3 наведено приклад однієї з можливих

реалізацій системи аргументів {хі, уі, zі} з заданими чис-
ловими характеристиками і для неї наведено три різних
реалізації функції φ(А, хі, уі, zі) з заданими параметрами
регресії. Нижче для прикладу для кожної з них наведені
значення корегуючих множників kj. Тому що допоміжна
послідовність εі стандартизована, при фіксованому зна-
ченні ko коефіцієнт детермінації залишається незмінним,
незмінні також похибки визначення параметрів регресії.
Для іншого набору координат {xi, yi, zi} для досягнення
такого ж значення R2 буде інша величина ko.

Таблиця 3.  Результати моделювання системи
випадкових величин

xi yi zi  φ1(Х) φ2(Х) φ3(Х)

9,19 7,20 4,27 31,3 36,7 25,9
11,22 7,50 5,10 36,5 29,9 35,3
9,31 8,85 6,28 29,5 31,3 35,7
9,63 8,00 3,87 27,6 36,2 36,0
9,95 9,80 7,67 30,2 36,9 37,2
11,32 8,49 7,30 37,8 41,6 40,5
10,34 9,65 6,11 36,8 42,8 28,8
10,12 5,50 4,78 36,2 34,2 29,3
10,10 10,75 8,97 52,4 40,8 44,6
7,98 6,88 5,32 37,1 23,6 25,9
11,46 7,74 5,82 39,1 34,4 36,9
10,95 7,58 8,31 46,3 44,7 47,0
9,13 6,55 7,49 34,2 45,7 45,6
9,30 7,51 2,71 29,0 25,1 35,2

k0 4,85 4,85 4,85
k1 1 1 1
k2 -9,14 -0,47 0,31
k3 9,95 0,43 0,37
k4 -0,71 -0,13 1,12

Наведені результати дозволяють отримати випа-
дкові моделі з заданими параметрами, що є важливим
при дослідженні як самих моделей, так і похибок визна-
чення параметрів регресії.
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