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Рассмотрены некоторые алгоритмические пути повышения быстродействия операции сравнения чисел в 
системе остаточных классов. 

 
Розглянуті деякі алгоритмічні напрямки підвищення швидкодії операції порівняння чисел в системі 
залишкових класів. 
 
Some algorithmic ways of increase of fast-acting of operation of comparison of numbers are considered in the sy-
stem of residual classes. 

 
Введение. В настоящее время значительное ко-

личество работ посвящено вопросам поиска путей по-
вышения эффективности вычислений на основе пред-
ставления чисел в системе остаточных классов (СОК) 
[1]. СОК называется система счисления, в которой про-
извольное число N представляется в виде набора наи-
меньших неотрицательных остатков по модулям 

, , ,1 2m m mn
.
 

      mod , mod , , mod1 2N N m N m N mn   

или  , , ,1 2N n    . 

Здесь  modN mi i  . При этом, если все це-

лые числа N принадлежат диапазону  0 , M , объем 

которого равен 
1

n
M mii

 


                                                           

а модули mi  взаимно простые, то каждому набору 

 , , ,1 2 n    соответствует только одно число N  из 

этого диапазона.  
Преимущества СОК [2] по сравнению с позици-

онными системами счисления заключаются в высокой 
степени параллелизма при выполнении арифметических 
операций сложения, вычитания и умножения, которые 
производятся над остатками независимо друг от друга 
по простым правилам, а также малоразрядность остат-
ков, высокая точность, способность системы к самокор-
рекции. Однако возникают серьезные трудности при 
реализации немодульных операций, для выполнения 
которых необходимо знание цифр операндов по всем 
разрядам. К таким операциям относятся, в частности, 
определение принадлежности числа данной половине 
диапазона, деление чисел, определение четности числа 
в системе нечетных модулей СОК, сравнение чисел, 
определения позиционных характеристик  числа. 

Состояние вопроса. Между немодульными опе-
рациями существуют определенные взаимосвязи [3]. 
Поэтому, получив решение одной из операций, можно 
найти решения остальных.  

Результаты исследований, представленные в [4], 
показали, что в основу всех немодульных операций 
может быть положен алгоритм сравнения чисел.  

Основная часть. Пусть   , ,1 1 2N n     и 

 , ,2 1 2N n    – сравниваемые числа. Необходимо 

определить результат 

                 
,1 1 2
,2 1 2

R N N
R

R N N










 

 
Пусть системой оснований полиадического кода также 

является система модулей , , ,1 2m m mn . Тогда чис-
ло N  в полиадическом коде представляется следующим 
образом: 

1 2 1 1 2 1

,1 1 2 2 1 2 1

N m m m mi i

m m m m m mnn n n

  

 

     

   

  

                                                             

где i -позиционная характеристика i -го разряда, 

0,1, 2, , 1mi   , 1, 2, ,i n  . 
В настоящее время известны два подхода к срав-

нению чисел. По первому для каждого из сравниваемых 
чисел вычисляются позиционные характеристики, после 
чего осуществляется поразрядное сравнение этих харак-
теристик традиционными методами сравнения. Второй 
подход, впервые предложенный в [5] и развитый в ра-
боте [6], основан на вычислении «внутренних» характе-
ристик - приведенных остатков сравниваемых чисел. 
Блок-схема данного алгоритма представлена на рис.1. 
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Рис.1. Блок-схема алгоритма сравнения         

при втором подходе 
 
Если для каждого 

 , , , 1,1 2 1

n
N M M mn ii

     


  составить разности 

   mod mni i i    ,  1, 2, , 1i n  , то весь  диа-

пазон M  окажется разбитым на 
M

K
mn

  поддиапа-

зонов длины mn , внутри каждого из которых значения 

i  одинаковы. Большим (меньшим) из чисел поддиапа-
зона при этом является число с большим (меньшим) 
значением n .  

Составим для j -й итерации разности                

1 1 , , , ,1 1 1 ( 1)1 1 1 1

j j j j j jN N n i nj j j j
   

 
            

     

                  

1 1 , , , ,1 1 1 ( 1)1 1 1 1

j j j j j jN N n i nj j j j

   

 
           

      , 

где  1 1 mod
11 1

j j j mni i ijj j
  

    
   

   ,  

 1 1 mod
11 1

j j j mni i ijj j
  

    
   

   , 1,2, , 1i n  . Тогда                         

 

 

1 1,1 1 2 1 1

1 1,2 1 2 1 1

j jJ JR N N n nj j
R

j jJ JR N N n nj j

 

 

           
         

  

  

. 

Если 1 2N N  , то выполняется ( 1)j  - я итера-
ция. 

Если процесс сравнения продолжается до 
( 1)n  - й итерации, то 

  

    
    

    
    

1 1 1 1,1 1 2 1 1
1 1 2 2

1 2 2 2
1 1 1 1,2 1 2 1 1

1 1 2 2
1 2 2 2

n n n nR N N n nn n
n n n nN N n nn nR

n n n nR N N n nn n
n n n nN N n nn n

 

 

 

 

    
 

    
 

    
 

    
 











   

   

   

   

Пример сравнения пары чисел при данном подходе (ба-
зовый алгоритм) представлен в табл.1 

 
Таблица 1. Сравнение по базовому алгоритму 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Определим временные оценки каждого из подходов.   
По первому подходу для определения позицион-

ных характеристик n - разрядных чисел требуется  

11,1T n   итераций, поскольку 1 1  .   

Определение количества итераций при сравне-
нии позиционных характеристик n - разрядных чисел 
выполним с помощью дерева возможных исходов, 
представленного на рис.2. 
                                                 

                                                                                  Рис.2. Дерево возможных исходов 

Модули 2 3 5 7 11 13 
4319 1 2 4 0 7 3 

Числа 9987 1 0 2 5 10 3 
Итера- -3 0 2 1 4 4 = 
ция 1 -3 0 0 4 2 7 = 

  :13 0 2 2 3 2 = 
  :13 0 0 3 5 9 = 
Итера- -2 0 0 0 1 = = 
ция 2 -9 1 2 2 4 = = 

  :11 0 0 0 2 = = 
  :11 1 0 4 6 = = 
Итера- -2 0 1 3 = = = 
ция 3 -6 1 0 3 = = = 

  :7 0 1 4 = = = 
  :7 1 0 4 = = = 
Итера- -4 0 0 = = = = 
ция 4 -4 1 0 = = = = 

  :5 0 0 = = = = 
  :5 1 0 = = = = 
Итера- 0 0   = = = = 
ция 5 0 1   = = = = 
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pi  - вероятность события, которое заключается в том, 

что результат сравнения будет получен на i -ой итера-
ции. 

 
При сравнении по первому подхо-

ду
1

1
mip

mi


 . Для системы модулей, например, 

 
2, 3, 5, 7, 11,1 2 3 4 5
13, 19, 296 7 8

m m m m m

m m m

    

    

количество итераций 1, 08521,T  . Округляем до бли-

жайшего большего, т.е. 221,T  . Таким образом, при 

сравнении по первому подходу пары чисел в данной 
системе модулей быстродействие алгоритма   

1 0,1110 1n
  


. 

Определение быстродействия при втором под-
ходе также выполним с помощью дерева возможных 
исходов, представленного на рис.2. При этом 

3 , 1,2, ,
1

i
p m i ni jMi
    , а теоретическое быст-

родействие 0,158.1Ò 
 

Моделирование процесса 
сравнения по данному алгоритму при равновероятном 
распределении чисел дает 0,1551Ý   и 

1 1 *100 1,9%1
1

T Ý

Ò

 
  


, что свидетельствует о хоро-

шем согласовании с теоретическим результатом. Выиг-
рыш в быстродействии по отношению к традиционному 

алгоритму 1 1, 421
0




 


. 

Эффективная реализация данного подхода зави-
сит от выбора значения  , 1, 2, , ( 1)m i n ji     на каж-

дой j -й итерации, 1,2, , 1j n   получения приве-
денных остатков.  

Наибольшая вероятность 1
1

1

pi i
mit






попадания 

сравниваемых чисел в диапазон длины mi  на j -й 

итерации достигается при наименьшем значении 

1

n
mii




. Следовательно, на каждой итерации в качестве 

, 1, 2, , ( 1)m i n ji     следует принимать наибольший 

из модулей. 
Поскольку данный вывод основан на вероятно-

стной оценке, в реальной практике могут встретиться 
пары сравниваемых чисел, для которых выбор наи-
большего из модулей не дает лучшего результата 
(табл.2 и табл.3).  

Таблица 2 

 
Таблица 3 

 
В связи с этим следующее направление состоит в том, 
что сравнение осуществляется одновременно по всем n  

системам модулей , , ,1 2m m mn , причем для s i  в 

качестве старшего модуля выбирается mi . Вероят-

ность получения результата сравнения только на  i  -ой 
итерации  

 
 

 
 
 
 
 

Теоретическое быстродействие 0,1712T  .Модели-

рование дает 0,1812Ý  , 2 2 *100 5,4%2
2

Ý Ò

Ò

 
  


, 

что согласуется с теоретическим результатом. Выигрыш 

в быстродействии 1 1,5431
0




 


. 

Одним из направлений существенного повыше-
ния быстродействия является вычисление приведенных 
остатков по парам модулей (парное агрегирование), и 
выбор вместо s  сочетания  

, , 1,2, , , 1,2, ,s t s n t ns t      . 

На каждой итерации по значениям остатков чи-
сел для пары модулей выбираем константы для вычита-
ния из остатков по остальным модулям. Выигрыш при 
этом в худшем случае, когда сравнение продолжается о 

Итера-
ции 

Числа Модули 

         2 3 5 7 11 13 
  Остатки 
 13012 0 1 2 6 10 12 
 13013 1 2 3 0 0 0 

 0 1 0 1 9  
 1 2 3 0 0  
1000 0 1 0 6 10  

1 

1001 1 2 1 0 0  
… … … … … … … … 

 0 1     4 
 0 1     

Итерации Числа Модули 
          13 3 5 7 11 2 
  Остатки 
 13012 12 1 2 6 10 0 
 13013 0 2 3 0 0 1 
1  0 1 2 6 10  
  0 1 2 6 10  

31 (1 ), 1, 2, , , , 2,1
1

n
p i n n isi Ms si

     


 

( 1) ; 1 2 1
( 1)

Ms iM M m m m msi sn s s sn snms i
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1n  -й итерации, 
1

1
2

n
n







. Для нашего примера при 

n =8  =2,33.  
Как показано выше, на каждой итерации в каче-

стве , 1, 2, , ( 1)m i n ji     следует принимать наи-

больший из модулей. Поэтому для уменьшения количе-
ства итераций представляется целесообразным выпол-
нять процесс сравнения чисел, записанных в системе 
основных модулей , , , , , , ,1 2m m m m mi t n   , на 

системе модулей , , , , , , ,1 2m m m m mi t n    , где mi  
и mt - дополнительные большие модули. Выполнение 

других вычислительных операций осуществляется по 
основным модулям системы. 

Таблице 4 и таблице 5 иллюстрируют сравнение 
пары чисел 98761N   и 21232N  по базовому алго-

ритму и методом введения больших модулей соответст-
венно. 

Таблица 4. Сравнение по базовому алгоритму 
Модули 

Числа Итерация 2 3 5 7 11 13 
9876   0 0 1 6 9 9 
2123   1 2 3 2 0 4 
9867 1 0 2 4 0 0 
2119 1 1 4 5 7 0 
759 1 0 4 3 0   
163 

  
1 

  
  1 1 3 2 9   

759 1 0 4 3 0   
154 0 1 4 0 0   
69 1 0 4 6     
14 

  
2 

  
  0 2 4 0     

63 1 0 3 0     
14 0 2 4 0     
9 1 0 4       
2 

  
3 

  
  0 2 2       

5 1 2 0       
0 0 0 0       
1 1 1         
0 

  
4 

  
  0 0         

 
Таблица 5. Сравнение введением больших модулей 

Модули 
Числа  2 3 5 7 59 61 11 13 
9876   0 0 1 6 23 55 9 9 
2123   1 2 3 2 58 49 0 4 
9821 1 2 1 0 27 0 9 6 
2074 0 1 4 2 9 0 6 7 
161 1 2 1 0 43   7 5 
34 

1 
  
  
  0 1 4 6 34   1 8 

118 0 1 3 6 8   8 1 
0 

2 
  0 0 0 0 0   0 0 

 
При этом   
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

Быстродействие 0,2461Ý  , выигрыш в быстродей-

ствии 3 2,213
0




 


. 

Введение дополнительных модулей позволяет 
одновременно со сравнением чисел решить и другие 
немодульные операции, в частности, определение вы-
хода числа за диапазон. В работе [4] показано, что для 
однозначного определения выхода  

1 2 2
MS N N T     за диапазон M необходимо 

расширить его до 
2

MM 
 , где T M  - ближай-

шее меньшее к M  целое число. Для данной системы 

основных модулей 89
2
M

 , что обеспечивается 

двумя введенными дополнительными модулями 
595m   и 616m  . 

 
Выводы 

 
Рассмотрены некоторые алгоритмические пути 

повышения быстродействия операции сравнения чисел 
в СОК. Полученные при этом оценки позволяют сде-
лать заключение об эффективности предложенных ре-
шений. Представляется целесообразным рассматривать 
представленные алгоритмические решения в качестве 
возможных направлений повышения быстродействия 
операции сравнения чисел в системе остаточных клас-
сов. 
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