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Метод точной квадратичной регуляризации для оптимального
проектирования конструкций

А. И. КОСОЛАП

Украинский государственный химико-технологический университет

Рассматриваются задачи оптимального проектирования сложных механических систем. Такие задачи яв-
ляются многоэкстремальными. Для нахождения глобального экстремума предлагается метод точной квад-
ратичной регуляризации. Многочисленные эксперименты показали его преимущество над
существующими методами при решении данного класса задач.

Розглядаються задачі оптимального проектування складних механічних систем. Такі задачі є багатоекст-
ремальними. Для знаходження глобального екстремуму пропонується метод точної квадратичної
регуляризації. Численні експерименти показали його перевагу над існуючими методами при розв’язку да-
ного класу задач.

We consider the problem of optimal design of complex mechanical systems. Such problems are multiextremal. We
propose a method of the exact quadratic regularization for a solution of the problems global optimization. Numer-
ous experiments have shown its advantages over existing methods for solving this class of problems.

Введение. Математические модели проектиро-
вания механических систем и конструкций являются
оптимизационными, содержат сложную структуру
ограничений и большое число локальных экстремумов.
Это затрудняет нахождение наилучших проектных
решений, так как до настоящего времени не разработа-
ны эффективные методы решения многоэкстремальных
задач. Для их решения чаще используют методы слу-
чайного поиска, которые позволяют найти оптимальные
решения только с некоторой вероятностью. Детермини-
рованные методы поиска глобального экстремума тре-
буют экспоненциального времени и сложные, для
программной реализации. В работе будет показано, что
значительный прогресс в решении проблемы поиска
глобального экстремума достигнут  при помощи метода
точной квадратичной регуляризации.

Постановка задачи и метод ее решения
Рассмотрим примеры оптимизационных задач з

области механики.
Задача 1. Необходимо минимизировать вес пру-

жины с параметрами, представленными на рис. 1 [1].
Оптимизационная модель этой задачи имеет вид.
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Задача 2. Минимизация веса преобразователя
скорости [2]. Найти
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Задача 3. Оптимальный проект рефрижератор-
ной системы [2].

Найти

Рис.1. Параметры пружины
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Задача 4. Минимизация стоимости проекта
трансформатора [3]. Найти
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Приведенные примеры показывают сложную
структуру задач оптимизации механических систем.
Большое число задач оптимального проектирования в
механике приведено в работе [3].

Таким образом, задачи оптимального проекти-
рования механических систем могут быть представлены
в виде

},,,...,1,0)(|)(min{ 0
n

i Exmixfxf Î=£         (1)

где все )(xfi – дважды дифференцированные функции,
nE - евклидово пространство. Необходимо найти

точку глобального минимума в задаче (1). Допустим,

что решение задачи (1) существует в точке x*. Для
этого достаточно, чтобы функция )(0 xf была непре-
рывна, а допустимая множество задачи (1) было ком-
пактно.

Суть метода точной квадратичной регуляриза-
ции заключается в преобразовании многоэкстремаль-
ной задачи (1) к минимизации или максимизации
евклидовой нормы вектора на выпуклом множестве.
Введем новую переменную 1+nx  и сведем задачу (1) к
виду

},,,...,1,0)(,)(|min{ 101
n

inn Exmixfxsxfx Î=££+ ++   (2)
где значение параметра s выбираем таким, чтобы

.||||)( 2**
0 xsxf ³+   (3)

Далее, используем преобразование пространства
x = Az, где матрица А порядка )1()1( +´+ nn  имеет вид
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что сводит задачу (2) к следующей

},,,...,1,0)(,||||)(|||min{|| 12
0

2 +Î=££+ n
i Ezmizfzszfz   (4)

где ),...,( 1 nzzz = , ),( 1+= nzzz .
Существует такое значение r > 0 при котором

все функции
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будут выпуклыми для допустимых значений z. Действи-
тельно, при соответствующем выборе параметра r >  0,
гессианы функций )(0 zg  и mizgi ,...,1),( =  будут по-
ложительно  определенными матрицами   (матрицы с
преобладающей главной диагональю). Если среди

mizfi ,...,1),( = есть  выпуклые функции, то эти ограни-
чения остаются неизменными.

Таким образом, задача (4) сведена к следующей
},||||,,...,1,0,)(|||min{|| 22 dzrmidxgz i ==£    (5)

где все gi(z) – выпуклые функции.
Следовательно, задача (1) преобразована к ми-

нимизации квадрата нормы вектора z, где переменными
задачи (5) есть (z, d) – (n + 2)-мерный вектор. Для реше-
ния задачи (5) необходимо определить значение пара-
метра s. Если параметр s не удовлетворяет условию (3),
то из решения задачи (5) можно гарантировать получе-
ние только допустимой точки задачи (1). При увеличе-
нии параметра s значение целевой функции )(0 xf
убывает и не меняется, если параметр s удовлетворяет
условию (3). Таким образом, если при увеличении па-
раметра s значение целевой функции )(0 xf не измени-
лось, то найдено решение задачи (1).

Например, задача }42|min{ 11 ££- xx имеет

решение 4*
1 =x и преобразуется к виду
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где из условия (3) получим 20³s . Если взять

10,2 == sr , то при 5969.14* =d  будет найдена точка
701568.21 =x  задачи (5), которая не является решением

исходной задачи (1). При 20=s  и 16* =d  получаем

решение 4*
1 =x  задачи (5), а если 30=s ,  то при

72* =d  снова получаем решение задачи 4*
1 =x .

Введем обозначения

},...,0,)(|{)(1 midzgzdS i =£=
и

}.|||||{)( 2
2 dzrzdS £=

Множества )(1 dS  и )(2 dS  будут выпуклыми и опреде-
ляют допустимое множество задачи (5). Справедливо
следующее включение ),()( 11 D+Ì dSdS

)()( 22 D+Ì dSdS для любого 0>D . Анализ располо-
жения этих множеств в пространстве En позволяет раз-
бить исходную задачу (1) на два классы сложности.
Задачи первого класса преобразуются к минимизации, в
второго - к максимизации нормы вектора на выпуклом
множестве.

Пусть 0d –  минимальное значение d, для кото-
рого множество Ä¹)( 01 dS . Нахождение 0d  равно-
значно решению выпуклой задачи

},...,0,)(|min{ midxgd i =£ .

Найдем }.,0max{ 0ddm =
Покажем, что сложность решения задачи (5) за-

висит от взаимного расположения множеств
)(1 mdS и )(2 mdS  в пространстве nE . Это расположе-

ние позволяет разбить многоэкстремальные задачи на
два класса сложности.

1. Если Ä=Ç )(int)( 21 mm dSdS  или Ä¹)0(1S ,
то задача (5) эквивалентна выпуклой задаче

}||||,,...,0,)(|min{ 2 dzrmidzgd i £=£ ,               (6)

которая эффективно решается методом локальной оп-
тимизации, например, прямо-двойственным методом
внутренней точки [5]. Если (z*, d*) - решение задачи (6),
то ** zx = -  точка глобального минимума задачи (1)
(при выполнении условия Ä¹)0(1S решение задачи (1)
- тривиально x* = 0). Решение задачи (6) эквивалентно
нахождению точки соприкосновения двух выпуклых
множеств при минимальном значении d . Очевидно,
что точка соприкосновения будет допустимой для зада-
чи (5) и в этой точке достигается минимальное значение

2|||| z .
2. Если Ä¹Ç )(int)( 21 mm dSdS ,  то задача (5)

эквивалентна задаче максимизации квадрата нормы
вектора

}.||||,,...,0,)(|||max{|| 22 dzrmidzgz i ==£     (7)

В этой задаче необходимо найти минимальное значение
d , при котором множество )(1 dS  касается границы
множества )(2 dS  изнутри. При меньших значениях d
допустимое множество задачи (5) будет пустым.

Таким образом, если в точке локального миниму-
ма (z*, d*) задачи (6) *2* |||| dzr = , то соответствующая
задача (1) относится к первому классу сложности, иначе
- ко второму. Например, многоэкстремальная задача

}]5.0,5.0[|||25.0||min{ 2 nxx -Î--

(содержит n2 локальных минимумов) преобразуется к
виду

]5.0,5.0[,125.02||25.0|||||max{|| 2
1

22 -Î£-+++ + xdnsxxx n ,
которая становится одноэкстремальной и может быть
решена любым локальным методом.

Преобразуем задачу глобальной оптимизации (1)
так, чтобы ее переменные x ³ 0. Если для переменных
задачи (1) заданы двухсторонними ограничения

iii bxa ££ , то замена iii axx -=  переводит поиск
глобального минимума в положительный ортант. Мож-
но представить переменные в виде разности двух поло-
жительных переменных -+ -= iii xxx , где 0,0 ³³ -+

ii xx .
После выполнения вышеуказанных преобразований,
задача (7) имеет вид

}||||,0,,...,0,)(|||max{|| 22 dxrxmidxgx i =³=£ .  (8)

Задачу (8) будем решать следующим образом. Фикси-
руем значение переменной d и находим решение x*

задачи
}0,,...,0,)(|||max{|| 2 ³=£ xmidxgx i . (9)

Если *2* |||| dzr = , то задача (8) решена и x* - ее реше-
ние, иначе, найдем отрезок ],[ maxmin dd  для перемен-
ной d. Достаточно взять mdd =min , а maxd определить,
решая последовательность задач (9) методом локальной
максимизации для khdd m += , где h - величина шага, k
= 1, .... Пусть 0k - минимальное значение, при котором

hkdxr m 0
2|||| +> . Тогда maxd  находим на интервале

],)1([ 00 hkdhkd mm +-+  методом дихотомии, решая

задачу (9) до достижения равенства .|||| max
2 dxr =  В

общем случае, найденное решение может быть точкой
локального минимума, тогда увеличение параметра r
позволяет уменьшить значение целевой функции )(0 xf .
Действительно, первое ограничение задачи (9) является
активным в точке максимума

dxrsxf =-++ 2
0 ||||)1()(

и при увеличении параметра r будет нарушено. Тогда
локальный поиск восстановит это ограничение посред-
ством уменьшения )(0 xf , учитывая, что слагаемое

2|||| x максимизируется.
Заметим, что при увеличении параметра r допус-

тимая область задачи (9) стремится к пересечению
шаров. Тогда задача (9) эффективно решается двойст-
венным методом [6].
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Численные эксперименты. С помощью метода
точной квадратичной регуляризации было решено мно-
го известных тестовых задач, в которых найдены точки
глобальных минимумов  [7]. Приведем решения рас-
смотренных выше задач. В задаче 1 найдено f(x*)  =
0.012665 в точке x* = (0.051688332, 0.35670021,
11.28999353), что совпало с лучшим значением гло-
бального минимума, найденного другими методами f(x*)
= 0.012665. В задаче 2 найдено f(x*) = 2996.347 в точке
x* = (3.5, 0.7, 17, 7.3, 7.8, 3.3502147, 5.28668164), что
также совпало с глобальным минимумом, найденным
другими методами. В задаче 3 найдено f(x*) = 0.0311596
в точке x* = (0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.001,
1.524, 1.524, 5, 2, 0.001, 0.001, 0.007294, 0.087531), что
лучше значения, найденного другими методами f(x*)  =
0.057406. Наконец, в задаче 4 - f(x*) = 135.075963 в
точке x* = (5.332809, 4.656604, 10.43367, 12.08154,
0.752611, 0.878648), что практически совпадает со зна-
чением глобального минимума, найденного другими
методами f(x*) = 135.075961.

Выводы

Разработан новый метод точной квадратичной
регуляризации, позволяющий находить глобальные
экстремумы в многоэкстремальных задачах механики.
Численные эксперименты подтвердили его эффектив-
ность.
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