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Приведені результати чисельного моделювання течії простої і вязкопружньої (розчину полімеру) рідин через 
щілину. 
 
Приведены результаты численного моделирования течения простой и вязкоупругой (раствора полимера) жид-
костей через щель. 
 
Presents the results of computational modeling of common and viscous-elastic (polymer solution) liguid flow through a 
slot. 

 
Введение. Одна из основных проблем, которую 

необходимо решать при разработке оборудования вод-
но-полимерной резки различных материалов, - это оп-
ределение оптимального режима протекания полимер-
ного раствора через струеформирующую головку. Гид-
родинамический расчет режимов течения раствора по-
лимера основан на использовании установленного кри-
терия перехода макромолекулярного клубка из гидро-
динамически непроницаемого “сегментального геля”, 
где значительная часть сегментов заэкранирована, в 
протекаемый “сегментальный раствор”, в котором уже 
все сегменты гидродинамически взаимодействуют с 
растворителем. Условия этого перехода определяются 
выражением (1),  

крeс D .                             (1) 

при выполнении которого в растворах полимеров, таких 
как полиэтиленоксид, полиакриламид и др., формиру-
ются динамические надмолекулярные структуры[1-3].  

Соотношение (1) следует трактовать как число 
Деборы, т.к. обратная величина продольного градиента 
скорости это не что иное, как временной масштаб тече-
ния [4]. Таким образом, расчет сводится к определению 
времени релаксации (характерного времени полимерно-
го раствора) и реализуемых продольных градиентов 
скорости при течении полимерного раствора через 
струеформирующую головку гидрорежущей установки. 

Постановка задачи. Следует отметить, что в 
настоящее время в литературе отсутствуют аналитиче-
ские выражения, с помощью которых можно было бы 
рассчитать продольный градиент скорости при втека-
нии в отверстие или щель раствора полимера. Известно, 
что растворы полимеров обладают упруговязкими свой-
ствами. Поэтому, для оценки деформационных характе-
ристик (функций тока, распределений продольного гра-
диента скорости и нормальных напряжений) потока, 
приводящих к проявлению аномальных, по сравнению с 
поведением ньютоновской жидкости, эффектов, можно 
выбрать хорошо зарекомендовавшую максвелловскую 
модель упруговязкой жидкости [5-10] с использованием 
оператора Яумана [11]. Выбор этой модели был обу-
словлен тем, что, согласно Лоджу [10], исследование 
непрямолинейных, неустановившихся, с точки зрения 
Лагранжа, течений упруговязких жидкостей не добав-
ляет какой-либо новой информации к уже полученной 
при изучении однородных или квазиоднородных сдви-

говых деформаций. По его мнению, “...единственная 
причина детальных расчетов различных типов непрямо-
линейных течений - убедиться в их практической реали-
зуемости”. Это утверждение Лоджа можно интерпрети-
ровать таким образом, что для описания сходящихся 
потоков не следует придумывать новые реологические 
уравнения состояния, достаточно воспользоваться по-
лученными при изучении куэттовского течения или, по 
крайней мере, определить, не могут ли они объяснить 
закономерности сходящегося течения. 

Алгоритм численного решения задачи. Уста-
новившиеся течения несжимаемых сред описываются 
следующими уравнениями: 

- уравнением неразрывности 

0ii,V , (2) 

- уравнением движения Коши 
ij

,,
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, (3) 

где ikg - метрический тензор, а ij
k,Т  вычисляется при 

ковариантном дифференцировании ijT : 
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где  i
mk  представляет собой трехкомпонентный сим-

вол Кристоффеля и выражается зависимостью: 
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Обозначив время релаксации через cθ , а вяз-

кость через cη , запишем структурное реологическое 

уравнение модели жидкости Максвелла: 
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T  ,                           (4) 

где 
Dt

Dj  – производная Яумана, выражаемая следующим 

уравнением: 
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 k,mm,kkm
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1
D VV  ,  

 k,mm,kkm
2

1
W VV  . 

Рассмотрим случай, когда несжимаемая жид-
кость движется между двумя параллельными плоско-
стями и вытекает через щель, длина которой значитель-
но превышает ее ширину. Течение плоское и стацио-
нарное. На рис.1 показана форма канала и декартовы 
координаты. 

 
Компоненты метрического тензора в декартовых 

координатах имеют вид:  
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Трехкомпонентный символ Кристоффеля 

 i
mk

 равен нулю, т.к. компоненты метрического 

тензора ikg  не зависят от координат. 

Выразим в безразмерном виде и введем в урав-
нения (2), (3) и (4) следующие величины: 
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где u  – средняя скорость течения; 

      H2 – ширина канала. 
С учетом преобразований (2), (3), (4) приводятся 

к виду 
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где 
cη

Нuρ
Re


  – число Рейнольдса;  

H

uθ
We c


  – число Вейсенберга. 

Если ограничиться течением, при котором инер-
ционными членами можно пренебречь, то левая часть 
уравнений (7) станет равной нулю. Применяя уравнение 
неразрывности (6), введем функцию тока: 
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Полагая пуазейлевским профиль скорости на 
входе в канал, а скорость на поверхности твердой стен-
ки (условие прилипания) равной нулю и считая, что в 
потоке, покинувшем канал, скорость постоянна, гра-
ничные условия будут иметь следующий вид: 
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Рис.1. Форма канала и декартовы координаты 
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где const*
0V , определяемая расходной скоростью; 

*h  – безразмерная величина, равная 
H

h




; 

h2   – ширина щели. 
Для определения полей течения и напряжений 

необходимо решить уравнения (6), (7) и (8), используя 
граничные условия (10). Решить эти уравнения в общем 
случае не представляется возможным. Поэтому ограни-
чимся лишь медленными течениями. Тогда можно пре-
небречь не только инерционными членами, но и счи-
тать, что число Вейсенберга меньше единицы. 

Следует напомнить, что число Вейсенберга ха-
рактеризует меру проявления неньютоновского эффекта 
при сдвиговом течении. В рассматриваемой задаче реа-
лизуется сложное течение, когда имеется и сдвиговый, 
и продольный градиенты скорости. С ростом скорости 
истечения через щель, как было показано в работе[12], 
доля продольного течения возрастает, а сдвигового – 
уменьшается. Поэтому более оправдано использовать 
не число We , а число Деборы, которое характеризует 
проявление неньютоновских свойств при течении с 
растяжением [13]. Однако если учесть, что для стацио-

нарных течений отношение 75,0Re
We

De
  [13, 14], то 

оба критерия ( We  и De) становятся равноинформаци-
онными, т.к. они взаимозависимы в пределах геометри-
чески подобных полей течения. 

Поэтому для тех ограничений, которые наложе-
ны на рассматриваемое течение, можно записать скоро-
сти, напряжения и функции тока в виде разложения по 
числу We : 
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Подставив (11) в уравнения (6), (7), (8) и условия 
на границе (10), проведем упорядочение относительно 
числа Вейсенберга. 

Запишем члены уравнений, не включающие 
число Вейсенберга: 

   
0

хх **
2

0
2

1

0
1 










VV
,                                     (12,а) 

     

***
1

0

2

0

12

1

0

11

х

P

х

T

х

T












  ,                                (12,б) 

     

***
2

0

2

0

22

1

0

21

х

P

х

T

х

T












  ,                                (12,в) 

 
 

*
1

0

10

11

х
2T





V
,             

 

*
2х

2T
0

20

22






V
,       (12,г) 

 
   

,
хх

T
*
1

0
2

*
1

0
10

12










VV
                            (12,д) 

 
   

,
хх

T
**
1

0

2

0

10

21

1 









VV
                            (12,ж) 

 
 

*
2х

0

0

1




V ,                

 

*

0

0

2

1х


V .   (12,з) 

Граничные условия: 
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Учитывая уравнения (12), выразив 
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через  0  и ее производные и исключив  0P , получим: 
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Для граничных условий (13) решение уравнения 
(14)  
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описывает течение ньютоновской жидкости. 
Подставив уравнения (11) в уравнения (8) и 

сгруппировав члены, содержащие число Вейсенберга в 
первой степени, получим: 
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где    0
ij

0
i T,V  представляют собой составляющие ско-
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рости и напряжений членов уравнений, которые содер-
жат число Вейсенберга в нулевой степени и являются 
известными. 

Преобразуя аналогичным образом уравнение не-
разрывности, уравнение движения и граничные усло-
вия, получим: 
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Граничные условия: 
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Функция тока (9) приобретает вид: 
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Учитывая (18) и исключая из уравнения (16) )1(P
, получим: 

  .0
хх

1
2*

2

2

2*
1

2
2
























 (19) 

Решение уравнения (19) с граничными условия-

ми (17) имеет вид   01  , т.е. члены уравнения, со-

держащие число Вейсенберга в первой степени, не ока-
зывают влияния на распределение скорости. Однако, 
как видно из уравнения (15), напряжения 
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11 T,T,T,T  отражают влияние упругости членов 

уравнения, содержащих число Вейсенберга в первой 
степени. 

Подставляя уравнения (11) в уравнения (18), 
учитывая, что     01

2
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1 VV , и сгруппировав члены, со-

держащие число Вейсенберга во второй степени, полу-
чим: 
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Уравнение неразрывности, уравнение движения, 
граничные условия и функция тока имеют такой же вид, 
как и уравнения (16), (17) и (19) после замены в послед-
них индекса (1) на (2). 

Далее исключая )2(P , получим: 
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Здесь
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Поскольку правая часть уравнения (21) известна, 
то, решив уравнение (21), включающее в себя граничные 
условия, определим члены, содержащие число Вейсен-
берга во второй степени, характеризующие распределе-
ние скоростей и напряжений. 

Результаты и их анализ. Реализация задачи бы-
ла осуществлена численным методом [15, 16] с использо-
ванием ПЭВМ. Следует отметить, что правая часть урав-
нения (21) в отличие от работы [11] содержит производ-
ные более высокого порядка. 

На рис. 2 и 3 показана функция тока при истече-

нии через щель ньютоновской ( We =0) и упруговязкой (

We =0,1) жидкостей. Видно, что при уменьшении ко-
эффициента сжатия канала влияние входа в щель на 
функцию тока возрастает.  
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Циркуляционная зона (рис.3,б), возникающая при 

втекании в щель упруговязкой жидкости, от правого угла 
канала доходит до щели и занимает область треугольной 
формы, а линии тока образуют входную струю. Следова-
тельно, уменьшение коэффициента сжатия канала (и 
увеличение We ) приводит к возникновению входной 
затопленной струи. 

На рис.4 показано распределение безразмерного 
продольного градиента скорости на оси потока при вте-
кании в щель ньютоновской (кривые 1 и 2) и упруговяз-
кой (кривая 3) жидкостей. 

Видно, что максимальное значение градиента 
скорости при течении ньютоновской жидкости достига-

ется на расстоянии h3   и h  ( *
1x =1,5) от щели для ко-

эффициентов сжатия 0,2 и 0,07 соответственно. Появле-
ние у текущей жидкости упруговязких свойств смещает 

максимум на кривой )f(xε *
1

*   в область больших 1x  и 

понижает величину *
maxε . Сопоставление эксперимен-

тальных данных с результатами расчета показывает, что 
рассчитанные линии тока и распределение градиента 
скорости соответствуют экспериментально полученным 
в области относительно малых скоростей. 

Распределение безразмерных нормальных на-
пряжений для коэффициента сжатия канала 0,07 и числа 
Вейсенберга 0,1 приведено на рис.5,а.  

Эти результаты довольно хорошо отражают экс-
периментальные данные по распределению изохром во 
входной области щели (см. рис.5,б [17]). Поскольку в 
исследуемой системе (полистирол-бромоформ) полимер 
и растворитель имели равные показатели преломления, 
то полученные линии равных значений двулучепрелом-
ления (изохромы) внутри затопленной входной струи 
пропорциональны первой разности нормальных напря-
жений. 

Таким образом, рассчитанные линии тока, поля 
скоростей и их градиентов, а также распределение на-
пряжений при истечении через щель ньютоновской и 
упруговязкой жидкостей согласуются с имеющимися 
экспериментальными данными, если ограничиться от-
носительно малыми скоростями, т.е. теми режимами 
течения, когда упруговязкие свойства только начинают 
проявляться. 

 
 

 
We = 0, Ψ: 1 – 0,125, 2 – 0,375, 3 – 0,625, 4 – 0,875,  

5 – 0,9715, 6 – 1,0; 
а) h΄/H΄ – 0,2;  б) h΄/H΄ – 0,07 

Рис.2. Функция тока при истечении через щель  
ньютоновской жидкости 

 

 
We = 0,1, Ψ:  1 – 0,125,  2 – 0,375,  3 – 0,625,  

4 – 0,875, 5 – 0,9715,6 – 1,0,  7 – 1,01,  8 – 1,1; 
а) h΄/H΄ – 0,2;  б) h΄/H΄ – 0,07 

Рис.3. Функция тока при истечении через щель 
 упруговязкой жидкости 

 
1: h΄/H΄ = 0,07, We = 0; 2: h΄/H΄ = 0,2, We = 0; 

3: h΄/H΄ = 0,2,  We = 0,1 
Рис.4. Распределение безразмерного продольного 

градиента скорости на оси потока жидкости, втекающей в 
щель 

 

 
угловая полуширина струи (β/2) – 30; 

a) We = 0,1, h΄/H΄ = 0,07; :T*  1 – 5, 2 – 7, 3 – 45; 

б) Δn: 1 – ,10 4
 2 – 7∙ ,10 4

 3 – 15∙ ,10 4
 4 – 62∙ 410  

Рис.5. Распределение безразмерных нормальных 
напряжений (а) и изохром (б) во входной области щели 
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Выводы 
 
Полученные результаты можно рассматривать 

как указание на то, что численный метод анализа исте-
чения упруговязкой жидкости Максвелла через щель 
можно использовать для расчета продольных градиен-
тов скорости, реализуемых во входной области щели 

при докритических ( крεε   ) режимах течения поли-

мерного раствора. Следует, однако, заметить, что в об-
щем случае необходимо учитывать влияние угла входа 
в щель, что можно сделать, рассмотрев задачу в прямо-
наклонных или криволинейных координатах.  

Проведенный численный анализ имеет опреде-
ляющее значение в плане подтверждения предложенной 
в работах [18,19] интерпретации экспериментальных 
данных, характеризующих особенности резко сходя-
щихся течений растворов полимеров, т.к. интерпрета-
ция этих данных требовала решения вопроса о структу-
ре гидродинамического потока во входной области ще-
ли (капилляра). Результаты расчета подтверждают по-
лученные из экспериментального решения этого вопро-
са представления о деформационно-напряженном со-
стоянии элементов жидкости (макромолекул) в резко 
сходящемся потоке полимерного раствора.  
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