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Математическая модель процесса обжига слоя кускового известняка 

 
Представлена аналитическая методика расчета процесса обжига куска известняка, основанная на решении 
задачи нестационарной теплопроводности с движущейся границей фазового превращения. 

 

Введение 
Известь потребляется различными отраслями 

промышленности, и поэтому к её качеству предъявля-
ются разнообразные требования. Получение продукта с 
заданными свойствами требует разработки соответст-
вующих технологических режимов и конструкции пе-
чей. 

Для выбора рационального режима тепловой об-
работки слоя кускового известняка, продуваемого газа-
ми, в обжиговых печах желательно иметь обобщенные 
аналитические выражения, определяющие температур-
ное поле и динамику разложения известняка в зависи-
мости от условий внешнего теплообмена. 

Из анализа экспериментальных данных [1] сле-
дует, что процесс обжига куска известняка в обжиговых 
печах можно условно разбить на два этапа: 

- в первом этапе происходит нагрев куска из-
вестняка от начальной температуры до температуры 
поверхности, соответствующей началу диссоциации 
( рпов tt  ); 

- во втором этапе, проходящем при возрастаю-
щей скорости диссоциации, происходит полное разло-
жение известняка с образованием извести. 

Для анализа теплового состояния материала в 
первом этапе нагрева может быть использовано анали-
тическое решение задачи нестационарной теплопровод-
ности при граничных условиях третьего рода [2] с ко-
эффициентом теплообмена, отнесенным к единице по-
верхности куска в слое. 

Исследованию процесса нагрева куска известня-
ка во втором этапе нагрева, проходящим с углублением 
поверхности диссоциации вглубь материала, посвящена 
настоящая работа.  

Постановка задачи 
Рассматривается процесс симметричного нагре-

ва куска известняка плоской формы толщиной 2R при 
постоянной температуре греющей среды. Теплопереда-
ча от горячего теплоносителя к поверхности нагревае-
мого куска известняка осуществляется по закону Нью-
тона при постоянном значении суммарного коэффици-
ента теплообмена. 

В начальный момент времени распределение 
температуры по толщине пластины параболическое 
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где 0t  — температура на оси пластины; 0t  — перепад  

температур по толщине пластины; x — координата. 
Температура нагреваемой поверхности в на-

чальный момент равна температуре диссоциации из-
вестняка 

  р0 t,Rt  .                                     (2) 

При математической постановке задачи приняты 
следующие допущения: 

-  рассматривается две зоны по толщине плоско-
го куска: зона известняка (0 < х   z   ) и зона обра-

зующейся извести (z    < х  R), (рис. 1); 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Риc. 1. К математической постановке задачи 
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-  на границе раздела зон происходит диссоциа-
ция известняка при постоянной температуре рt ; 

-  теплофизические свойства 3CaCO и CaO в 

обеих зонах постоянны. 
С учетом принятых допущений система диффе-

ренциальных уравнений теплопереноса в обобщенных 
переменных имеет следующий вид: 

-  дифференциальные уравнения теплопроводно-
сти для двух рассматриваемых зон 
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- граничные условия 
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- начальные условия 
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001 XVVXV  1)0,(2 XV ; Z(0)=1,     (8)  
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Сформулированная таким образом задача тепло-
проводности является нелинейной ввиду разрыва на 
границе фазового превращения. Это обстоятельство 
делает невозможным применение классических методов 
решения линейных задач теплопроводности и заставля-
ет обращаться к специальным способам решения нели-
нейных задач. В качестве подобного способа здесь 
предлагается метод редукции и параметрического воз-
мущения (РПВ) [3]. 

Решение задачи 
В соответствии с процедурой метода РПВ на 

первом этапе исходная система уравнений подвергается 
редукции, что означает её  превращение  в систему 
обыкновенных нелинейных дифференциальных уравне-
ний. 

С этой целью будем искать общее решение диф-
ференциальных уравнений в виде следующих рядов: 
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где  Fo  — температурная функция центра пластины; 

 Fo  — температурная функция поверхности пласти-

ны;  Fo  — тепловой поток, проходящий через по-

верхность пластины. 

Решение (9), (10) удовлетворяют начальным ус-
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Удовлетворяя (9), (10) граничным условиям 
(5)—(7), получим следующую систему нелинейных 
уравнений 
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На этом заканчивается процесс редукции исход-
ной задачи теплопроводности. На втором этапе необхо-
димо определить функции  Fo ,  Fo ,  Fo  и 

 FoZ , что даст полную информацию о распределении 

температуры по толщине пластины и о законе движения 
границы фазового превращения. С этой целью привле-
кается метод параметрического возмущения, согласно 
процедуре которого искомые функции представим в 
виде следующих разложений в ряд по степеням услов-
ного (малого) параметра : 
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где  Fo1 ,   ;Fo2 .....   Fo1 ,  Fo2 .... — последо-

вательности добавок к порождающим решениям 
 Fo0 ,  Fo0 функций  Fo  и  Fo . 

Подставляя в систему уравнений (12)—(15) раз-
ложения (16) и сравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях параметра  , находим последователь-

ность линейных дифференциальных уравнений, опреде-

ляющих функций  Fo ,  Fo ,  Fo  и  FoZ . 

Нулевое приближение (порождающая система 
дифференциальных уравнений) 

    ;FoBiFo 00   cV                     (17)  
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с начальными условиями 
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Первая добавка к функциям нулевого прибли-
жения 

   ;FoBiFo 11                            (22) 
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с начальными условиями 
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Аналогично образуются последующие добавки к 
порождающему решению. 

Вследствие применения метода РПВ исходная 
нелинейная задача теплопроводности трансформирует-
ся в последовательность обыкновенных линейных диф-
ференциальных уравнений, решение которых возможно 
с помощью известных методов математической физики. 

Применяя к системе уравнений (17)—(21) метод 
интегральных преобразований Лапласа, получим иско-
мые функции в нулевом приближении: 

- температурная функция поверхности пластины 
     Fo11Fo 20   cV ;                             (27) 

- температурная функция оси пластины 
    FoFo2Fo 1000 GVfV a  ;               (28) 

- функция поверхностного теплового потока 
     Fo1BiFo 10   cV ;                             (29) 

- функция толщины образовавшегося слоя из-
вести 
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Применяя к системе уравнений (22)—(26) метод 
интегрального преобразования Лапласа, получим пер-
вую добавку к функциям, найденным в нулевом при-
ближении: 

- добавка к температурной функции поверхности 
пластины 
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- добавка к температурной функции оси пласти-
ны 

      ,dMG
Fo
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- добавка к функции толщины слоя извести 
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Расчеты показывают, что удовлетворительную 
для практики точность обеспечивает первое приближе-
ние. 

Используя данную методику, получена обоб-
щенная зависимость длительности полного обжига кус-
ка известняка плоской формы от различных условий 
внешнего теплообмена, рис. 2. 
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;ttV pcc  pt  — температура диссоциации; 

ct  — температура греющей среды. 
 

Риc. 2. Обобщенная зависимость продолжитель-
ности обжига плоского куска известняка от условий 
теплообмена 

 
 
 
 
 

Для определения длительности обжига извест-
няка неплоской формы необходимо полученное из 
рис. 2 значение Fo разделить на коэффициент геометри-

ческой формы тела 1K  ( 1K = 1 — для пластины, 1K = 2 

— для цилиндра, 1K = 3 — для шара). 

Выводи 
Найденные аналитические зависимости, опреде-

ляющие характер продвижения границы раздела фаз и 
распределения температуры по сечению нагреваемого 
куска материала представлены в критериальном виде и 
достаточно просто реализуются при численных расче-
тах. Они получены в явной форме, что облегчает прове-
дение анализа теплового состояния обжигаемого куска 
известняка в печи. 

Представленную аналитическую методику мож-
но использовать для выбора рационального режима 
обжига кускового известняка в печах. 
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Урахування дисипації енергії при напружено-деформованому стані складених  
вісесиметричних циліндричних тіл при гармонійному навантаженні 

 
В роботі розглядається визначення напружено-деформованого стану складеного циліндричного тіла в 
обоймі, що знаходиться в умовах осьової симетрії при гармонійному навантаженні з урахуванням дисипа-
ції енергії по гіпотезі Е.С.Сорокіна. Рішення рівнянь Ляме, якими описуються динамічна рівновага скла-
деного циліндра і обойми проводити дискретним методом Л.П. Вінокурова, що дає рішення по радіальній 
перемінній r в кінцево-різністній формі.При врахуванні дисипації енергії по гіпотезі Е.С.Сорокіна виникає 
необхідність утворення комплексної збуджувальної сили по заданій дійсній силі. Методом розділення  пе-
ремінних по Фурьє система диференціальних рівнянь в частинних похідних зведена до системи диферен-
ціальних рівнянь в звичайних похідних, яка за допомогою підстановок Ейлера зведена до системи алгебра-
їчних рівнянь. Визначник цієї системи має комплексний частотний параметр, з якого треба виділити дійс-
ну складову частотного параметра. Після визначення  корнів характеристичного рівняння і сталих інтегру-
вання з граничних умов , отримаємо рішення диференціальних рівнянь, якими описуються динамічна рів-
новага складеного циліндра і обойми, в комплексній формі. Оскільки розглядуваний складений циліндр 
завантажений дійсною гармонійною силою, то  рішення диференціальних рівнянь в дійсній формі пред-
ставиться речовинною частиною комплексного рішення. Отримані вирази показують, що урахуванням ди-
сипації енергії по гіпотезі Е.С.Сорокіна приводить до зсуву фаз між збуджувальним навантаженням та де-
формаціями складеного циліндра.  

 

Постановка проблеми 
При динамічних розрахунках напружено-

деформованого стану вузлів багатогабарітного облад-
нання урахування незворотніх втрат енергії коливань, 
обумовлених наявністю внутрішнього непружнього опо-
ру, має важливе значення, особливо при дослідженні 
резонансних явищ. У більшості випадків урахування 

дисипації енергії проводиться по гіпотезі в’язкого тертя 
Фойгта, відповідно якої сили непружнього опору є лі-
нійною функцією швидкості деформацій. Гіпотеза Фойг-
та у якості фізичної константи використовує коефіцієнт 
затухання. Вона зручна в математичному відношенні, 
але протиречить експериментальним даним. Так по гіпо-
тезі в’язкого тертя  коефіцієнт затухання і декремент 
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