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Решение задачи конвективно-радиационного нагрева (охлаждения) тел  

простой геометрической формы методом конечных разностей 
     

Разработана конечно- разностная методика расчета температурных полей и термических напряжений при 
нагреве (охлаждении) простых тел одновременно конвекцией и излучением. Расчетами  установлено ра-
венство двух вариантов: Sk = ∞, Bi = 0 и Bi = ∞, Sk = 0. Это обстоятельство подтвердило сделанный ранее 
вывод о том, что в случае интенсивного нелинейного теплового нагружения определение поля температур 
можно вести по линейной теории конвективного нагрева (охлаждения) тел при  Bi = ∞. 

 
A finite-difference method for temperature fields and thermal stresses for heating (cooling) calculation of simple 
bodies by convection and radiation was developed. By calculations, the equality of two variants is established:  
Sk = ∞, Bi = 0 and Bi = ∞, Sk = 0. This circumstance confirmed the earlier conclusion that in the case of intense 
nonlinear thermal loading, the determination of the temperature field can be carried out by the linear theory of 
convective heating (cooling) bodies for Bi = ∞. 
 

Анализ публикаций 
В работе [1] приведены результаты расчетов 

численного интегрирования (методом сеток) конвек-
тивно-радиационного нагрева при умеренных числах 
Био и Старка (менее 5). Кроме того, там отсутствует 
информация о среднемассовых температурах, без зна-
ния которых невозможно определить термические на-
пряжения. 

Получим решения, свободные от указанных не-
достатков. 

Постановка задачи 
Математическая постановка задачи симметрич-

ного нагрева тел простой геометрической формы кон-
векцией и радиацией от начальной температуры Т0  до 
температуры среды  Тс имеет вид (см. рис. 1). 
 

 
 
 
 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 1. К постанове задачи теплопроводности 
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где θ = Т/Тх; θ0 = Т0/Тх  — начальная температура; 
θс = Тс/Тх — температура окружающей среды; 
θn(Fo) = θ(1, Fo) — относительная температура поверх-
ности; Х = x/R0; Bi = α∙R0/λ — число Био; Sk = σTх

3R0/λ 
— радиационное число Старка; Fо = ατ/R0

2— число Фу-
рье; ν — коэффициент геометрической формы, равный 
0,1,2 соответственно для пластины, цилиндра и шара; Тх  
— характерная или масштабная температура, ºК. В слу-
чае нагрева Тх=Тс и тогда следует положить  θс=1, а при 
охлаждении Тх=Т0  и θ0 =1.  

 Согласно [3] осевые термические напряжения 
можно определить по формулам: 

на поверхности  

     FoFoFo ncрn
~                        (5) 

и в центре тела  

     FoFoFo цcрц  ~ ,                   (6) 

где     0Fo  /,x~   — относительное термическое 

напряжение;    10 xTE ; β — линейный коэф-

фициент термического расширения, 1/K; Е — модуль 
упругости, Па; μ — коэффициент Пуассона. 

Среднемассовая температура θср отсутствует в 
системе уравнений (1)…(4), но её можно найти  по из-
вестному выражению [4]:  

      

1

0

Fo,1Fo dXXXv v
ср  .                 (7) 

Решение задачи 
Систему уравнений (1)…(7), представляющую 

собой математическую постановку задачи нестационар-
ной теплопроводности, будем решать явным методом 
конечных разностей [5, 6]. Для этого введем в расчет-
ной области изменения пространственной координаты  
0 ≤ X ≤ 1 равномерную сетку (рис. 2) с относительным 
шагом Н = 1/N, где N — число разбиений (должно быть 
четным) и пронумеруем точки от 1 до N1 = N + 1. Тогда 

величина Xj = (j-1)·H, в которой  j = 1,2,..,N, 11 1N ,N  

будет расстоянием от геометрического центра тела до 
рассматриваемой точки j. 
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Рис. 2. Схема сеточной области 

 
Поставим в соответствие непрерывной функции 

поля температур    Fo,X  дискретную функцию 

 kj
k
j ,X   , определённой в узлах разностной сетки 

Х = Хj в фиксированные моменты времени    kk , 

где  — сеточный шаг во времени, k = 0,1,2,… — но-
мер временного слоя. 

Заменяя в уравнении (1) непрерывные производ-
ные явными конечно-разностными соотношениями со-
гласно [5,6], получим сеточный или конечно-
разностный аналог (аппроксимацию) исходного диф-
френционного уравнения теплопроводности: 

     N,j,EEGˆ
jjjMjjpjj 21    ,  (8) 

где 2NFoFoG c   — сеточное число Фурье; 

2
0/ RaFo  — обычное изменение числа Фурье; 
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Для плоских тел коэффициент формы тела ν = 0 
и уравнение (8) упрощается до вида:   

                    11 2   jjjjj G 


.              (9) 

Из уравнения (9) вытекает требование Foc ≤ 1/2, 
которое называется условием устойчивости применен-
ной здесь явной разностной схемы.  

Начальное условие (2) при τ = 0 станет:  

   00,  jX ,  


 11 N,j .                     (10) 

Простая аппроксимация граничного условия (3):  

21  


                                    (11) 

либо повышенной точности, с использованием интер-
поляционного полинома Ньютона на трехточечном  
шаблоне  

  34 321  ˆ .                           (12) 

Аналогичный подход к правой границе дает  

  34 11  NNN
ˆ  .                     (12а) 

Рассчитывая цилиндрические и сферические те-
ла в их центре при Х = 0 в уравнении (1) возникает не-

определенность 
X

X/ 
 типа 

0

0
 и требуется более 

точная аппроксимация, чем по уравнению (11). 
Используя рекомендации [5], а именно, разло-

жение функции поля температур в ряд Тейлора в окре-
стности точки Х = 0: 
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,
 и раскрытие неопределенности по 

правилу Лопиталя, было получено  

   11121 1 FFˆˆ   ,                   (13) 

где    c/F Fo1211  .  

Существует много способов для расчета темпе-
ратуры поверхности п . Укажем основные из них. Пер-

вый способ. 
Прямая разностная аппроксимация граничного 

условия (4) на правой границе при Х = 1 (j = N1, см. рис. 
2) приводит к алгебраическому уравнению 4-ой степени 
относительно искомой температуры на поверхности 

1Nn 


 : 

   44SkBi nccnccncNn )(Q   ,     (14) 

где  ncQ   — сеточный тепловой поток; 
1Nn    — 

сеточная температура на поверхности при 1Nj  , 

N/c BiBi   — сеточное число Био, N/c SkSk  , то же 

— число Старка. 
С целью уменьшения числа переменных, приве-

дем последнее выражение к каноническому виду 

  01 ZZN m ,                           (15) 

в котором 
 c

A
N

Bi1

Sk 3




 ;  4SkBi ccccNС   ; 

 c

C
A

Bi1
 ; AZ n  и 4m . 

В работе [7] приведена итерационная формула 
решения (15) по методу касательных Ньютона [6]: 
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где k = 0,1,2,3,… — номер итерации.  
Число итераций по уравнению (16), необходи-

мое для достижения заданной точности, например, 

ε = 0,00001, когда  kk ZZ 1 , можно значительно 

сократить, если правильно выбрать первое приближе-
ние Z1. 

В [7] показано, что при малых числах N < 1 
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а при больших N ≥ 1 
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После определения Z искомая температура по-
верхности  cn ZC Bi1 . 
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В случае отсутствия излучения Sk = 0, N = 0 и 
Z = 1 согласно уравнению (17), тогда уравнение (14) для 
расчета температуры поверхности разрешается в явном 
виде: 

c

ccN
Nn

ˆˆ
ˆˆ

Bi1

Bi
1







 .                     (19) 

Второй способ расчета n . Если, по аналогии с 

выводом уравнения (13), использовать разложение 
функции температур в ряд Тейлора в окрестности по-
верхности )1(1 NjX  : 
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 согласно уравнению (14), после 

преобразований получим  
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13  . 

Третий способ. В работе [2], используя идею 
фиктивного слоя и приемы метода элементарных балан-
сов Ваничева, было предложено следующие уравнения 
для расчета температуры поверхности 

    Nnncnn
ˆFQGˆ   32 .            (21)  

Применяя к интегралу (7) метод трапеций [6], 
получим разностную формулу для расчета среднемас-
совой температуры 
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Система уравнений (8)…(22) представляет собой 
конечноразностную аппроксимацию исходной задачи 
(1)…(7).  

По данному алгоритму была составлена про-
грамма на языке Фортран-77, тестирование которой 
проводилось путем сопоставления с точными аналити-
ческими решениями [3] для случая конвективного на-
грева тел простой формы при Bi = const и Sk = 0.  

Проверка методики на адекватность  
Оценку эффективности предложенных схем 

осуществим путем сопоставления с точными решения-
ми конвективного нагрева пластины (ν = 0) от началь-
ной температуры 00   при Bi = 2 и 1c . Примем 

следующие сеточные параметры задачи: число разбие-
ний тела N = 20 и сеточное число Фурье 250Fo ,G c  . 

Тогда сеточное число Био 1,020/2/  NBiBic . 

Температура поверхности в самый первый момент вре-

мени 000625,020/25,0/ 22
1  NGFoFo ,  на-

пример, по формуле (19) станет )(Fo1n̂  

090900,1)1)/(10,1(0 , . Результаты расчетов n  

по другим формулам и точное решение сведены в табл. 
1. Согласно [3] теоретическое значение температуры 
поверхности при очень малых числах Фурье:  

)(1(Fo) yT
n   ,                            (23) 

где FoBiy  — модифицированное время; 

)1()(
2

erfyey y  ; dxeperfy
y

x
 

0

2

 — функция оши-

бок Гаусса; /p 2 .  

Решение (23) можно упростить путем разложе-
ния функции )(y в ряд при малых (у<1): 

.../pyypyy  321)( 32  и при больших (у >> 1) 

аргументах: ))]/(2(11[)( 2 yy/y   . С учетом раз-

ложения формула (23) при (у < 1) примет вид: 

))321(((Fo) /pyypyT
n  .                 (24) 

Если принять 05000062502FoBi 1 ,,y  , 

то из (24) получим 0540)(Fo1 ,ˆT
n   — см. табл. 1.  

 
Таблица 1. Температура поверхности в момент 

времени 0006250Fo1 , , рассчитанная по различным 

уравнениям 
 

Температура поверхности )(Fo1n . Расчет по формулам  

(24) (19) (20) (21) 
0,054 0,091 0,033 0,050 

 
Из анализа табличных данных следует, что са-

мую минимальную погрешность расчета температуры 
поверхности имеет формула (21). Однако, численными 
экспериментами, путем перебора чисел Био, было уста-
новлено, что при больших числах Био Bi > 20 все схе-
мы, кроме (19) оказались «расходящимися», т.е. непри-
годными к использованию. Оценить предельное число 
Био и Старка прBi)(Sk  , можно из неравенства  <1, 

используя, например, уравнение (21), а именно: 

c.п.Bi)(Sk  < 1/(2G) или  

                            )2(Bi)(Sk пр G/N  .                   (25) 

Для рассматриваемого здесь примера 
  40250220Biпр  , . 

По схеме (19) был посчитан вариант при 
710Bi  и 0Sk   с погрешностью определения темпе-

ратур в центре, например, при Fo = 1:  

010100)89200892101(
ц

,,/,П  %, где (1)T
n  

89200)41exp()4(1 2 ,//    — теоретическая 

температура в центре.  
Следует отметить, что второй вариант при  
710Sk  и 0Bi   — оказался полностью идентичен 

первому. Таким образом, подтвердился сделанный в 
работе [8] вывод о том, что расчет температур при лю-
бых нелинейных интенсивных тепловых нагружениях, 
т.е. при граничных условиях I рода можно считать по 
линейной теории конвективного нагрева (охлаждения) 
тел при  Bi .  

Выводы 
1.  Разработана конечно-разностная методика 

расчета температурных полей и термических напряже-
ний при нагреве (охлаждении) простых тел одновре-
менно конвекцией и излучением. 
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2.  Путем использования метода касательных 
Ньютона, разложения на границах тела функции темпе-
ратур в ряд Тейлора, идеи фиктивного слоя и приемов 
метода элементарных балансов, получен ряд схем 
улучшенной аппроксимации граничных условий. 

3.  Выявлено, что выбор схемы существенно за-
висит от величины коэффициентов теплообмена чисел 
Старка и Био. 

4.  Расчетами  установлено равенство двух вари-
антов: Sk = ∞, Bi = 0 и Bi = ∞, Sk = 0. Это обстоятельст-
во подтвердило сделанный ранее вывод о том, что в 
случае интенсивного нелинейного теплового нагруже-
ния определение поля температур можно вести по ли-
нейной теории конвективного нагрева (охлаждения) тел 
при  Bi = ∞. 

5.  Тестовые расчеты показали, что максималь-
ные погрешности возникают на начальной стадии и при 
определении поверхностных температур, а применение 
формул улучшенной аппроксимации снижает погреш-
ность  с 5 % до 2 %. 
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