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Abstract. The computational scheme of ordinary differential equations 
integration with the automatic step size and order selection of the scheme, developed 
on the basis of differential Taylor transformation is offered. Adaptation at each step of 
integration is conducted on account of providing of the desired precision at the 
minimum computational effort. Results of the simulation are presented. 
 

���!"#$%&�# 
% )�*��#�� ���������� ������� 
�����+ �	�)�������# ���
’-����- ������ 

'��� ��- �
���/��� ��0	�	�:���#��� ��
�-�#. ���	��- ����( ������ 
���
����#�- �	������ �����
�*� ���	*��
���- ��-��� �����)�� 
����
����( 
�)����;
��#��( ��	�� [1, 2, 3]. ��/���<� �)����;
��#�� 	0	���
����# 
��)	��	��;�# ������
�� �)����;
��#�� ��	�� ���	*��
���- � �
���������� 

�)���� 
	������ ����� ���	*��
���- �� ���-��� ��	�� [2]. ��!��
�� 

�������� ���
’-����- ������ '��� ��- �
���/��� ��0	�	�:���#��� ��
�-�# + 

����������- �	���� ��0	�	�:���#��-�	/����
�#��� (&?) �	�	�
��	�# [4, 5].  

&�- �	�����:�( ������:�( �� ������ �� ���-���� �	�)����� �:��;
��� 
����)�� ���������:�( ��	�� �� (( �)����;
��#�� ���������#. % [6] 
���������
��� ������ �� �����)�� ������
��� &?-��	�, -��/ )���+�#�- �� 
�:��:� ����)�� ���������:�( �	�	� ����
�-��- ���	�#, ��������� �� ����
� 
��-��*� � ���<	��*� &?-��	����
. �����, � ������	���� �������, ��-�	��	, �	 

����
��� 
�� ���������� 
�����
���� &?-��	�, <� ���
��-+ �	�����
��� ���	 
������ ������:�; �� 
	������; ����� ���	*��
���-, �, ��-���*	, �� �:���� 
�)����;
��#��( ���������� ���/�-�� ���#����# 
����
���� � &?-��	�� ?-
�����	�, <� ����
����# �� ������*� ����!	��- ����( �:����. 

% [7, 8] ��
	�	�� �	���#����, -�� ���
��-;�# ������
��� ���������� 
�:���� ����)�� ���������:�( &?-��	�, <� + ��/)��#� 	0	���
��� ��- 
�	�����:�( ������:�( �� 
	������; �����. B�	 ������
�� &?-��	�� � 

����������-� ������	��*� ������� �	 �����)�	��. 
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�'&�!$'(�! )!*!+% 
���
	�	��/ 
�<	 ������ ������
, <� �����)�� ������
��� &?-��	�, 


����-�� �� ���*��#�	��*� ����	��; "�������#-�)����;
��#�� ���������#", + 
��:��#���. B�	, �� �	�	�����/ ��� 
����� ������� �� ������:�( &?-��	� �� 
���-���� � ������ ���	*��
���- �	 
����
�;�# 
�� ���	������� ���)��
���� 
&?-�	�	�
��	�#, <� ����
����# �� (� 
������� ���#��( �)����;
��#��( 
	0	���
�����. 

?���� �����, ����� ������ + �����)�� &?-��	�� ���	*��
���- 
�
���/��� ��0	�	�:���#��� ��
�-�# � �
���������� 
�)���� 
	������ 
����� ���	*��
���- � ���-��� ��	��, 
����-�� �� ��)	��	�	��- �	�)�����( 
�������� ��� �������#��� �)����;
��#��� 
�������. 

	,/%01$$2 )!*!+% 
&?-�	�	�
��	��-� ����
�;�# ��	��:�/��/ �	��� � 0���:�����#��� 

�	�	�
��	��-� 
�*�-�� [4, 5] 
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�	 t  – ��*��	��, �� -��� ���
����#�- �	�	�
��	��-; �t  – ����	��- ��*��	���, 
��� -���� ���
����#�- �	�	�
��	��-; h  – 
������� ��*��	���, �� -���� 
���*�-��+�#�- 0���:�- � �tz ; k  – :��������
�/ ��*��	�� �k  0, 1, 2,…; 
� �kZ  – �����	��� 0���:�- �� ��*��	���� k . 

����� (1) 
������+ ��-�	 �� �)	��	�	 &?-�	�	�
��	��- (�	�	��� � 
�)����� ���*�����
 
 �)����# &?-��)��!	�#). ���!��� ����	�# � �kZ  
���/�-�� ����
��� ?-��	�����, � ����	��- 0���:�( � �kZ  ��� �����	���� 
����	��-� ��*��	��� k  – �����	���� ?-��	����. 

F����� '��� ��- �
���/��*� ��0	�	�:���#��*� ��
�-��- ��+ 
�*�-� [1]: 

  � �uf
dt
du

� , 0�t , � � 00 utu �� , (2) 

�	 � �tuu �  – ������ 0���:�-; t  – �	���	!�� ������; 0u  – �������
� ���
�. 
H
�� &?-��	�� ���	*��
���- (2) �� �)����;
��#��/ ���:� 
� ��,2,1,0, ��� ntnn  ��+ 
�*�-�: 
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  � ��
�

� �
max

0
1

k

k
nn kUu ,     htt nn ���1 , (4) 

�	 nu  – �����
� 0���:�-, <� ���/��+�#�- �� ���
’-��� ��
�-��- (2) �� n� ; 
� �kUn , � �� �kUkF nn , – ?-��	���� ���
’-��� �� ���
�( ������� ��
�-��- (2) �� 
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n�  
����
����; h  – ���� �)����;
��#��( ����� n�  �� �	���	!��; ������; 
(2); maxk  – ��������#��/ ���	� 
����
���( ��� 
����
�	��� ?-�����	��. 

�����������- (3), (4) ���
��-+ �������
�� (������;�� � 0�n ) ���/�� 
���
’-��� (2) – 
�������� �� n�  ����	��- �����
�( 0���:�(, -�� )	�	�#�- �� 
��)��!	��- ������( 0���:�(: 
  � � � �0nnn Uutu �� . (5) 

��������� ����)�� ���������:�( &?-��	�� (3), (4) [1, 2, 3, 8]. &�- :#�*� 
���
	�	�� (( �� ���������*� 
�*�-�� �)����;
��#��( ��	�� ���	*��
���- 
��0	�	�:���#��*� ��
�-��- �����
�� �	����� [1]: 
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1 100 k
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hh

UU
, (6) 

�� ������
��� � (6) ������# ������
���*� ��)��!	��*� ���
’-��� � �0nU  
(
����
���� �� (5)) �����/ ���
’-��� ������ (2) ( � �nn tuu � ) � 
�*�-��: 
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�	 n  – ����)�� ���������:�( &?-��	�� (3), (4) �� n� . 
F (8) 
�������� *���
��/ ��	� ������������*� �������� ����)�� 

���������:�( [1, 2, 3] ��- &?-��	�� (3), (4) � 
�*�-�� 

  � �1
max

1

1 max
max

)!1(
1 �

�

� �
�� k

n

k

n u
k
h

h
. (9) 

��-����� �������	 ���

�����	��- (9) ��!�� ��������� �����. &?-
��	�� (3), (4) �	�����+ ���	*��
���- ��0	�	�:���#��*� ��
�-��- (2) �� ����
� 

������� �-�� ?	/���� [2]. ?���� �����, �� ������� ��*�, <� � ��/ 

����
�+�#�- ���:	
� ���#����# ?-�����	� (-�� ����!�� ��	��� �-�� ?	/����), 
� ����	 ����	��- ������( 0���:�( � �ntu  
�����#�- ����)��, -�� 
������+�#�- 
�	
����
���� (
���������) 
�������� �-�� ?	/����. F� ������������ �:���� 

��������*� 
������� �-�� ?	/���� ��!�� ���/�-�� /�*� �	���/ ��	�. 
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F 
����
���-� ��-��*� &?-�	�	�
��	��- � (1) �����	�� (9) � 
�*�-�� 

  � �
� � � �11

!1
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max
1

max

1

1 max
max

���
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�

� kU
h

u
k
h

h n
k

n

k

n . (10) 

�� ����
� �:���� ����)�� ���������:�( (10) ��!�� ���/�� ��
�� 
�����#�� ����)�� &?-��	�� [2] (���� ����)�� + �	
’-���;, -�� 
�����#�- �� 
��!���� ���:� ���	*��
���- � ����	 ���	��- (2) – � �ntu ) 
  � �1max11 ��!�" �� kUh nnn , (11) 
�	 1�"n  – ��
�� �����#�� ����)�� (�	
’-���) &?-��	�� (3), (4) �� n� . 

?-�����	�� � �1max �kUn  ��!	 ���/���� -� ������� ��� � 
��’+��� 
����	��-, ��� 
����
���� ������	��*� ��- 
�����	��- �:���� ��
��( 
�����#��( ����)�� &?-��	�� ��:��#�� ���*�-���� (( �)���;��	 ����	��- 
  � �1max1 ��" � kUnn . (12) 

%��*��#�;;�� �������	 ���

�����	��- (12) ��- ������ (2) � 
	������/ 
0����, �����	�� �:���� ��
��( �����#��( ����)�� &?-��	�� (3), (4) �	�	� 
����� 
�� 1max �k -�����	� ?-��	���� 
	����� ���	��- ��
�-��- (2), ��)�� 
  � �1max1 ��" � kUnn , (13) 
�	 �  – ����� 
	�����. 

�	�����:�( (13) ����	)�+ ���������� ����	��- � �1max �kU n , ��- :#�*�, 
�������
�, �	�)����� � (3) ���
	��� ��-�	 &?-�	�	�
��	��- ��� 
  maxkk � . (14) 

&�- �	�����:�( ������:�( �� ������ ���	*��
���-, 
��������
�;�� �:���� 
��
��( �����#��( ����)�� (13) �� 
�����
���� &?-�	�	�
��	�# [4, 5], 

�������� 
	������ �����, ���	*��
���- -��/ ��)	��	���# �	�)����� 
(������) �������#: 

  � � 1

1

max
max

max
1
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��" k

k
n

n
h
h

kU � �
1

1

max

max

1
�
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�
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�
�
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�

�
"

��
k

n
n kU

hh , (15) 

�	 nh  – ������
��/ ���� &?-��	��, <� ��)	��	���# ������ �������#. 
���������
�;�� �������
��	 ����	��- ����� ���	*��
���- (15), ��!��, 


����-�� � 
�����
���	/ &?-�	�	�
��	�# [4, 5], �	�	����
��� ?-�����	��, -�� 

�����	�� ��� ��-���� &?-�	�	�
��	��� (3), ��������� �����  

  � � � � k

k
n

nn
h
hkUkU � , ��� max,...1,0 kk � . (16) 

��� �	�����:�( (15), (16) ���� ���	*��
���- nh  
������+�#�- 
)	����	�	��#� �	�	� ���
	�	��-� �)	��	��*� &?-�	�	�
��	��- (4), :	 
���
��-+ ��� ��-���� &?-�	�	�
��	��� (3) �������� 
  1�h . (17) 
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&�- �����)�� &?-��	�� ���	*��
���- � �
���������� 
�)���� 
	������ 
����� �� ���-���, ���� �:���� ��
��( �����#��( ����)�� &?-��	�� (13), 
�������
� �	�)����� �:��;
��� (( �)����;
��#�� ���������#. &��� �:���� 
���
	�	�� �	�	� 
�����	��- ���#����� 	�	�	������� ���0�	������ ��/ 
(���!	�# �� ���	�#) 
 ������ 
���� �)����;
��#��( ����� n� . &�- 
��0	�	�:���#��*� ��
�-��- ������	�� ���#����# ���0�	������ ��/ )��	 

���������-, ������	�	�, (� ���#����; ��- ���
	�	��- ��-��*� &?-
�	�	�
��	��- (3), ��)�� ����������� ?-��	���� ���
�( ������� 
������*� 
��0	�	�:���#��*� ��
�-��- [4, 5]. 

���*�-�	�� ��	��:�; ��*	)��(���( �*����� �	���� &?-�	�	�
��	�#, -�� + 
&?-��)��!	��-� ���	�������( ��	��:�( ���!	��- ��- �)����� ���*�����
 
  � � � �twtr #  – �)����# ���*�����
,  

  � � � � � � � ��
�

�#��
k

l
lkWlRkWkR

0
 – �)����# ��)��!	�#, (18) 

�	 � � � � � � � �kWkRtwtr ,,,  – 0���:�/ � �)����� ���*�����
 �� (� &?-��)��!	��- 

����
����; �  – ��	��:�- ��*	)��(���( �*�����. 

��-�	 &?-�	�	�
��	��- ���
�( ������� 
 (18) ���
����#�- ��� 
max,...1,0 kk � . ��� ��!���� k  ���#����# ���!	�# ��- ��!��*� (� ) 


����
���� �� (18) ������+ 1�k . ?���� �����, ��*��#�� ���#����# ���!	�# 
��- ��!��*� (� ) )��	 
���������- -� ���� ���0�	�����( ���*�	��( � 
�*�-�� 

  � � � � 15,15,01 max
2
max

0
max

max

����� �
�

kkkkS
k

k
. (19) 

�	 � �maxkS  – �)����;
��#�� ���������# ��!��( ��	��:�( ���!	��- � ���
�( 
������� (2) 
 ������ 
���� ����� n�  (�� ������ ���:� &?-��	��). 

���������
�;�� 
�����
���� &?-�	�	�
��	�# [4, 5], ��!�� ��������, <� 
�:���� (19) )��	 
�����
����- � ��- ��	��:�( ���	��-. 

H�<� � ���
� ������� (2) 
�����# m  ��	��:�/ ���!	��- �� ���	��-, 
���� �:���� ��*��#��( �)����;
��#��( ���������� (3) � 
����
���-� (19) )��	 
  � �maxkmS . (20) 

���������
�;�� �������� �:���� �)����;
��#��( ���������� (20), 
�����	�� ����	��/ ������:�( �� 
	������; ����� ���	*��
���- �� ���-��� 
&?-��	�� ��������� ����� – � ���� ������
��� &?-��	� � �
���������� 

�)���� 
	������ ����� ���	*��
���- (15) �)���� ����, <� ��)	��	��+ 
������� �)����;
��#��� 
����� �� �����:; ����� ���	*��
���- 

  � �
��
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��
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n
n h

kmSk max
max, minarg , �	 � �

1
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max

max

1
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�
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�
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�
"

�
k

n
n kU

h . (21) 

�	 nkmax,  – ������
��/ ���-��� &?-��	��, <� ��)	��	���# ������ �������#. 
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��� ���
’-����� (21) ���#����# ���!	�# �� ���	�# m  + ���������;, -�� 
�	 
���
�+ �� ���	��-. ?���� �����, ��� ���
’-����� (21) ��!�� �������� 
  1�m . (22) 

�����-�� � 
�<	
�����	��*�, �������� ��-����� � ����������� 
������� ������� ����� ��������� �� ������� � 
����
���-� (3), (4), (15-
17), (19), (21) �� (22) �����	�#�- � 
�*�-��: 
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�
�

�

�
�

��

���

max

000

,...,1,0,,
1

11

0,0,0

kk���kUkF
k

kU

tuUuU

nnn

nn
, (23) 

  � �
1

1

max

max

1
�

�
�
�

�
�
�
�

�

�
"

�
k

n
n kU

h , (24) 

  �
�
�

�
�
�
�

� ��
�

$ nkk
n h

kk
k

n

15,15,0
minarg max

2
max

max,
minmax,max,

, (25) 

  � ��
�

� �
nk

k

k
nnn hkUu

max,

0
1 ,     nnn htt ���1 . (26) 

�	 minmax,k  – ������/ �������#��/ ���-���. 
�	�����:�- ������
��( &?-��	�� (23)-(26) ���
����#�- ��������� 

�����: 
1. ���/��+�#�- minmax,max kk � , ��� 1minmax, $k . 

2. F 
�����*� ����	��- ������( 0���:�( � ���:� n , ��� 1,,0 max �� kk �  
�������
�;�#�- ?-�����	�� � � � �max,,0 kUU nn �  (23); 

3. �����-�� �� ������*� ����	��- ��
��( �����#��( ����)�� "  ��- 
� �maxkUn  ��� maxk  
������+�#�- ���� ���	*��
���- nh~  (24). 

4. ��� maxkk �  �������
�+�#�- ?-�����	�� � �1max �kUn  (23); 
5. �����-�� �� ������*� ����	��- ��
��( �����#��( ����)�� " , ��- 

� �1max �kUn  �� 1max �k , 
������+�#�- ���� ���	*��
���- nh  (24); 
6. ������+�#�- ���
’-��� (25) ��-��� �	�	
���� 
�������- ���
� 

  � � � �
nn h

kk
h

kk 15,15,0
~

115,115,0 max
2
maxmax

2
max ��

%
���� . (27) 

H�<� -��
� (27) �	 
�����+�#�-, ���� �	�)����� ��
	������- �. 4 ��- 
��������*� ����	��- maxk  (��� :#��� ���/��+�#�- nn hh �~ ). H�<� (27) 

�����+�#�-, ���� ����	��- maxk  ���/��+�#�- �� ������
��/ ���-��� ��	�� 

nkmax, , � ����	��- nh  ���/��+�#�- �� ����	��- ������
��*� ����� � 
���/��;+�#�- �	�	��� �� �. 7; 
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7. �������
�+�#�- ����	��- ������( 0���:�( � ���:� 1�n  (26). 
�	�����:�- (�. 1-7) &?-��	�� (23)-(26) ��+ �������� ���)��
���� (���. 1): 
��-�	��	, ��� 
������� 
	����� ����	��-� "  �� ����� ����	��-� maxk , 

(25) ��!	 ���� �	���#�� �����#��� ��������
. &�- (� 
��������- 

����#�- 
����	��- minmax,k . H� ���
���, �������#� �������� 4minmax, %k . 

 
���. 1. ���)��
���� ���	��- (25) �� ����
� (27) 

 
�� ���*	, (27) �	 ��)	��	��+ �����/ ���
’-��� (25), � �)��#��+ 

�������#��/ ���-��� &?-��	�� �� �����:; 1,max, �� noptn kk , <� 
����
����# �� �)��#�	��- �	���#��;��( �)����;
��#��( ����������. �����, 
�	�
�!�;�� �� �
����������#����#, 
����������- (27) + ��:��#���, �����#�� 
��-�	 &?-�	�	�
��	��- (23) 
!	 ���
	�	�� ��- nkmax,  � �	���#��;�� 
�)����;
��#�� ���������# �� ������ ���:� 
!	 �0����
���, ���� �	��+ 
�	��� 
����
�-���- 
�� 
����
���- 
!	 �������
���( ?-�����	�� � �nn kU max, . 

% �����)�	��/ ������
��/ &?-��	�� ������- �������
��� ?-�����	�� 
� �1max, �nn kU  
��������
�+�#�- ���#�� ��- �	�����:�( ������:�( (
�����	��- 


	������ ����� �� ���-��� (24), (25)) � �	 
����
�+�#�- ��� 
����
�	���. 
?���� �����, �����)�	�� &?-��	�� �	�����+ ����	��/ �������� � 
�*�-�� 
«��
�� �����#�� ����)�� ����
�;+ �������� ����	��;». H�<� ?-�����	�� 

� �1max �kUn  
����
��� ��� 
����
�	���, ���� ����	��/ �������� �����	 

�*�-� «��
�� �����#�� ����)�� �	 �	�	
�<�+ ������*� ����	��-». &�- 
�	�����:�( ������	��*� �	�)����� ��- �����)�	��( &?-��	�� � (26) � 
	���; 
*����:; ��	������ ���� ������
��� 
  1max, �nk . (28) 

�/,�"!*. �����)�	�� ������
�� ��	�� ������!�
����# �� �������� [6] 

  � � � � � � � � 102cos45 ��� ttutu
dt

tdu , & '5,0(t , � � 00 ��tu . (29) 

�	���#���� ���	��- (29) ��
	�	�� � ��)�. 1, �	 nkmax,  – ��������#�	 �� 
�������#�	 ����	��- ������
��*� ��������#��*� ���	�� ?-�����	�� 
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����
���( ��� 
����
�	���; nh  – ��������#��/ �� �������#��/ ������
��/ 
���� ���	*��
���-; N  – ���#����# �����
 ���	*��
���- �� ���	�
��� 
���	*��
���-; S~  – �:���� �)����;
��#��� 
����� �� ���������� (���� 
�:���� �)����;
��#��( ���������� �� ����
� (19) ��- ��#�*� ���	�
��� 
���	*��
���-). ��� �	�����:�( &?-��	�� (20)-(26) ���/�-�� 1minmax, �k . 

 
?�)��:- 1 

I�����	������� &?-��	�� 
F���	��- ��
��( �����#��( ����)�� 

�� ������ ���:� ���	*��
���- 
nkmax,  nh  N  S~  

max min max min 
" =10-4 7 1 0,328 0,003 47 718 
" =10-10 13 4 0,176 0,005 61 3322 

 
	,&$'(�, 
����
���� ������ �����)�	��( ������:�/��( &?-��	�� +: 
&?-��	�� 
��������
�+ ������ �� ������:�( �����
���/ �� 
����������� 


����	��� �	����
 [2], � ��/ ��
�� �����#�� ����)�� �:��;+�#�- ��-��� 

����������- �
�� ��	� maxk -*� �� 1max �k -*� ���-���
 �������� �� �� 
������� ��*�, <� ��-�	 &?-�	�	�
��	��- �	�����
��	 � 
�*�-�� �	���	����� 
���:	���, �)��#�	��- ���-��� �������� ��	�� �� �����:; ���
����#�- 
����! �	���	���� � ���� �	�����+�#�- +����; &?-��	��;; 

������:�- � &?-��	�� ���
����#�- ��������, ��)�� �� ���������*� 

�������- �����. K	 �)���
�;+ (( 
����� �)����;
��#�� 	0	���
����#, ��� 
-� ��������� 
������� �������
� �)����	��- (���)��
� � 
����
���-� (28)). 
��!��
���# �������� ������
����- �	�����
��� �� ������� �����
�-
����������� 
�����
���	/ &?-�	�	�
��	�#, -�� ���
��-;�# �������� 
���������� �:���� �����#��( ����)�� &?-��	��. 

����� ����, � ������ ��������� ��-����� ��������� �������� 
��!���"���#�� ����# � ����������� ������� ������� ����� �� 
������� �����, �������� �� ���������� �������$ ������� ��� ������#�� 
����������#�� ��������. 
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	&��4. 
N�0����:�/��-����
�-;�� ����	�� ��	:���#��*� �������	��- (N%����) 

-
�-+ ��)�; :�0��
� ����	�� �������; �� ����
����- �	-��� �	��#��� 
�)’+���� [1]. ���� + )�*�����
�	
�;, �+��������; ���������;, -�� 
��;��+ 
 
�	)	 
	���� ���#����# 
����
, ��
’-����� ��! ��)�;, �	 �	�� ������; 
���#����; ������
 �
’-���. ?��� N%���� -
�-+�#�- ��!	 
�����
�;, �� 
������� 
����
 �� �
’-���
 ��! ����. B �+�������� ��������� ����	�� 
��������+ ��!��
���# ��
��# ��-
� “��������*� 	0	���”: 
����
� ����*� 
0���:�����#��*� 	�	�	��� ����	 �� ��)�; 
����
� �����. 

&��� 
����
� ����� ��
’-���� � ���-��-� !�
������ ����	��, �	 ��� 
!�
�����; �� ������+�� 
�����
���# ����	�� �)	��*��� � 
����
�;
��� 
��������# 
�����
��� ����
�� 0���:�( 
 �������� �)'+�� �� ������
! 
�	�)�����*� ���� � ���� ����� ���������, ��*������
 � ���
 (( 0���:����
���- 

��������  �	�	�	�)��	��*� �	*���	���� ��)��� �	����-���
�( ��(. 


