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At the three-segment polar axis introduced integral transformation 
generated by hybrid differential Fourier-Legendre-Bessel. EXPRESS own 
items to the operator. 
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ДЕЯКІ ВЛАСТИВОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ ПАРАБОЛІЧНИХ  
СИСТЕМ ТИПУ ШИЛОВА З НЕВІД’ЄМНИМ РОДОМ  

Для одного класу параболічних систем рівнянь типу Ши-
лова з невід’ємним родом і гладкими обмеженими коефіцієн-
тами, залежними від просторової й часової змінних, наведено 
твердження про стабілізацію розв’язків задачі Коші та сфор-
мульовано теорему типу Ліувілля.  

Ключові слова: параболічні за Шиловим системи із змін-
ними коефіцієнтами, задача Коші, узагальнені початкові дані, 
стабілізація розв’язків задачі Коші.  

Вступ. У класичній теорії параболічних систем рівнянь із час-
тинними похідними ключове місце займає фундаментальна матриця 
розв’язків задачі Коші (ФМРЗК). Детальне дослідження цієї матриці 
дозволяє встановити розв’язність відповідної задачі Коші у різних 
функціональних просторах, описати класи коректності та єдиності 
для цієї задачі, одержати різні форми зображення її розв’язків, за до-
помогою яких з’ясувати їх якісні властивості, зокрема, принцип ло-
калізації, стабілізацію, стійкість, теореми типу Ліувілля тощо [1—6].  

Розвиваючи ідею Я. І. Житомирського [7] опису параболічно 
стійких до зміни коефіцієнтів систем рівнянь із частинними похідни-
ми, у [8] означено широкий клас параболічних систем із змінними 
коефіцієнтами, який істотно розширює клас параболічних за Шило-
вим систем рівнянь з невід’ємним родом та гармонічно доповнює 
клас Петровського параболічних систем рівнянь першого порядку 
стосовно часової змінної. Для таких систем побудовано фундамента-
льну матрицю розв’язків задачі Коші, досліджено її основні власти-
вості, доведено коректну розв’язність задачі Коші у класі узагальне-
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них початкових даних типу розподілів Гельфанда І. М. і Шилова Г. Є. 
та встановлено принцип локалізації розв’язку цієї задачі [8; 9].  

У даній статті продовжуються дослідження, розпочаті у [8; 9]. 
Тут з’ясовується питання поведінки гладких розв’язків задачі Коші 
при необмеженому віддаленні часової змінної, а також умови, за яких 
розв’язки цієї задачі є поліномами стосовно просторової змінної. 

Користуватимемось тут позначеннями і скороченнями із [9].  

1. Попередні відомості. Розглянемо систему диференціальних 
рівнянь із частинними похідними p -го порядку вигляду  

  0 1 0( ; ) ( ; ) ( , ; ) ( ; ), ( ; ) : ( ; ] n
t x xu t x P t i P t x i u t x t x t T        , (1) 

де :u  col 1( , , )mu u , а 0 ( ; )xP t i  і 1( , ; )xP t x i  — матричні диференці-

альні вирази порядків відповідно p і 1 1, 0,p p p   причому такі, що  

0( ; ) ( ; ) ( ; ), ( ; ) ,t xu t x P t i u t x t x     
є параболічною за Шиловим системою рівнянь з показником парабо-
лічності ,h 0 ,h p   та невід'ємним родом  і зведеним порядком 

0p  [2]. Коефіцієнти виразу 0P  залежать лише від змінної t, а виразу 

1P  можуть залежати як від t, так і від змінної x.  
Надалі припускатимемо виконання наступних умов: 

а) 1 00 (1 ) ( 1)( )p h n h p m p h       ; 
б) коефіцієнти системи (1) неперервні за змінною t, нескінченно ди-

ференційовні за змінною x і обмежені разом із своїми похідними 
комплекснозначні функції на множині .   

За таких умов у [8] побудовано ФМРЗК ( , ; , )Z t x    для системи 
(1) та досліджено її основні властивості гладкості, зокрема, встанов-
лено, що матрична функція ( , ; , )Z t x    є нескінченно диференційов-

ною функцією за кожною із змінних x і   на n , причому у кожній 

смузі 0 0( ; ] , [ ; ), ,nT t T T t     справджується оцінка 

      

1

1 *

**

( , ; , ) , ,

x
n k q

tqk n
hx Z t x c t e k q









   

 
       

        (2) 

де * 0,: p  : ( 1)( )m p h    .  

Якщо для системи (1) задати початкову умову  

 
0

'( ; ) , ,t tu t x f f   S  (3) 

де '
S  — топологічно спряжений простір із векторним простором S  

Гельфанда І. М. і Шилова Г. Є. [10], то під розв’язком задачі Коші 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 8 

115 

(1), (3) у півпросторі 0t   розумітимемо вектор-функцію ( ; ),u t x  

( ; )t x  , диференційовну за змінною t, p разів диференційовну за 

змінною x, яка задовольняє систему (1) у звичайному розумінні, а 

початкову умову (3) у сенсі збіжності в просторі '
S , тобто 

0

( ; ), ( ) , ( ) ( )
t t

u t x x E f x E S  

    

де кутовими дужками ,  позначено дію узагальненої функції на ос-

новну, E — одинична матриця порядку m.  
Безпосередньо з результатів, одержаних у [9], дістаємо таке тве-

рдження про коректну розв’язність задачі Коші (1), (3).  

Теорема 1. Нехай початкова вектор-функція 
*

'
1f S , тоді від-

повідна задача Коші (1), (3) на множині   однозначно розв’язна. Її 
розв’язок ( ; )u t x  неперервно залежить від початкових даних, зобра-
жується формулою 

0( ; ) , ( , ; , ) , ( ; ) ,u t x f Z t x t t x   

і є звичайною вектор-функцією, диференційовною за змінною t і нес-
кінченно диференційовною за змінною x.  

2. Основний результат. Зважаючи на оцінку (2), за аналогією 
до [5], говоритимемо, що ФМРЗК Z системи (1) задовольняє умову 


  (або 

 ), якщо для довільних , , ,t t   із півпростору 0   

(або    ) виконується оцінка  
     *( , ; , ) [ ( ; )] ( ; ) , , , ,

k qqk n n
x kZ t x c a t x a t q k x


       

        

де kc  — додатна стала, ( ; )a t   — неперервна монотонно зростаюча 

необмежена функція така, що ( ; ) 0,a     а ( )   і ( )   — деякі додат-

ні на множині [0; )  функції такі, що lim ( )
r

r


   і  

0

( )(1 ) ( {0}).l d l   


        

Приклади найпростіших систем (1) при 1 0,P   що задоволь-

няють умову ,
  наведено в [4; 5]. 

Правильні такі твердження. 

Теорема 2 (Ліувілля). Нехай розглядається система (1) при 

0 ,t    для якої виконується умова В) у смузі ( ; ] .nT   Тоді 

якщо для ФМРЗК Z цієї системи виконується умова 
 , то кожна 
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компонента регулярного у півпросторі t T розв’язку ( ; )u t   системи 
(1), що задовольняє умову 

  ( ; ) 1 , 0, ,nu t x c x x


     (4) 

є многочленом стосовно змінної x степеня, не вищого .  

Доведення. Безпосередньо з оцінки (4) знаходимо, що при кожно-
му 0t t T   розв’язок 0 0( ) : ( ; )u u t    системи (1) є регулярним функціо-

налом з простору 
*

'
1 S . Тому згідно з твердженням теореми 1 та єди-

ністю розв’язку відповідної задачі Коші для системи (1), маємо 

0 0 0 0 0( ; ) ( ), ( , ; , ) ( ) ( , ; , ) , ( ; ],
n

nu t x u Z t x t u Z t x t d t t T x       


  

(тут ураховано регулярність вектор-функції 0 ( )u  ). 

Звідси, скориставшись умовами 
  і (4), одержуємо, що 

    *

0 0

0

( ; ) ( ; ) ( ; ) 1 ,

( ; ], .

n

kk
x k

n

u t x c c a t t x a t t d

t t T x

         

 






 

В останньому інтегралі здійснимо заміну змінних інтегрування 
згідно з правилом 0( ; ) ,x a t t    тоді 

     
    

 

*

*

*

0 0

0

0 0

( ; ) ( ; ) 1 ( ; )

( ) ( ; ) 1

( ) ( ; ) , ( ; ], .

n

n

k nk
x k

k n
k

k n n
k

u t x c c a t t x a t t d

c c x a t t d

c x a t t t t T x



 

 

   

   

 

  

  

      

     

    








 

 

Обравши за 0k  мультиіндекс, при якому  0 *
0k n     і 

врахувавши довільність 0t T , а також те, що 
0

0( ; ) ,
t

a t t

   з 

останньої оцінки знаходимо, що  
0 ( ; ) 0, , .k n

x u t x t T x     
Таким чином, компоненти розв’язку u системи (1) є многочле-

нами стосовно x степеня, не вищого ніж 0 *
1.k   Проте, згідно з умо-

вою (4), цей степінь не може бути вищим за .  
Теорему доведено. 

Теорема 3 (стабілізація). Нехай розглядається система (1) при 
,T    для якої виконується умова б) у смузі 0( ; ) ;nt    

 1( ) ( ), , ( )mf col f f     — неперервна вектор-функція така, що  
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  ( ) 1 , ,nf x c x x


    (5) 

при деякому 0,   а узагальнена початкова вектор-функція 

*

'
1f S  є функціоналом типу похідної r-го порядку від ( ),f   тобто 

таким функціоналом, дія кожної компоненти jf  якого на елементах 

*1S    визначається рівністю 

, ( ) ( ) , ,
n

r
j j j x mf c f x x dx j   



  

із деякими сталими jc . Тоді якщо ФМРЗК Z для системи (1) задоволь-

няє умову 
  із  *

,r n    то розв’язок u відповідної задачі Коші 

(1), (3) стабілізується до нуля рівномірно на кожному компакті K із .n  

Доведення. Згідно з твердженням теореми 1 та умовами на по-
чаткову вектор-функцію f , дістаємо зображення розв’язку задачі 
Коші (1), (3) у вигляді  

0 0( ; ) ( , ; , ) ( ) , ( ; ) ( ; ) ,
n

r n

R

u t x Z t x t f d t x t          

з якого, врахувавши оцінку (5) і те, що ФМРЗК Z системи (1) задово-

льняє умову 
 , знаходимо, що  

     *

1 0( ; ) ( ) ( ) 1 , ( ; ) ( ; ) .
n

r nu t x c a t x a t d t x t
    

     


  

Оскільки  

   sup 1 ( ) ( ) 1 , 1, ,
n

n

x K
x a t ca t t

   
 

     


  

то, здійснивши в останньому інтегралі заміну змінних інтегрування 
згідно з правилом 

( ), ,j j j mx a t j     

і зваживши на властивості функції ( ),   прийдемо до наступних оці-
нок розв’язку u: 

       

     

* *

*

1 2

3

( ; ) ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) , 1, ,

n

n

r n r n

r n n

u t x c a t x a t d c a t

d c a t t x K

  

 

   

   

    

  

    

     










 

(тут додатна стала 3c  не залежить від t  і x ), з яких твердження вихі-
дної теореми стає очевидним.  

Теорему доведено. 
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Зауваження. Безпосередньо з доведення теореми 3 переконує-
мося, що при 0   її твердження підсилюється, а саме: за наведених 
умов у теоремі 3, розв’язок u  відповідної задачі Коші (1), (3) стабілі-

зується до нуля рівномірно на .n  

Висновок. Установлено достатні умови на ФМРЗК для системи 
(1) та початкову вектор-функцію, за яких розв’язок цієї задачі стабі-
лізується до нуля рівномірно на кожному компакті, а також може 
бути векторним поліномом стосовно просторової змінної. 
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