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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА СТРИБКОВОЇ  
ПРОЦЕДУРИ СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  

В СХЕМІ ДИФУЗІЙНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 

Для випадку залежної від зовнішнього середовища сингу-
лярно збуреної функції регресії досліджено асимптотичну по-
ведінку стрибкової процедури стохастичної оптимізації в мар-
ковському середовищі в схемі дифузійної апроксимації. Пока-
зано, що генератор дифузійного процесу є гетерогенним в часі, 
а його флуктуації мають залежний від еволюції характер. 

Ключові слова: стрибковий марковський процес, стохас-
тична оптимізація, асимптотична поведінка, дифузійна ап-
роксимація. 

Вступ. Дослідження поведінки флуктуацій процедури стохасти-
чної оптимізації (ПСО) дає оцінку швидкості її збіжності до точки 
екстремуму усередненої еволюційної системи. Така проблема вини-
кає при використанні алгоритму фазового усереднення випадкових 
еволюцій [1], який базується на близькості вихідної та усередненої 
еволюційних систем [2]. Так, в [3–4] досліджено поведінку флуктуа-
цій дифузійної еволюційної системи з марковськими перемиканнями 
(процедура стохастичної апроксимації), де функція швидкості має 
сингулярно збурений доданок з малим параметром серій. 

Асимптотична поведінка процедури стохастичної оптимізації дос-
ліджувалась методом моментів, детально описаним у працях [5–7], а для 
загальніших випадків у працях [8–10] отримані інші граничні розподіли. 

Варто відзначити важливість флуктуацій при встановленні шви-
дкості збіжності дифузійної оптимізації еволюційних систем в схемі 
усереднення та при встановленні асимптотичної поведінки процеду-
ри стохастичної апроксимації [11]. 

Так, в роботі [2] розглядався випадок збурення, залежного тіль-
ки від зовнішнього середовища. У цій статті розглянуто стохастичну 
систему, в якій функція швидкості має залежне від стану самої сис-
теми сингулярне збурення по параметру серій. 

Проблема збіжності дискретної ПСО була розглянута у праці 
[12], де встановлено достатні умови збіжності динамічної системи в 
марковському середовищі в схемі дифузійної апроксимації при умові 
експоненційної стійкості усередненого дифузійного процесу. 

При дослідженні асимптотичної поведінки стрибкової ПСО в схемі 
усереднення у роботі [13] було показано, що при деяких нормуваннях по 
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часу суттєво зменшується дисперсія ПСО, а математичне сподівання 

знайденого розв'язку стає ближчим до точки екстремуму *u . 
У цій статті використовуються отримані у попередніх працях ре-

зультати з метою аналізу та дослідження асимптотичної поведінки 
стрибкової ПСО в схемі дифузійної апроксимації. 

Крім того, введено додаткові параметри, використовуючи які, 
можна отримати різну (прогнозовану) поведінку флуктуацій на зрос-
таючих інтервалах часу. 

Асимптотика стрибкової ПСО при дифузійному збуренні. 
Досліджується асимптотична поведінка стрибкової процедури стоха-
стичної оптимізації у схемі серій в марковському середовищі в схемі 
дифузійної апроксимації. Для простоти викладення розглядається 
одновимірний випадок функції регресії, однак отримані результати 
аналогічно переносяться на багатовимірний випадок. 

Стрибкова процедура стохастичної оптимізації (ПСО) у схемі 
дифузійної апроксимації в марковському середовищі із сингулярним 
збуренням функції регресії задається співвідношенням (покладемо 
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де   — показник нормування часу,   — лічильний процес моментів 

відновлення марковського процесу (МП). 
Для узагальнення отриманих результатів розглянемо наступні 

керуючі функції: 
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де ,   такі, що забезпечують умови збіжності ПСО (1) (див. [12, 

Теорема 1]): 
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В ПСО (1) мають місце вкладеності: 
1/( ), ( ), ( ), / , 0,n n n n n n n nu u x x a a n                  

де n  моменти марковського відновлення рівномірно ергодичного 

МП ( ), 0x t t   в стандартному фазовому просторі ),( X  . 

Функція 0
0( ; ) = ( ; ) ( ; )

c
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  , 0 > 0c , u R , x X  

задовільняє умови існування глобального розв'язку супроводжуючих 
систем:  
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= ( ( ); ), .x
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du t

C u t x x X
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Під збіжністю стрибкової ПСО (1) мається на увазі збіжність з 
ймовірністю 1 до точки рівноваги *u  (не зменшуючи загальності, 

вважатимемо, що * 0u  ) усередненої системи  
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C u t C u q dx C u x

dt
   (3) 

Це означає, що виконується рівність 
 *( ) = 0.C u  (4) 

З (3)–(4) отримуємо умову балансу для збурення 0 ( ; )C u x  про-
цедури (1): 
 0 (0; ) 0,C x   (5) 

де   — проектор, що визначається стаціонарним розподілом вкла-

деного ланцюга Маркова (ВЛМ) , 0nx n  , тобто ( ) = ( ) ( )
X

x dx x    . 

Зокрема, якщо 0 0= ( ; )N C u x , то 

 0 (0; ) = 0.C x  (6) 

Для функції регресії 3( ; ) ( )C u C R   має місце представлення:  
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де ( ), ( )u u t b b t  . Аналогічно збурення 3
0 ( ; ) ( )C u x C R  має предс-

тавлення: 
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З (4) та (7) маємо додаткову умову балансу для функції регресії: 
 (0, ) 0.C x   (9) 

Зауваження. Для дифузійного збурення 
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ПСО (1) має місце слабка збіжність процесів (див. [1]) 
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де ( )w t  — стандартний вінерівський процес [17, глава X, 4б], 
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Використовуючи (10), для ПСО (1) отримуємо представлення: 
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Нормовані флуктуації ПСО (1) розглядаються у вигляді: 
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Отже, 
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З (12) та (14) маємо: 
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звідки для (13) маємо: 
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Для скорочення записів введемо позначення: 
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   (17) 
Розглянемо трьохкомпонентний МП 

  1/
0( ), ( ), = ( / ), 0 .tv t C t x x t t      (18) 

Оскільки при асимптотичному аналізі флуктуацій ключовим 
кроком є асимптотичне представлення генератора МП (18), то 
побудуємо його та розглянемо основні його властивості. 

Лема 1. Генератор МП (18) на тест-функціях 2( ; ; ) ( )v C P     

має представлення 

 1/ 1/
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P ( ; ; ) = ( , ) ( ; ; ).
X

y P y d        

Доведення. Проведемо доведення леми у два етапи. 

Етап I. Знайдемо умовне математичне сподівання (покладемо 

0( ) = , ( ) = , = , ( ) =tv t v C t w x x t t    ): 
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 . 

Знайдемо приріст ( )v t  нормованої ПСО (16) в момент 

стрибка при = , =n nt x x  та малих > 0 , беручи до уваги розклад 
1 2( ) = ( )t t t O          та використовуючи (13): 
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Враховуючи, що приріст еволюції ( )u t   рівний  
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для останнього маємо: 
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Для першого доданку в (21) при 0  , ( ) 0u t   і 

0 ( ) 0C t   (з умови Ліпшиця для ( ; )bC u x ), тому другим доданком 
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Для приросту 0 ( )C t  маємо представлення:  
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Нарешті з означення генератора МП (18) (див. наприклад, [16, 
Глава 3, 5]) отримуємо: 
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де z  визначено в (17). 

Етап II. Представлення (19) отримуємо використовуючи 
доданок ( ; ; )v w y  в квадратних дужках в (23). 

Перш, ніж продовжити, розглянемо розклад тест-функції 
3,4( ; ; ) ( )v w C P P     з (20) та оцінимо кожен з її доданків відносно   

при різних значеннях параметрів 0, ,c  , відкидаючи усі, менші 2( )O  : 
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Випадок 0= 1, = 1/ 4, = 1c   (класичний). Враховуючи, що в 

(20) перед ( ; ; )v w x  стоїть множник 1/  , маємо: 
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Таким чином, для даного випадку функція 1,2( ; ; ) ( )v w C P P     
матиме розклад:  
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Для зручності та скорочення записів покладемо ( ; ; )v w x  . 
Перейдемо до формулювання леми. 
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Лема 2. ( 0= 1, = 1/ 4, = 1c  ) Генератор МП (18) на тест-

функціях 1,2( ; ) ( )v w C P P     має асимпотичне представлення:  
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Доведення. Підставивши (28) у (20) та врахувавши розклад (26), 

отримаємо представлення (30). 

Наслідок ( 0= 1, = 1/ 4, = 1/ 2c  ). Генератор МП (18) на тест-

функціях 1,1( ; ; ) ( )v w C P P     має асимпотичне представлення:  
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Доведення. З (35) та (27) отримуємо представлення (36). 

Проблема сингулярного збурення. Щоб завершити побудову 
граничного оператора, розв'яжемо проблему сингулярного збурення 

(ПСЗ). Для цього розглянемо розклад оператора tL  з (30) на 

збурених функціях вигляду 
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4
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( ; ; ) = ( ; ) ( ; ; ) ( ; ; ) ( ; ; ).v w x v w v w x v w x v w x
t t

           (41) 

Як і раніше, для зручності записів покладемо ( ; )v w  , 

( ; ; ), 2, 4i i v w x i   . 

Лема 3. Розв'язок ПСЗ для оператора tL  (30) на тест-функціях 
1,2( ; ; ) ( )v w C P P     має вигляд: 

 
1

( ; ; ) ( ) ( ) ( ; ),t t tL v w x L v x v w
t

        (42) 

де оператор tL  діє за правилом 

1/4 2 2 2
1/4

1 22/4

( )
( ; ) = ( ) ,

22
t v w w

v t w a
L v w q kv ad t w d

tt

   
       
  

 (43) 

де 1 ( ) (0; )
X

d q dx C x    , 2 0( ) (0; )
X

d q dx C x    , 1= ,k ad   а 

залишковий член ( ) ( ; )t x v w   такий, що ( ) ( ; ) 0, 0.t v w        

Доведення. Відомо (див. [2, підрозділ 3.1] або [1]), що залишко-
вий член в представленні (30) не впливає на розв'язок ПСЗ. Тому для 
отримання (42) достатньо розглянути розв'язок ПСЗ тільки для 

зрізаного до tL  оператора 
0

Lt
 , тобто: 

2 1
4

0 1 2 33/4

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .tL Q q x Q x P q x Q x P q x Q x P

t tt
  

 
     

Тоді значення оператора 0tL  на збурених функціях (45) має 

представлення  
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2

4
0 2 1

1

3 23/4

4 1 2 3 0

( ; ; ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

t

t

L v w x Q Q q x Q x P
t

Q q x Q x P
t

Q q x Q x P q x Q x P x
t t

 



    

  

   






   

    

      

 (44) 

де  

 1/4
0 1 3 2 2 1 4 3 22

2/4 2 1/4 3
2 3 2 4 3 3 3 4

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )

( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ) ];

| ( ) ( ; ; ) | 0, 0.

t

t

x q x t Q x P Q x P Q x P Q x P
t

t Q x P t Q x P Q x P Q x P

v w





     

     

  

    

   

   

 

a) з умови розв'язності ПСЗ (44) (див. наприклад, [2, Підрозділ 3.1]) 

2 1( ) ( ) 0Q q x Q x    та умови балансу (5) знайдемо значення 2 : 

 2 0 1 0 0( ; ; ) ( ) ( ) ( ; ) ( ) (0; ) ( ; ).wv w x R q x Q x v w aR q x C x v w     (45) 

b) аналогічно з умови розв'язності  

3 2( ) ( ) 0Q q x Q x    

та умов балансу (6), (8) маємо:  

 

3 0 2

1/4

0 0 02/4

( ; ; ) ( ) ( ) ( ; )

( ) (0; ) ( ; ) (0; ) ( ; ) .v w

v w x R q x Q x v w

v t w
aR q x C x v w C x v w

t



 

 

       
 

  (46) 

c) нарешті, з умови розв'язності (44) маємо:  

4 1 2 3
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ),tQ q x Q x P q x Q x L v w
t

       

де оператор Lt  такий, що  

 ( ; ) ( ) ( ; ),t tL v w L x v w      (47) 

а  

 1 0 1 3
1

( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .tL v w q x Q x PR q x Q x q x Q x
t

     (48) 

d) обчислимо тепер праву частину (47). Для цього використаємо 
знайдені представлення (48) та (45):  

2

0 0 0

3

( ; )

( ) (0; ) ( ) (0; ) ( ; )

( ) ( ) ( ; ).

t

w

L v w

a
q x C x PR q x C x v w

t
q x Q x v w
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Тоді для першого доданку маємо:  

 
0 0 0

2
0 0 0 0

( ) (0; ) ( ) (0; )

( ) (0; ) (0; ) ( ) (0; ),
X X

q x C x PR q x C x

dx C x R C x q dx C x 

  

     (49) 

де  

0 0(0; ) = ( ) (0; ).C x q x C x  
А для другого отримуємо: 

  
3

1/4

1/4 2 2
2

0 02/4

( ) ( ) ( ; ) =

= ( ) (0; )
4

( )
( ) (0; ) ( ) (0; ) .

22

v v
X

w w
X X

q x Q x v w

v
q a v t w dx C x

v t w a
a dx C x q dx C x

tt



  

   

 


    


    




 

 (50) 

Тепер з (49), (50)  

1/4

1/4 2 2 2

02/4

1
( ; ) ( ) (0; ) ( ) (0; )

4

( )
( ) (0; ) ,

22

t v
X X

w w
X

L v w q v a dx C x at w dx C x

v t w a
dx C x

tt

   

  

   
              

    


 



 

де 2  має представлення (11). 
Теорема. При виконанні умов збіжності ПСО (1), а також при 

додаткових умовах: 

1:A  2 > 0 ; 

2 :A  1 2> 0, > 0d d ; 

3 :A  > 0k  
має місце слабка подвійна збіжність процесів:  

0( ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), 0),v t t C t t w t       

де 
2 2 2

2
2

( ) =
a q

t
t

  в кожному скінченному інтервалі 00 < < < <t t T  . 

Двокомпонентний граничний процес  ( ), ( ) ( ), > 0t t w t t   є гетероген-

ним в часі дифузійним процесом (43). 

Висновки. Досліджено асимптотичну поведінку стрибкової про-
цедури стохастичної оптимізації в схемі дифузійної апроксимації в 
марковському середовищі для одновимірного випадку. Отримані ре-
зультати аналогічно переносяться на багатовимірний випадок. 
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Показано, що генератор дифузійного процесу є гетерогенним в 
часі, а його флуктуації мають залежний від еволюції характер. 

Введено додаткові параметри, використовуючи які, можна отри-
мати різну (прогнозовану) поведінку флуктуацій на зростаючих ін-
тервалах часу. 

Отримані результати розширюють можливості дослідження флук-
туацій еволюційних систем в околі точки екстремуму у випадку залеж-
ного від еволюції сингулярного збурення еволюційної системи. У свою 
чергу, це дає змогу поглибити аналіз флуктуацій процедури стохастич-
ної оптимізації при дослідженні умов оптимізаці стохастичних систем. 
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ЗАСТОСУВАННЯ СПЛАЙН-ФУНКЦІЙ ДЛЯ АПРОКСИМАЦІЇ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 

Досліджуються крайові задачі для лінійних диференціаль-
них рівнянь із змінним запізненням. Запропоновано та обґрун-
товано схему наближеного розв’язання крайової задачі за до-
помогою кубічних сплайнів дефекту два. 

Ключові слова: крайова задача, запізнення, сплайн-функції, 
ітераційний процес. 

Вступ. Диференціальні рівняння із запізненням виникають у ба-
гатьох областях математичного моделювання. Врахування запізнення 
дозволяє описати багато нових ефектів і явищ у біології, екології, 
імунології та інших науках. У зв’язку з відсутністю ефективних алго-
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