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АСИМПТОТИЧНА ДИСИПАТИВНІСТЬ ДИФУЗІЙНОГО ПРОЦЕСУ 

У роботі представлено дифузійний процес з сингулярно збу-
реним доданком з марковськими переключеннями. Встановлено 
вигляд генератора двокомпонентного марковського процесу в 
схемі дифузійної апроксимації. Знайдено розв’язок проблеми си-
нгулярного збурення на збуреній функції Ляпунова. Встановлено 
умову асимптотичної дисипативності дифузійного процесу.  

Ключові слова: стохастичний процес, дифузія, дисипа-
тивність.  

Вступ. Проблема дисипативності системи виникла при розгляді 
дисипації енергії. Дисипативність детермінованих та випадкових сис-
тем з адитивним випадковим збуренням було розглянуто в роботах 
Хасмінського Р.З. [1,2], Самойленка А.М. та Станжицького О.М. [3], 
Мазурова О. Ю. [4], Brogliato B. [5] та інших. 

У цій статті асимптотична дисипативність дифузійного процесу 
встановлюється на основі дисипативності граничного дифузійного 
процесу [1] та модельної граничної теореми [6]. 

Основний результат. Розглядається стохастичний процес з ди-
фузійним збуренням [6], що визначається стохастичним диференціа-
льним рівнянням: 
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2
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( ( ); ( / )) ( ),

du t C u t x t dt С u t x t dt

u t x t dw t

  



  

 

 


 (1) 

де u(t) — випадкова еволюція, t ≥ 0; 0 ( ; )С u x  — сингулярне збурення 

функції регресії ( ; ), ;R dС u x u  ( )w t  — вінерівський процес; 

( ; )u x  — дифузія, ( )x t  — марковський процес в просторі ( , )XX  з 
стаціонарним розподілом ( ), XB B   [6].  

Генератор марковського процесу визначається співвідношенням 
 ( ) ( ) ( ; )[ ( ) ( )].Q

X

x q x Q x dy y x     (2) 

Для генератора Q  марковського процесу ( ), 0,x t t   визначений 

потенціал 1
0 П (П ) ,R Q     де П ( ) ( ) ( )

X

x dx x     — проектор на 

підпростір нулів оператора  : : 0QQ QN     [6]. 
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Гранична еволюція для системи (1) має представлення 
 ( ) ( ) ( ) ( ),du t a u dt u dw t   (3) 
де  
 '

0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ),
X X

a u C u x R C u x dx C u x dx     (4) 

а гранична дифузія ( )u  визначається зі співвідношення  
*( ) ( ) ( ),u u B u    

де 
 2

0 0 0( ) 2 ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ).
X X

B u C u x R C u x dx u x dx      (5) 

Усереднена функція регресії визначається співвідношенням 

 ( ) ( ) ( ; ).
X

С u dx C u x   (6) 

Виконується умова балансу 
 0 ( ) 0,С x   (7) 

Оператор ( )xL має представлення  
'

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) '( )x u a u C u x R C u x C u x u      L  

2
0 0 0

1 1
( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ''( ).

2 2
B u C u x R C u x u x u      

 

Означення. Система (1) називається асимптотично дисипатив-
ною, якщо дисипативною є гранична еволюція (3) [1, с. 31]. 

Теорема. Нехай існує функція Ляпунова 3( ) ( )C RdV u   системи 

 ( ),
du

a u
dt

  (8) 

яка задовольняє умовам [6] 

С1: 0 0 1 1( ; ) [ ( ; ) '( )] ' ( ), 0;C u x R L u x V u M V u M    

С2: 0 0 2 2( ; ) [ ( ; ) '( )] ' ( ), 0;C u x R C u x V u M V u M   

С3: 2
0 0 3 3( ; ) [ ( ; ) '( )] '' ( ), 0;u x R C u x V u M V u M    

С4: 0 4 4( ; ) [ ( ; ) '( )] ' ( ), 0;C u x R L u x V u M V u M    

С5: 2
0 5 5( ; ) [ ( ; ) '( )] '' ( ), 0.u x R L u x V u M V u M    

Крім того при 1 20, 0c c  виконуються умови 

 1( ) '( ) ( ),a u V u c V u   (9) 

 2sup || ( ) || ,
u

u c   (10) 
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а також виконується умова балансу (7). 
Тоді система (1) асимптотично дисипативна.  

Лема 1. Генератор двокомпонентного марковського процесу 

2
: ( ); : , 0t t

t
u u t x x t  


    
 

 

в банаховому просторі ( , )dB XR дійснозначних функцій ( ; )u x  
2,0 ( , )d XC R має представлення 

 2 1
0( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ),Cu x u x x u x x u x        L Q Г  (11) 

де  

 21
( ) ( ; ) ( ; ) '( ; ) ( ; ) ''( ; ),

2
x u x C u x u x u x u x    Г  (12) 

та 

0 0( ) ( ) ( ; ) '( ; ).C x u C u x u x   
Доведення. Генератор марковського процесу на збуреній тест-

функції визначається зі співвідношення: 

 
0

1
( ; ) lim [ [ ( ; ) ( ; )] | , ].t t t tu x E u x u x u u x x       


   


L  (13) 

Для умовного математичного сподівання, маємо: 

, ,[ ( ; )] [ ( ; )][ ( ) ( )],u x t t u x t t x xE u x E u x I I              
 

де ( )xI     і ( )xI     — індикатори часу перебування в стані х. 

Функція розподілу часу перебування x в стані х має показниковий 
розподіл, тому справедливими є співвідношення:  

 

2

2

2 ( ) 2

2 ( ) 2

( ) 1 ( ) ( );

( ) 1 ( ) ( ).

q t
t

q t
t

I e q t o

I e q t o





  

  





   

   

        


       
 (14) 

Підставляючи (14) в вираз для умовного математичного споді-
вання, отримуємо: 

, [ ( ; )]u x t tE u x   ( 21 ( ) ( )q t o     )+ 

+ , [ ( ; )]u x t tE u x    ( 2 ( )q t    ( )).o   

Розкладемо другий доданок за формулою Тейлора: 

 
2

,

2
, ,

( ) [ ( ; )]

( )[ ( ; ) ( '( ; ) )] ( ).

u x t t

u x u x

q t E u x

q t E u x E u x u o

  

  


 



 

     
 (15) 

Звідси, 
2

, , ,[ ( ; )] [ ( ; )] ( ) [ ( ; )]u x t t u x t u xE u x E u x q x E u x   
     

 
2 2

, ,( ) [ '( ; ) ] ( ) [ ( ; )] ( ).u x u x t tq x E u x u q x E u x o    
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Підставимо отримані результати в (13): 
2

, ,
0

2 2
, ,

1
( ; ) lim [ [ ( ; )] ( ) [ ( ; )]

( ) [ '( ; ) ] ( ) [ ( ; )] ( ; ) ( ).

u x t u x

u x u x t t

u x E u x q x E u x

q x E u x u q x E u x u x o

   

    






 
 

   


       

L
 

До доданку 2
,( ) [ ( ; )]u x t tq x E u x 

    застосуємо розклад (15): 
2 2

, ,( ) [ ( ; )] ( ) [ ( ; )]u x t t u x tq x E u x q x E u x    
     

 
2

,( ) [ '( ; ) ] ( ).u x tq x E u x u o 
    

 
Підставляючи отримане співвідношення в рівняння генератора 

(13), отримуємо: 
2

, , ,
0 0

1 1
( ; ) lim [ [ ( ; )] ( ) lim [ [ ( ; )] [ ( ; )]]u x t u x t u xu x E u x q x E u x E u x    

 
 

   
 

L  

2
, ,

0

1
( ) lim [ [ '( ; ) ] [ '( ; ) ]] ( ; ) ( ).u x t u xq x E u x u E u x u u x o   




       


 

Розглянемо окремо доданок  
, ,

0
( ) lim [ [ ( ; )] [ ( ; )]].u x t u xq x E u x E u x 


  

Враховуючи, що генератор марковського процесу має вигляд 
(2), то має місце рівність: 

, ,
0 0

( ) lim[ [ ( ; )] [ ( ; )]] lim ( ; ) ( ; ).u x t u xq x E u x E u x u x u x   
 

  Q Q  

Підставимо отриманий результат в рівняння (13): 
2

,
0

2
, ,

0

1
( ; ) lim [ [ ( ; )] ( ; )

( ) lim [ [ '( ; ) ] [ '( ; ) ]] ( ; ) ( ).

u x t

u x t u x

u x E u x u x

q x E u x u E u x u u x o

   

   











  


      

L Q
 

Обчислимо окремо другу границю: 

, ,
0

lim[ [ '( ; ) ] [ '( ; ) ]].u x t u xE u x u E u x u 


    

Проінтегрувавши (1) в проміжку [ ; ],t t   отримаємо: 

2

1
0 2 2

( );

( ); ( ); ( ).

t

t t

t t
t

t t

s
u u C u s x ds

s s
C u s x ds u s x dw s



 
 



 





      
  

             
      



 

 

Звідси, 

2

1
0 2 2

( );

( ); ( ); ( ).

t

t t

t t
t

t t

s
u u u C u s x ds

s s
C u s x ds u s x dw s
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Отже, 

1
, 02 20

lim '( ; ) ( ); ( );
t t

u x t
t t

s s
E u x C u s x ds C u s x ds 

 

 






                           
   

,2 2
( ); ( ) '( ; ) ( );

t t

u x
t t

s s
u s x dw s E u x C u s x ds 

 

                         
   

1
0 2 2

( ); ( ); ( ) 0.
t t

t t

s s
C u s x ds u s x dw s 

 

 


                       

   

Враховуючи отримані результати, генератор (13), набуде вигля-
ду: 

2
,

0

1
( ; ) lim [ [ ( ; )] ( ; ) ( ; ) ( )u xu x E u u x u x u x o    


       


L Q

 

1
, 02 20

1
lim ( ( ); ( );

t t

u x
t t

s s
E u C u s x ds C u s x ds 

 

 





                        
   

2
2

( ); ( ); ) ( ; ) ( ; ) ( ).
t

t

s
u s x dw s x u x u x o   






         

    
 Q  

Додамо і віднімемо у першому доданку ( , ),z x де  

1
02 2

( ); ( ); .
t t

t t

s s
z u C u s x ds C u s x ds

 

 

              
      

   

,
0

1
lim [ ( ; )]u xE u u x


  
  

, 20

1
lim ( ( ); ( ); ) ( ; ) ( ; )

t

u x
t

s
E z u s x dw s x z x z x   







                 


, ,20 0

1 1
lim ( ( ); ( ); ) ( ; ) lim [ ( ; )].

t

u x u x
t

s
E z u s x dw s x z x E z x   





 

               
  

Застосуємо формулу Тейлора до першого доданку отриманого 
виразу: 

, 2
( ( ); ( ); )

t

u x
t

s
E z u s x dw s x 



            
  

 , , , 2
[ ( ; )] [ '( ; )] ( ); ( )

t

u x u x u x
t

s
E z x E z x E u s x dw s  



            
  (16)  
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2

, , 2

1
[ ''( ; )] ( ); ( ) ( ).

2

t

u x u x
t

s
E z x E u s x dw s o 



            
   

Враховуючи (15) і (16), для границі буде вірним: 

, ,
0 0

1 1 1
lim [ [ ( ; )] lim [ ''( ; )]

2u x u xE u u x E z x 
 

     
2

, ,2 0

1
( ); ( ) lim [ ( ; )] ( ).

t

u x u x
t

s
E u s x dw s E z x o 







                 
  

Остаточно генератор набуває вигляду: 

, 20

1 1
( ; ) lim [ ''( ( );

2

t

u x
t

s
u x E u C u s x ds 







           
L  

1
0 ,2 2

( ); ; ) ( ); ( )
t t

u x
t t

s s
C u s x ds x E u s x dw s 

 

 


                          

 

2 2
,

1
[ ( ; )] ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ''( ; )

2u xE z x u x u x o u x u x           Q  

2 2 2
,

0

1
( ; ) lim [ ( ; ) ( ; )] ( ) ( ; ) ( ; ) ''( ; )

2u xu x E z x u x o u x u x u x        


       Q Q  

1
, 0

0
lim [ ( ; ) ( ( ; ) ( ; )) '( ; ) ( ; )] ( )u xE u x C u x C u x u x u x o   


       

 
2 2 1

0
1

( ; ) ( ; ) ''( ; ) ( ; ) '( ; ) ( ; ) '( ; ).
2

u x u x u x C u x u x C u x u x          Q
 

Цей вигляд збігається з (11). 

Лема 2. Граничний генератор L на збуреній тест-функції 
 2 3

1 2( ; ) ( ) ( ; ) ( ; ), ( ) ( )du x u u x u x u        C R  (17) 
визначається розв’язком проблеми сингулярного збурення 

 
1

1 0 2

0 1

( ; ) [ ( ; ) ( )] ( ; )

( ; ) ( ) ,

C

C

u x u x u u x

u x u

     
  

   

  

L Q Q

Г
 (18) 

де   — залишковий член, який визначається зі співвідношення 
 0 2 1 2( ; ) ( ; ) ( ; ).C u x u x u x      Г Г  (19) 

Доведення. Генератор (13) на збуреній тест-функції (17) має 
представлення: 

2 1 2 2
0 1 2( ; ) [ ][ ( ) ( ; ) ( ; )] ( )Ct u x u u x u x u                 L Q Г Q

1 1
1 2 0 0 1 0 2( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( )C C Cu x u x u u x u x u               Q Q Г

2 2 1
1 2 1 0( ; ) ( ; ) ( ) [ ( ; ) ( )]Cu x u x u u x u              Г Г Q Q  
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2 0 1 1 0 2 2[ ( ; ) ( ; ) ( )] [ ( ; ) ( ; ) ( ; )].C Cu x u x u u x u x u x            Q Г Г Г  
Оскільки ,QNQ  то перший доданок задовольняє співвідношення 

( ) 0.u Q  
Звідси, 

1
1 0 2 0 1( ; ) [ ( ; ) ( )] [ ( ; ) ( ; ) ( )]C Ct u x u x u u x u x u            L Q Q Г  

1 0 2 2[ ( ; ) ( ; ) ( ; )].Cu x u x u x      Г Г  
Позначивши  

1 0 2 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ,Cu x u x u x      Г Г  
генератор набуває вигляду (18). 

Лема 3. Розв’язок проблеми сингулярного збурення для генера-
тора L на функції Ляпунова 

 2 3
1 2( ; ) ( ) ( ; ) ( ; ), ( ) ( )dV u x V u V u x V u x V u     C R  (20) 

має вигляд: 

 ( ; ) ( ) ( ) ( ),V u x V u x V u   L L  (21) 
де L  — граничний генератор вигляду 

1
( ) ( ) '( ) ( ) ''( ),

2
V u a u V u B u V u L   

І залишковий член ( )x визначається співвідношенням 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).C Cx V u x x V u x x V u x x V u   R L Г R Г R L    
Доведення. Розглянемо дію генератора (18) на збурену функцію 

Ляпунова (20): 
1

1 0 2 0 1( ; ) [ ( ; ) ( ) ( )] [ ( ; ) ( ) ( ; )CV u x V u x x V u V u x x V u x       L Q C Q

1 0 2 2( )] [ ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],CV u x V u x x V u x x V u x    Г Г Г  

де ( ) ( ; )x V u xГ визначається зі співвідношення (12). 
Застосовуючи умову розв’язності проблеми сингулярного збу-

рення, для функції 1( ; )V u x маємо: 

1 0( ; ) ( ) ( ) 0;CV u x x V u Q  
1 0( ; ) ( ) ( ).CV u x x V u Q  

Звідси та з умови балансу (6), отримуємо вигляд 1( ; ) :V u x  

 1 0 0( ; ) ( ) ( ).CV u x x V u R  (22) 
Використовуючи другу умову розв’язності, має місце рівність: 

2 0 1( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ).CV u x x V u x x V u V u  Q Г L  
Підставимо (22) в останнє співвідношення: 

2 0 0 0( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );C CV u x x x V u x V u V u  Q R Г L  
 2 0 0 0( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );C CV u x V u x x V u x V u  Q L R Г  (23) 
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Позначимо через ( ) ( )x V uL  вираз 

 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C Cx x V u x V u x V u R Г L  (24)  

і підставимо в рівняння (23): 
 2 ( ; ) ( ) ( ) ( ),V u x V u x V u Q L L  (25)  

де  
 П ( ).xL L  (26) 

Через ( )xL позначимо різницю ( ),x L L L тоді (25) буде мати 

вигляд 

2 ( ; ) ( ) ( ).V u x x V uQ L  
З останньої рівності отримаємо представлення функції 2 ( ; ) :V u x  

 2 0( ; ) ( ) ( ).V u x x V u R L  (27) 

Підставляючи (24) в вираз для граничного генератора (26), бу-
демо мати 
 0 0 0П ( ) П ( ) ( ) П ( )C Cx x x x .  L L R Г  (28) 

Розглянемо окремо перший доданок:  

0 0 0 0 0 0П ( ) ( ) ( ) П ( ; ) [ ( ; ) '( )] 'C Cx x V u C u x C u x V u R R
'

0 0 0 0 0 0( ; ) [ ( ; ) '( )] ' ( ) ( ; ) ( ; ) '( ) ( )
X X

C u x C u x V u dx C u x C u x V u dx    R R  

0 0 0( ; ) ( ; ) ''( ) ( ).
X

C u x C u x V u dx R  

Для другого доданку справедливим є співвідношення:  

21
П ( ) П ( ; ) '( ) П ( ; ) ''( ) ( ; ) '( ) ( )

2
X

x V(u)= C u x V u u x V u C u x V u dx   Г  

21
( ; ) ''( ) ( ).

2
X

u x V u dx    

Підставимо отримані значення в (28): 
'

0 0 0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) '( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ''( ) ( )
X X

V u C u x C u x V u dx C u x C u x V u dx    L R R

21
( ; ) '( ) ( ) ( ; ) ''( ) ( )

2
X X

C u x V u dx u x V u dx      

'
0 0 0( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) '( ) ( ) '( )

X X

C u x C u x dx C u x V u dx V u 
 

   
  
 R   

2
0 0 0

1
( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ''( ).

2
X X

C u x C u x dx u x dx V u  
 

  
  
 R  
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Отже, враховуючи (4) та (5), граничний генератор набуде вигляду: 

 
1

( ) ( ) '( ) ( ) ''( ),
2

V u a u V u B u V u L  (29) 

що збігається з виразом для граничного генератора в умові леми. 
Тепер, використовуючи вирази для функцій 1( ; )V u x і 2 ( ; ),V u x  

можна знайти вигляд залишкового члена ( ).x Отже, підставляючи 
(22) та (27) в останній доданок генератора на збуреній функції Ляпу-
нова, отримуємо залишковий член, вигляд якого збігається з вигля-
дом наведеним в умові леми 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).C Cx V u x x V u x x V u x x V u   R L Г R Г R L   (30) 
Таким чином, враховуючи рівняння (29) та (30), отримаємо ви-

гляд генератора (21). 
Доведення теореми. Розглянемо залишковий член (30).  
Для першого доданку маємо:  

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) '( )] '.C x x V u C u; x L u; x V uR L R 
 

Враховуючи (12), для другого доданку буде справедливим: 

2
0 0 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ; )[ ( ) ( )]' ( ; )[ ( ) ( )]''

2
C C Cx x V u C u x x V u u x x V u  Г R R R

2
0 0 0 0

1
( ; ) [ ( ; ) '( )] ' ( ; ) [ ( ; ) '( )] ''

2
C u x C u x V u u x C u x V u  R R  

2
0 0 0 0

1
( ; ) [ (u; ) '( )]' ( ; ) [ (u; ) '( )]'' .

2
C u x C x V u u x C x V u R R  

З умов С2 і С3 теореми, маємо 

0 0 2 3
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2

Cx x V u M V u M V u Г R
 

Позначивши через 6M  суму 2 3
1

,
2

M M  отримуємо оцінку 

 0 0 6( ) ( ) ( ) ( ).Cx x V u M V uГ R  (31) 

З урахуванням умов С4 та С5 теореми, для третього доданку за-
лишкового члена вірною є оцінка: 

2
0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ; )[ ( ) ( )]' ( ; )[ ( ) ( )]''

2
x x V u C u x x V u u x x V u  Г R L R L R L    

2
0 0

1
( ; ) [L( ) '( )]' ( ; ) [L( ) '( )]''

2
C u x u; x V u u x u; x V u  R R    

2
0 0 4 5

1 1
( ; ) [L( ) '( )]' ( ; ) [L( ) '( )]'' ( ) ( ).

2 2
C u x u;x V u u x u;x V u M V u M V u   R R    
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Аналогічно, через 7M позначивши вираз 4 5
1

,
2

M M будемо мати: 

 0 7( ) ( ) ( ) ( ).x x V u M V uГ R L  (32) 

Отже, з врахуванням умови С1 теореми, а також співвідношень 
(31), (32), для залишкового члена вірним є обмеження: 
 ( ) ( ) ( ),x V u MV u   (33) 

де 1 6 7.M M M M    
Використовуючи твердження леми 3 і вираз (33) не важко пере-

вірити умови Модельної граничної теореми ([6], с. 197), тобто має 

місце слабка збіжність процесів ( ) ( )u t u t  при 0.   

Нехай тепер 
(1) ( )d V u

du
 — похідна від функції Ляпунова, обчис-

лена вздовж траєкторії системи (3).  
Оскільки функція Ляпунова ( )V u задовольняє умову Ліпшиця: 

2 1 2 1( ) ( ) ,V u V u B u u  
 

де В — константа, то справедливою буде наступна оцінка [1, с. 28]: 
(1) ( ) ( )

( ) ( ) ,
d V u dV u

B u dw t
du du

 
 

де 
( )dV u

du
 — похідна від функції Ляпунова, обчислена вздовж траєк-

торії детермінованої системи (8). 
Застосовуючи умови теореми (9) і (10), отримуємо наступну 

оцінку для 
(1) ( )

:
d V u

du
 

(1)

1 2
( )

( ) ( ) .
d V u

c V u Bc dw t
du

  
 

Це дає можливість знайти оцінку функції Ляпунова ( )V u [1, с. 23]: 

1 1
0

0 2
0

( ) ( ) ( ) .

t t

s

tc ds c dp

V u V u e e Bc dw s ds
  

    

Отже,  

1 1 ( )
0 2

0

( ) ( ) ( ) .
t

c t c t sV u V u e Bc e dw s ds      

Обчислюючи математичне сподівання обох частин нерівності, 
маємо: 
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1 1 ( )
0 2

0

( ) ( ) ( ) .
t

c t c t sEV u V u e Bc e E dw s ds      

З властивостей вінерівського процесу та оцінки ([1, с.32)  

  ( )
( ) , ,

inf ( )
u

EV u
u t R R

V u
  P  

випливає, що система (3) дисипативна.  
Отже, з Модельної граничної теореми та дисипативності систе-

ми (3) слідує асимптотична дисипативність системи (1). 

Висновки. Встановлена дисипативність вихідної випадкової 
еволюції з сингулярно збуреним доданком відносно малого парамет-
ру та марковськими переключеннями дає можливість поставити за-
вдання про асимптотичну дисипативність такої еволюції з напівмар-
ковськими переключеннями. Для цього спочатку необхідно встано-
вити дифузійність граничного процесу через розв’язок проблеми син-
гулярного збурення для компенсуючого генератора вихідної еволюції 
та супроводжуючого марковського процесу [6]. 
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