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The rheological equation for a dilute suspension of rigid axisymmetric 
elongated particles possessing a permanent magnetic moment with blood as a 
carrier fluid are derived within the frames of a structure-phenomenological ap-
proach. The V. K. Stokes fluid with couple stresses and the uniaxial dumbbell 
are used as the rheological and hedrodynamic models of blood and suspended 
particles, respectively. The influence of an external magnetic field on a 
rheological behaviour of the suspension under study is examined.  

Key words: rheological equation, suspension in blood, suspended par-
ticles. 
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ОБЧИСЛЕННЯ 2 D ІНТЕГРАЛІВ  
ВІД ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ  

З ВИКОРИСТАННЯМ КУСКОВО-СТАЛОЇ ІНТЕРЛІНАЦІЇ 

У статті розглядаються кубатурні формули обчислення 2 D 
інтегралів від тригонометричних функцій з використанням ін-
терлінації у випадку, коли інформація про функцію задана її 
слідами на лініях.  

Ключові слова: інтерлінаці функцій, кубатурна формула, 
інтеграли від тригонометричних функцій. 

Вступ. На даний час є математичні моделі, зокрема в цифровій 
обробці сигналів, комп’ютерній та сейсмічній томографії, які викори-
стовують нові інформаційні оператори. Так в теорії наближеного об-
числення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних 
побудовані кубатурні формули наближеного обчислення коефіцієнтів 
Фур’є з використанням інтерлінації функцій на класі Ліпшиця, Гьо-
льдера, класі диференційованих функцій. В якості даних такі кубату-
рні формули використовують не лише значення функції у вузлових 
точках, а також сліди функції на лініях. Сучасні математичні моделі 
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вимагають розв’язання більш широкої задачі — наближеного обчис-
лення інтегралу від функцій двох змінних 

 
1 1

0 0

( ) ( , ) sin ( , )I f x y g x y dxdy     (1) 

у випадку, коли інформація про ( , )f x y  та ( , )g x y  задана як значен-
нями функції у вузлових точках, так і слідами на лініях. Тому актуа-
льним є питання дослідження інтегралів від тригонометричних функ-
цій у випадку різних інформаційних операторів. 

Аналіз існуючих робіт. Задача наближеного обчислення інтегралів 
від швидкоосцилюючих функцій двох змінних має як класичне 
розв’язання, так і з використанням теорії інтерлінації функцій на різних 
класах функцій у випадку різних інформаційних операторів [1, 2]. В [3–
14] викладена теорія наближеного обчислення інтегралів від швидкоос-
цилюючих функцій двох змінних з використанням операторів інтерліна-
ції у випадку, коли інформація про функцію задана слідами функції на 
взаємноперпендикулярних прямих та значеннями функції в точках. Крім 
того, на класі Ліпшиця та класах диференційовних функцій досліджена 
якість запропонованих кубатурних формул. В [15] доведена оптималь-
ність за порядком точності кубатурних формул наближеного обчислення 
2 D-коефіцієнтів Фур’є у випадку, коли інформація про неосцилюючий 
множник задана її слідами, а також слідами її похідних на площинах, що 
розбивають область на прямокутники. Для наближеного обчислення 
інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних в [16] викладе-
ний алгоритм побудови та досліджена якість кубатурної формули, яка в 
своїй побудові використовує сліди функції на оптимально вибраних лі-
ніях. Однак в жодній з наведених робіт не досліджувалося питання на-
ближеного обчислення інтегралів виду (1). 

Постановка задачі. Для наближеного обчислення інтегралу від 
функцій двох змінних виду  

 
1 1

0 0

( ) sin ( , )J g x y dxdy    , (2) 

побудувати кубатурну формулу з використанням операторів кусково-
сталої сплайн-інтерлінації. Інформація про функцію ( , )g x y  задана її 
слідами на взаємно-перпендикулярних прямих. На класі диференційов-
них функцій отримати оцінку похибки наближення кубатурної формули. 

Кубатурні формула обчислення 2 D інтегралу від тригономе-
тричної функції на основі кусково-сталої сплайн-інтерлінації.  

Означення. Під слідом функції ( , )g x y  на лініях / 2,kx k     

/ 2,jy j     , 1,k j   , 1/    розуміємо відповідно функції од-

нієї змінної ( , ), 0 1kg x y y  , ( , ), 0 1jg x y x  . 
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Введемо позначення:  

0 0

1, ,1,
( ) 1, ; ( ) 1,

0, , 0, ,
    

jk
k j

k j

y Yx X
h x k H y j

x X y Y

       
  , 

1/2 1/2 1/2 1/2, , , ,k k k j j jX x x Y y y            

/ 2,kx k     / 2,jy j    , 1,k j   , 1/   . 

Тоді оператор кусково-сталої сплайн-інтерлінації має вигляд 

         0 0
1 1

, , ,k k j j
k j

Eg x y g x y h x g x y H y
 

   
 

     0 0
1 1

,k j k j
k j

g x y h x H y
 


 

. 

Теорема 1. Нехай  
     1,0 0,1 1,1

1 2( , ) , ( , ) , ( , )g x y M g x y M g x y M   , 
тоді для кубатурної формули 

 
1 1

1
0 0

( ) sin ( , )Eg x y dxdy      

справедлива наступна оцінка похибки наближення  

2
1( ) ( ) min 2;

16

M
J Ф

      
 

. 

Доведення. Для кубатурної формули 1( )  справедлива насту-

пна оцінка похибки наближення: 

1( ) ( )J Ф  
1 1 1 1

0 0 0 0

sin ( , ) sinE ( , )g x y dxdy g x y dxdy       

1 1

0 0

sin ( , ) sinE ( , )g x y g x y dxdy      

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( ( , ) E ( , )) ( ( , ) E ( , ))
2cos sin

2 2

k j

k j

x y

k k x y

g x y g x y g x y g x y
dxdy

 
 

 
 

 
   

 

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( ( , ) E ( , ))
2 sin

2

k j

k j

x y

k k x y

g x y g x y
dxdy
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1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) E ( , )
2 m in 1;

2

k j

k j

x y

k k x y

g x y g x y
d x d y

 

 
 

 
   

 
   
 

 

1 1

2 2

1 1

2 2

(1,1)

1 1

2 min 1; (x, y)
2

k j

k j
k j

x y
yx

k k x y x y

g dxdy dxdy


 

 
 

 
    
 

    
 

 

1 1

2 2

1 1

2 2

(1,1)

1 1

2 min 1; (x, y)
2

k j

k j
k j

x y
yx

k k x y x y

g dxdy dxdy


 

 
 

 
    
 

    
 

 

1 1

2 2

1 1

2 2

(1,1)

1 1

2 min 1; (x, y)
2

k j

k j
k j

x y
yx

k k x y x y

g dxdy dxdy


 

 
 

 
    
 

    
 

 

1 1

2 2

1 1

2 2

(1,1)

1 1

2 min 1; (x, y)
2

k j

k j
k j

x y
yx

k k x y x y

g dxdy dxdy


 

 
 

 
  
 
 

    
 

 

  
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 min 1;
2

k j

k j

x y

k j
k k x y

M
x x y y dxdy


 

 
 

     
 

  
 

 

  
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2min ,
2

k j k j

k j k j

x y x y

k j
k k k kx y x y

M
dxdy x x y y dxdy


   

   
   

 
 

    
 
 

    
   

 

  
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 min ,
2

k j k j

k j k j

x y x y

k j
k k k kx y x y

M
dxdy x x y y dxdy


   

   
   

 
 

    
 
 

    
   

 

2 2
2 2 2 2 22min , 2min 1; min 2; .

2 4 4 32 16

M M M                        
   

Теорема доведена. 

Лема. Для оператора кусково-сталої сплайн-інтерлінації справе-

длива рівність  1,1( , ) ( , ) ( , )
k j

yx

x y

F x y EF x y F x y dxdy    . 
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Теорема 2. Нехай  
     1,0 0,1 1,1

1 2( , ) , ( , ) , ( , )g x y M g x y M g x y M   , 
тоді для кубатурної формули 

1 1

2
0 0

( ) E(sin ( , ))g x y dxdy     , 

справедлива наступна оцінка похибки наближення 
2

21 2
2( ) ( )

16

M M M
J Ф

 
 


   . 

Доведення. Знайдемо оцінку похибки наближення кубатурної 
формули 2 ( ) : 

2( ) ( )J Ф    
1 1 1 1

0 0 0 0

sin ( , ) sin ( , )g x y dxdy E g x y dxdy       

 
1 1

0 0

sin ( , ) E sin ( , )g x y g x y dxdy      

 
1 1

2 2

1 1

2 2

1,1

1 1

(x, y)

k j

k j

x y

k j
k k x y

F x x y y dxdy

 

 
 

    
 

, 

де ( , ) sin ( , )F x y g x y . Тоді 
   1,0 1,0( , ) cos ( , ) ( , )F x y g x y g x y    , 

       1,1 0,1 1,0 1,12( , ) sin ( , ) ( , ) ( , ) s ( , ) ( , ),F x y g x y g x y g x y co g x y g x y         

       1,1 0,1 1,0 1,12 2
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .F x y g x y g x y g x y M M M            

Отже, 

2( ) ( )J Ф   
1 1

2 2

1 1

2 2

2
1 2

1 1

k j

k j

x y

k j
k k x y

M M M x x y y dxdy 
 

 
 

        
 

 

 
2 2

2 2
1 2 4 4

M M M   
    

2
21 2

16

M M M   
 . 

Теорема доведена. 

Чисельний експеримент. Наведемо чисельні результати тестуван-
ня запропонованих кубатурних формул в системі комп’ютерної матема-

тики MathCad. В першій кубатурній формулі функція 2 2( , )g x y x y  
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замінюється кусково-сталим інтерлінантом, в другій — кусково-сталим 
інтерлінантом замінюється вся підінтегральна функція. 

Обчислення  J 
 

за формулою  1   для 2 2( , )g x y x y . 

Таблиця 1 

     J    1      1J    

4 2π 0.28047436144246 0.27940493369330 0.001069427749
10 2π 0.28047436144246 0.28046790563192 0.000006455810
4 3π 0.26850255718158 0.27468569220800 0.006183135026

10 3π 0.26850255718158 0.2685177205135 0.000015163331
15 3π 0.26850255718158 0.26850447418871 0.000001917007
4 4π 0.25866116490118 0.23983185491698 0.018829309984

10 4π 0.25866116490118 0.25862504458183 0.000036120319
15 4π 0.25866116490118 0.25865776307848 0.000003401822

Обчислення  J 
 

за формулою  2   для 2 2( , )g x y x y . 

Таблиця 2 

     J    2      2J    

4 2π 0.28047436144246 0.27942456249253 0.001049798949
10 2π 0.28047436144246 0.28044800656140 0.000026354881
4 3π 0.26850255718158 0.27043406312554 0.001931505943

10 3π 0.26850255718158 0.26852660126811 0.000024044086
15 3π 0.26850255718158 0.26850655765063 0.000004000469
4 4π 0.25866116490118 0.25862374761000 0.000037417291

10 4π 0.25866116490118 0.25865126012023 0.000009904780
15 4π 0.25866116490118 0.25865481102928 0.000006353871

Висновки. У статті пропонуються кубатурні формули наближе-
ного обчислення інтегралу від тригонометричної функції виду (2), де 

( , )g x y  є диференційовною функцією, і інформація про неї задана 
слідами на взаємно перпендикулярних прямих. В першій кубатурній 
формулі функція ( , )g x y  замінюється кусково-сталим інтерлінантом, 
в другій — кусково-сталим інтерлінантом замінюється вся підінтег-
ральна функція. Для кожної кубатурної формули отримана оцінка 
похибки наближення. Проведений чисельний експеримент в системі 
комп’ютерної математики Mathcad підтверджує теоретичний резуль-
тат: за кубатурною формулою, де кусково-сталим інтерлінантом за-
мінюється вся підінтегральна функція, обчислення є більш точними. 
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ЛІНЕАРИЗАЦІЯ СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ  
РІВНЯНЬ КОНВЕКЦІЇ-ДИФУЗІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ 

НЕЛОКАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

У роботі розв'язана задача застосування нелокальних пере-
творень еквівалентності для лінеаризації та знаходження нело-
кальних анзаців нелінійної системи рівнянь конвекції-дифузії. 

Ключові слова: система рівнянь конвекці-дифузії, лінеа-
ризація, нелокальні перетворення еквівалентності, нелокальні 
анзаци, нелокальна редукція. 

Вступ. У роботах [11, 8] наведені нелокальні перетворення, які 

нелінійне рівняння дифузії 2( )t xu u u   зводять до лінійного 

t xxz z . У роботі [9] ці перетворення узагальнені і показано, що за 
допомогою даних перетворень нелінійне рівняння дифузії 
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