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УМОВНІ СИМЕТРІЇ І ТОЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ  
СИСТЕМИ РІВНЯНЬ РЕАКЦІЇ-ДИФУЗІЇ 

Знайдено Q-умовні симетрії (1+1)-вимірної системи рівнянь 
реакції-дифузії з певними обмеженнями на вигляд оператора. За 
допомогою отриманого оператора, знайдено відповідний анзац, 
який редукує систему рівнянь реакції-дифузії до системи ЗДР. 
Побудовано точний розв’язок системи рівнянь реакції-дифузії. 

Ключові слова: Q-умовні симетрії, системи рівнянь реак-
ції-дифузії, точні розв’язки. 

Вступ. Розглянемо (1+1)-вимірну систему рівнянь реакції-дифузії 
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де 1 1 2 2 2 1 2( ), ( ), , ,u u x u u x x R u u R    , нижні індекси ,t x  означа-

ють диференціювання за змінними ,t x  відповідно. Системи типу (1) 
описують багато різноманітних процесів в фізиці [3], біології [4, 7–9] і 
екології [10]. 

Всі можливі симетрії Лі системи (1) знайдено в роботах [5, 6]. 
Часткові результати, щодо пошуку Q-умовних симетрій системи (1) 
отримано в роботі [1]. Пошуку Q-умовних симетрій присвячена не-
щодавно опублікована робота [11]. 

Постановка задачі. Будемо шукати оператори Q-умовної симе-
трії [2] вигляду 

 1 2
1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , )t x u uQ u u u u u u           (2) 

відносно яких інваріантна система рівнянь реакції-дифузії (1). В ро-
боті [11] знайдено Q-умовні симетрії вигляду (2) з додатковою умо-

вою 1
2 0u  і наведено деякі приклади з 1

2 0u  . В цій роботі ми наве-

демо перелік Q-умовних симетрій (2) системи (1) з умовою  

 2 1
1 2 0,u u    (3) 

2
1 0u  , інакше, з точністю до перепозначень, ми отримаємо випадок 

1
2 0u  . Також побудуємо точний розв’язок для системи рівнянь реа-

кції-дифузії за допомогою одержаного оператора. 
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Основний результат. 

Теорема. Система рівнянь реакції-дифузії (1) Q-умовно інваріа-
нтна відносно оператора (2) з умовою (3), коли вона та відповідний 
оператор набувають одного з наведених виглядів 
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У формулах (4)–(6): 2, , ;m n R D m    . 

Доведення. Для доведення теореми потрібно побудувати зага-
льний розв’язок системи визначальних рівнянь 
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при умові (3). В роботі [11] проведено аналіз системи (7) і показано, 
що система (1) Q-умовно інваріантна відносно оператора (2) тоді і 
тільки тоді, коли розв’язком рівнянь 1)–11) будуть функції 

 1 1 2 2 1 2
11 12 1 21 22 20, , .u u u u                (8) 

При умові (8) рівняння 12)–13) системи (7) наберуть вигляду 
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 (9) 

тут і нижче, якщо спеціально не вказано, функції 1 2,   визначаються 

формулами (8). 
Будемо шукати частиний розв’язок системи (9) у вигляді 

 1 2
1 2= , 1, 2.a

part a a af u u a      (10) 

Підставивши вирази (10) у систему (9), одержимо систему 
алгебраїчних рівнянь 
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В залежності від значень параметрів   з індексами, одержимо 5 
різних розв’язків цієї системи. Чотири з низ проаналізовані в роботі 
[11], тут ми зупинимося на розгляді п’ятого випадку, який є найскла-
днішим. Цей випадок визначається умовою  

11 22 12 21 0.        

Вибравши зручним чином параметри   з індексами, одержимо 

частиний розв’язок (10) у вигляді 

 1 1 2 2
1 2, .part partf f       (11) 

Далі ми маємо розв’язувати однорідну систему 
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Виконавши наступні перепозначення в системі (12): 

1 1 2 2 2 222 1 12 2 11 2 21 1
21 21, , ,u u u u f f

       
 

 
    

 
12 21 12 , 2 ,ii ii        

одержимо систему вигляду 
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Помноживши перше рівняння (13) на 1A , а друге на 2A  і 
додавши, одержимо 
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Для знаходження розв’язку одержаного рівняння, потрібно 
розв’язати систему 
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Введемо заміни 22 11 22 11= , = .m n      Для одержання 

ненульових 1A  і 2A  необхідно, щоб  
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Розв’язуючи (14) ми одержуємо три підвипадки в залежності від 
2

12=D m  : 

1) = 0D ; 2) > 0D ; 3) < 0D . 

Розглянемо детально підвипадок 1). Система (13) набуде вигляду 
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Для одержання системи (15) ми поділили перше рівняння на 2m , 
а друге на m  і виконали наступні перепозначення ,n nm  

1 1 2 21,
m

f mf u u  .  

Додавши рівняння системи (15), одержимо рівняння 

  1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( 1) ( ) ( ( 1) )( ) = ( ),u un u u f f u n u f f n f f         

загальний розв’язок якого має вигляд 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

198 

 

2

1 21 2 1 2 1 2= ( ) ( ), = ( ) .
nu

u uf f u u u u e  

    (16) 

Підставивши 1f  з (16) в друге рівняння системи (15), одержимо 
рівняння  

1 2
1 2 2 1 2 2 2 1 2 1(( 1) ) ( ( 1) ) = ( ) ( ),u un u u f u n u f nf u u          

Розв’язавши його, одержимо розв’язок 
 2 2 1 1 2 2= ( ) ( ) ( ).f u u u      (17) 

Підставивши (17) у (16), отримаємо  
 1 1 1 1 2 2= ( ) ( ) ( ).f u u u      (18) 

Використавши формули (11), (17), (18) і перепозначивши 
1

, i
it t

m m


  , одержимо систему рівнянь реакції-дифузії і відпо-

відний оператор (4) з теореми. У підвипадках 2), 3) одержимо систе-
ми і відповідні оператори (5), (6). 

Точні розв’язки системи рівняннь реакції-дифузії. Розглянемо 
систему рівнянь і оператор (6). Анзац побудований за допомогою відпо-
відного оператора, має вигляд 
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Підставивши, одержаний анзац, в систему рівнянь (6), отримає-
мо редуковану систему і відповідний інваріант 
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Знайти загальний розв’язок редукованої системи не вдається, 
але при спеціальному виборі функцій 1 20, 2a     вдається знай-
ти частинний розв’язок редукованої системи, а, отже і системи рів-
нянь реакції-дифузії (6). Таким чином, маємо розв’язок 

   

 
1

1

cos sin
= ,

cos
= , > 0, < 0,

m Dt D Dt
u

Da x C

Dt
v a

Da x C


   


 



 

 

нелінійної системи рівнянь реакції-дифузії 
   1 1 1= 2 2 ( 2 ) ,xx tu u v auv u au u mv m         
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3
2 2= 2 ( 2 ) 2 ( ),xx tv v auv u mv a v u mv        

яка може претендувати на опис реальних процесів. 

Висновки. У роботі знайдено оператори Q-умовної симетрії 
вигляду (2) з обмеженнями (3) відносно яких інваріантна система 
рівнянь (1). В якості прикладу представлено анзац і відповідну 
редуковану систему для одного з випадків. Наведено точний розв’язок 
системи рівнянь реакції-дифузії, який при певних значеннях параметрів 
може претендувати на опис реальних фізичних чи біологічних процесів.  

Автори вдячні проф. Р.М. Чернізі за постановку задачі і плідні 
дискусії. 

Список використаних джерел: 

1. Баранник Т. А. Умовна симетрія і точні розв’язки багатовимірного рів-
няння реакції-дифузії / Т. А. Баранник // Укр. мат. журн. — 2002. — Т. 54, 
№ 10. — С. 1416–1420. 

2. Фущич В. И. Симметрийный анализ и точные решения нелинейных урав-
нений математической физики / В. И. Фущич, В. М. Штелень, 
Н. И. Серов. — К. : Наук. думка, 1989. — 336 с. 

3. Ames W. F. Nonlinear Partial Differential Equations in Engineering / 
W. F. Ames. — New York : Academic Press, 1972. — 495 p. 

4. Britton N. F. Essential Mathematical Biology / N. F. Britton. — Berlin : 
Springer, 2003. — 335 p. 

5. Cherniha R. Lie Symmetries of Nonlinear Multidimensional Reaction-
Diffusion Systems: I / R. Cherniha, J. R. King // J. Phys. A: Math. Gen. — 
2000. — Vol. 33. — P. 267–282. 

6. Cherniha R. Lie Symmetries of Nonlinear Multidimensional Reaction-
Diffusion Systems: II / R. Cherniha, J. R. King // J. Phys. A: Math. Gen. — 
2003. — Vol. 36. — P. 405-425. 

7. Murray J. D. Mathematical Biology / J. D. Murray. — Berlin : Springer, 1989. — 
767 p. 

8. Murray J. D. Mathematical Biology, II / J. D. Murray. — Berlin : Springer, 
2003. — 801 p. 

9. Murray J. D. Nonlinear Differential Equation Models in Biology / 
J. D. Murray. — Oxford : Clarendon Press, 1977. — 370 p. 

10. Okubo A. Diffusion and Ecological Problems. Modern Perspectives. / 
A. Okubo, S. A. Levin. — Berlin : Springer, 2001. — 444 p. 

11. Pliukhin O. Q-Conditional Symmetries and Exact Solutions of Nonlinear Reaction–
Diffusion Systems / O. Pliukhin // Symmetry. — 2015. — Vol. 7. — P. 1841–1855. 

We have found Q-conditional symmetries of the (1+1)-dimensional re-
action-diffusion system with some restrictions on the form of the operator. 
Using the obtained operator, we have found corresponding ansatze, which 
reduces reaction-diffusion system to the system of ODEs. We have con-
structed exact solution of nonlinear reaction-diffusion system. 

Key words: Q-conditional symmetry, reaction-diffusion systems, exact 
solutions. 

Отримано: 30.03.2016 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




