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Connected initial-boundary value thermomechanical problem for electric 
conductive layer with a plane-parallel boundaries for homogeneous non-
stationary electromagnetic action was formulated. Using cubic approximation 
for distributions of all key functions over the layer thickness the general solu-
tion of this problem was obtained. On this basis the solution of the problem in 
the fading sine wave regime was constructed and thermostressed state of the 
considered layer depending on the amplitude and frequency characteristics of 
this electromagnetic action was numerically analyzed. 
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ПОБУДОВА РОЗГАЛУЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ РІВНЯНЬ 
КАРМАНА ЗА НЕОДНОРІДНИХ КРАЙОВИХ УМОВ 

Розглянуто задачу побудови біфуркаційної картини для рі-
внянь Кармана за неоднорідних крайових умов. Для 
розв’язання задачі використовувався нелінійний узагальнений 
метод Канторовича у поєднанні з методом продовження по 
параметру та алгоритмом аналізу особливих точок розв’язку.  

Ключові слова: біфуркація розв’язків нелінійних крайових 
задач, рівняння Кармана, неоднорідні крайові умови, неліній-
ний узагальнений метод Канторовича. 

Вступ. Практичне значення процесів та явищ, що описуються 
нелінійними крайовими задачами для рівнянь Кармана, поряд із ве-
ликою кількістю можливих розв’язків, які спостерігаються у застосу-
ваннях, обумовлюють інтерес до побудови біфуркаційної множини 
для зазначених рівнянь, визначених на різноманітних многовидах та 
доповнених різними типами крайових умов. При цьому параметри, 
що характеризують зовнішній вплив на процес, що розглядається, 
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можуть входити як у диференціальні співвідношення (права частина 
рівнянь Кармана), так і в крайові умови. В останньому випадку гово-
ритимемо про неоднорідні крайові умови.  

Передусім зазначимо монографії [1, 6, 12], у яких із загальнома-
тематичних позицій здійснюється аналіз поняття біфукації та розга-
луження розв’язків нелінійних крайових задач. 

У роботах [3, 4] нелінійна крайова задач для рівнянь Кармана 
формулюється для напівсферичної області, з однорідними крайовими 
умовами. Для розв’язання задачі використовувався метод Релея-
Ритца: функції апроксимувалися відрізками ортогональних функціо-
нальних рядів (ряд Фур’є у одному напрямку та ряд, складений з фу-
нкцій Бесселя та модифікованих функцій Бесселя, — у іншому). 

Тут було одержано розв’язки як симетричні, так і асиметричні 
відносно центрального перерізу напівсфери. Було встановлено, що 
для гілок, яким відповідають симетричні розв’язки, поряд із значен-
нями параметрів задачі, для яких малі зміни приводять до малих змін 
характеру розв’язку («еволюційні» зміни), існують значення параме-
трів, для яких малі зміни приводять до різких якісних змін характеру 
розв’язку («стрибкоподібні» зміни). Останні пов’язані із приєднан-
ням до основної гілки розв’язку гілок, що були ізольованими для 
близьких значень параметрів. Несиметричним розв’язкам відповідає 
ряд гілок, які відгалужуються від стійкої ділянки основної гілки си-
метричних форм і знову приєднуються до неї на нестійкій ділянці.  

У роботі [17] для різних типів однорідних крайових умов розгляда-
ється нелінійна крайова задача для рівнянь Кармана, визначена на цилі-
ндричному сегменті; при цьому функція, що описує зовнішній вплив, 
має локалізований характер. Як інструмент побудови біфуркаційної кар-
тини автори використовували метод скінченних елементів у поєднанні з 
методом продовження по параметру з оптимальним вибором параметра 
продовження. Тут встановлено існування гілок, що відповідають симет-
ричним та асиметричним (відносно центральних перерізів) розв’язкам.  

У монографії [16] наведено повну структуру розгалуження нелі-
нійної крайової задачі, визначеній на замкнутій циліндричній повер-
хні, з однорідними крайовими умовами, при цьому функція, що опи-
сує зовнішній вплив постійна на області визначення. Тут фіксуються 
гілки первинного та вторинного розгалуження; першим відповідають 
регулярні (у коловому напрямку) розв’язки, другим — локалізовані.  

Роботи [7, 8] присвячені аналізу біфуркаційної картини для нелі-
нійної крайової задачі, визначеній на циліндричній області, із неодно-
рідними крайовими умовами; при цьому функція, що описує зовнішній 
вплив, дорівнює тотожному нулю на всій області визначення; біфурка-
ційна картина досліджувалась у функції параметра, що визначає неод-
норідність крайових умов. Для одержання постбіфуркаційних гілок 
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розв’язку використовувався метод «стрибка» у евклідовому просторі, 
одержаному через скінченноелементну апроксимацію розв’язувальних 
рівнянь. Використовуючи зазначений метод, автори одержали окремі 
гілки вторинного розгалуження біфуркаційної структури.  

У роботах [13, 14] зазначена нелінійна крайова задача була зведена 
до скінченновимірної за допомогою введення гіпотези про нескінченну 
протяжність області визначення у поздовжньому напрямку та апрокси-
мації розв’язку у коловому напрямку відрізком тригонометричного ряду.  

Гіпотеза щодо нескінченної протяжності області у поздовжньо-
му напрямку дозволило авторам цих робіт використати апарат теорії 
динамічних систем для аналізу біфуркацій нелінійної крайової задачі 
для рівнянь Кармана, трактуючи поздовжню координату як час, та 
стандартні пакети біфуркаційного аналізу поведінки динамічних сис-
тем для здійснення відповідних розрахунків. Тут було одержано 
розв’язки, регулярні в коловому напрямку та локалізовані у поздовж-
ньому. У роботі [15] наведено математичні підвалини цього методу.  

У роботі [9], що спирається на даний підхід, обґрунтовується те-
за, що в процесі дослідження реальних систем, поведінка яких опису-
ється рівняннями Кармана, як оцінки значень параметрів, при яких 
система зазнає катастрофи, мають використовуватися не значення 
параметрів, яким відповідає перша біфуркація, а значення параметрів, 
при яких стають рівними значення функціонала варіаційної постано-
вки задачі на гілці розв’язку, що передує першій біфуркації, та гілках 
первинного, вторинного і т.д. розгалуження (тобто досліджувати 
структуру не біфуркаційної множини, а множини Максвелла [2]). 
Такий підхід веде до необхідності побудови повної біфуркаційної 
картини для нелінійної крайової задачі для рівнянь Кармана. 

У монографії [16] наведено картину розгалуження для випадку не-
лінійної крайової задачі, визначеної на циліндричній поверхні, за неод-
норідних крайових умов; функція, що описує зовнішній вплив, дорівнює 
тотожному нулю. Картина містить гілки первинного, вторинного та тре-
тинного розгалуження: першим відповідають розв’язки, регулярні у обох 
напрямках, другим — розв’язки, локалізовані у поздовжньому та регу-
лярні у коловому напрямку, врешті, гілкам третинного розгалуження 
відповідають розв’язки, локалізовані в обох напрямках.  

У цій роботі розглянуто нелінійну крайову задачу для рівнянь Кар-
мана, визначених на циліндричній поверхні, з неоднорідними гранични-
ми умовами, для випадку, коли, функція, що описує зовнішній вплив, 
постійна на області визначення, проте не дорівнює тотожному нулю. 

Узагальнений розв’язок рівнянь Кармана. Задача формулю-
ється на циліндричній поверхні, 

 min max min max min max
1 1 1 2 2 2 2 2; :x x x x x x x x       , 
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що обмежена контуром  

   min min max max min max
1 1 2 2 2 1 1 2 2 2, ,x x x x x x x x x x           ;  

для формулювання задачі у цій роботі використані такі позначення: 
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2W   — простір С. Л. Соболєва. 

Рівняння формулюються (у ортогональній системі координат 

 1 2,x x ) як система нелінійних рівнянь у частинних похідних вигляду: 
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де const   — функція, що описує зовнішній вплив; 1k , 2k , 1a , 

2a  — додатні константи.  

Задача має бути доповнена умовами періодичності на контурі 

min max
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; p  — параметр, що визначає неоднорід-

ність крайових умов.  
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Узагальнений розв’язок зазначеної нелінійної крайової задачі 

(враховуючи заміну 
2
2

2 2 2

px
u u  ) дається парою функцій 

 1 2, ,U u u     2
1 2 2 0,u W u H    , що задовольняють інтеграль-

ним тотожностям:  
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для будь-яких довільних функцій    2
1 2 2 0,v W v H    , де 

 0H   — замикання простору функцій  

 2
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n

   
 

    
 

 

у нормі   1 2,K dx dx 

 ; 

n

 


 — похідна за напрямком, нормальним 

до контуру  ;  , c  — параметри задачі.  

Нелінійний узагальнений метод Канторовича (НУМК). Для 
відшукання розв’язків нелінійної крайової задачі (2) будується послі-
довність наближень до узагальненого розв’язку (3), (4) за допомогою 
представлення вектору невідомих функцій задачі на ітераціях алгори-
тму в вигляді: 

              _____

1
1 2 1 2 1 2

1,2
, , ,i i

j j j
j

U x x u x x h x g x i


     

          1 2
1 2 21 1

i ih x g x W   ,          1
1 2 22 2

i ih x g x H   . (5) 

Представлення (5) дозволяє представити розв’язувальні співвід-
ношення нелінійної крайової задачі (2) у вигляді послідовності сис-
тем диференціальних рівнянь вигляду (тут і далі пропущено верхній 
індекс, що відповідає номеру ітерації): 

     1 2

_____

1 1
1

, , , 1,8j x x
j

dh
f h x a x j

dx
  , (7) 
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     2 1

_____

2 2
2

, , , 1,8j x x
j

dg
f g x a x j

dx
  . (8) 

Для відшукання розв’язків зазначених нелінійних одновимірних 
крайових задач використовувався метод зведення нелінійної крайової 
задачі до еквівалентної задачі Коші [16]; на ітераціях методу обчис-
люються матриці Фреше для систем (7) і (8). Рівність нулю визначни-
ків цих матриць (

1
det xJ  та 

2
det xJ , відповідно) визначає особливу 

точку розв’язку [11]: 
 det 0, 1,2

ixJ i  . (9) 

Алгоритм організовує ітераційний процес, у межах якого підсисте-
ми (7), (8) обчислюються окремо, на послідовних ітераціях, при цьому за 
підінтегральні функції (інтеграли визначають коефіцієнти системи) оби-
раються наближення, одержані на попередній ітерації. Відповідно 
розв’язання двовимірної нелінійної крайової задачі зводиться до відшу-
кання розв’язків послідовності нелінійних крайових задач для систем 
звичайних диференціальних рівнянь: визначений таким чином ітерацій-
ний процес подібний до узагальненого методу Канторовича [10].  

Побудова та аналіз біфуркаційної структури розв’язку. Для ви-
значення типу особливої точки, локалізованої за допомогою умови (9), 
розглядається розширена матриця Фреше, доповнена стовпчиком похід-
них «точкових» крайових умов за параметром продовження, J  та мно-

жина квадратних матриць kJ , одержаних з J  за допомогою видалення 

k -го стовпчика. Тоді, в точці біфуркації (в точці відгалуження нового 

розв’язку) виконано умову 
____

, 1,krankJ rankJ N k N    , в граничній 

точці — 
____

, , 1,krankJ N rankJ N k N    .  

Алгоритм, що використовувався, дозволяє будувати малі 
розв’язки системи (розв’язки, що належать малому околу точки бі-
фуркації), що відгалуджуються у особливій точці, яка розглядається, і 
відтак задати для кожної гілки розв’язку, точку яка їй належить. Тут 
здійснюється чисельна побудова рівнянь розгалуження [1] для одно-
вимірних нелінійних крайових задач, що формуються на останній 
ітерації НУМК; при цьому в процесі формуванні одновимірного рів-
няння розгалуження співмножник, що визначає вигляд розв’язку у 
іншому напрямку, залишається незмінним — таким, яким його було 
одержано на попередній ітерації алгоритму.  

Для забезпечення стійкості обчислювального процесу пропону-
ється дещо відступити від точки біфуркації та шукати розв’язок на 
гіперсфері малого радіусу (що є своєрідним способом регуляризації 
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обчислювального процесу) [5], при цьому параметр, який був пара-
метром продовження в процесі руху вздовж гілки, на який було зафі-
ксовано точку біфуркації, перетворюється на змінну та визначається 
у межах обчислювального процесу. 

Структура розв’язку нелінійної крайової задачі. Представле-
ний вище метод було застосовано для побудови картини розгалужен-
ня нелінійної крайової задачі з неоднорідними крайовими умовами; 

параметри p  та   пов’язані співвідношенням 
* *

1
p

p




  , де *  — 

значення параметра  , для якого фіксується перша точка біфуркації, 

якщо 0p  ; аналогічно *p  — значення параметра p , для якого фік-

сується перша точка біфуркації, якщо 0  .  
Широкомасштабний обчислювальний експеримент дозволив ви-

явити структуру розв’язку нелінійної крайової задачі для рівнянь Ка-
рмана з неоднорідними крайовими умовами. На гілці розв’язку, що 
проходить через нульові значення параметра, фіксується спектр осо-
бливих точок розв’язку, що характеризуються однократною та двок-
ратною виродженістю.  

Точки з однократною виродженістю породжують біфуркаційну пі-
дструктуру, що характеризується гілками первинного та вторинного роз-
галуження. При цьому, розв’язки, що відповідають гілкам первинного 
розгалуження, характеризуються малою змінністю у поздовжньому на-
прямку, та регулярні — у коловому; розв’язки, що відповідають гілкам 
вторинного розгалуження, характеризуються малою змінністю у поздо-
вжньому напрямку, та локалізовані у коловому. Зазначені підструктури 
подібні до тих, що фіксуються у нелінійній крайовій задачі для рівнянь 
Кармана з однорідними крайовими умовами. Областю існування за па-
раметром   гілки вторинного розгалуження є, зазвичай, область 

0.5 0.9    , де   — значення параметра, при якому фіксується 
точка первинного розгалуження, яка породжує дану біфукаційну підст-
руктуру; верхнею межею гілок первинного галуження є, природно, ве-

личина  , величина нижньої межи істотно змінюється в залежності від 
поведінки розв’язку у коловому напрямку.  

Точки з двократною виродженістю породжують сукупність бі-
фуркаційних підструктур, кожна з яких характеризуються гілками 
первинного, вторинного та третинного розгалуження. Першим відпо-
відають розв’язки, регулярні у обох напрямках, другим — розв’язки, 
локалізовані у поздовжньому та регулярні у коловому напрямку, 
врешті, гілкам третинного розгалуження відповідають розв’язки, ло-
калізовані в обох напрямках. Зазначені підструктури подібні до тих, 
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що фіксуються у нелінійній крайовій задачі для рівнянь Кармана з 
неоднорідними крайовими умовами та нульовою правою частиною. 
Тут можна виділити характерні області існування розв’язків, 
пов’язаних з гілками первинного, вторинного та третинного розгалу-
ження, за параметром p . Зокрема, нижня межа гілок первинного га-

луження складає 0.27 p , вторинного — 0.45 p , третинного — 0.35 p , 

де p  — значення параметра, при якому фіксується точка первинного 

розгалуження, яка породжує дану біфуркаційну підструктуру.  

 
Рис. 1. Характерні структури розгалуження  
для різних співвідношень параметрів задачі 

Обчислювальний експеримент дозволив виділити у просторі па-
раметрів  , p  три якісно різні області. У першій з них 

(
*

0.6 1.0



  ) перша точка спектра характеризується однократною 

виродженістю із нею асоціюється біфуркаційна підструктура першо-
го типу. Такий тип розгалуження зображено на рис. 1 (верхня біфур-
каційна підструктура). Рисунок поданий у координатах 

2
1 L

u  ; він 

відповідає значенням параметрів задачі  1 20 4;0 2x x       , 

1 2 1 20.1; 1; 150; 0; 0.3a a k k       ; точки біфуркації помічені 

колами; поряд із гілками подано подовжній та коловий перетини 

розв’язку, що їм відповідають. Області 
*

0.0 0.3



   відповідає пе-
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рша точка спектра з двократною виродженістю та асоційована з нею 
біфуркаційна підструктура другого типу (рис. 1, нижня біфуркаційна 

підструктура). Найцікавішою виявилась область 
*

0.3 0.6



  : тут 

загальна структура розгалуження відповідає біфуркаційній структурі 
першого типу, проте гілками вторинного розгалуження можуть бути 
гілки, притаманні як біфуркаційній підструктурі першого типу, так і 
біфукаційній підструктурі другого типу. 

Висновки. 

1. Застосування нелінійного узагальненого метод Канторовича у 
поєднанні з методом продовження по параметру та алгоритмом 
аналізу особливих точок розв’язку дозволяє побудувати біфурка-
ційну картину для нелінійної крайової задачі для рівнянь Кармана.  

2. В залежності від параметрів, що характеризують функцію зовніш-
нього впливу та неоднорідність крайових умов, біфуркаційна картина 
характеризується наявністю підструктур, що складаються з гілок пе-
рвинного та вторинного розгалуження, та підструктур, що склада-
ються з гілок первинного, вторинного та третинного розгалуження. 
Крім того у певній області простору параметрів можливе існування 
комбінованих підструктур, для яких гілками вторинного розгалужен-
ня можуть бути гілки, притаманні як біфуркаційній підструктурі 
першого типу, так і біфукаційній підструктурі другого типу. 

3. Підструктури першого типу можна співставити із картиною розгалу-
ження, яка спостерігається для рівнянь Кармана з однорідними кра-
йовими умовами та постійною функцією зовнішнього впливу, друго-
го — з картиною для рівнянь Кармана з неоднорідними крайовими 
умовами та нульовою функцією зовнішнього впливу.  
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The paper deals with the problem to construct the bifurcation structure 
for von Karman equations with non-homogeneous boundary conditions. To 
solve the problem under study, one employs the non-linear generalized 
Kantorovich method along with path-tracing technique and algorithm to 
analyze singular points of the solution.  
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