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ОПТИМАЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ДВОВИМІРНИХ 
ШВИДКООСЦИЛЮЮЧИХ ФУНКЦІЙ ЗАГАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ 

В статті розглядається оцінка знизу для похибки чисельно-
го інтегрування швидкоосцилюючих функцій загального ви-
гляду на класі диференційовних функцій у випадку, коли ін-
формація про функції задана їх слідами на відповідних лініях.  

Ключові слова: кубатурна формула, інтеграл від швид-
коосцилюючої функції, клас диференційовних функцій. 

Вступ. Сучасний етап розвитку багатьох технічних галузей (аст-
рономії, радіології, комп’ютерної томографії, голографії, радіолока-
ції) характеризується бурхливим впровадженням нових цифрових 
технологій, алгоритмів, методів. Перед науковцями стає питання по-
будови нових або вдосконалення відомих математичних моделей, 
зокрема, математичних моделей в цифровій обробці сигналів та зо-
бражень, які містять нові типи задання інформації. 

Задача наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих 
функцій двох змінних має як класичне розв’язання, так і у випадку різ-
них інформаційних операторів [1]. В роботах [1, 2] наведені класичні 
алгоритми обчислення двовимірних інтегралів від швидкоосцилюючих 
функцій загального вигляду, однак не досліджувалося питання наближе-
ного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змін-
них загального вигляду у випадку різних інформаційних операторів. 
Отже питання дослідження кубатурних формул наближеного обчислен-
ня інтегралів від швидкоосцилюючих функцій загального вигляду 

 
1 1

0 0

( , , ) ( , ) sin ( , )I f g f x y g x y dxdy     (1) 

у випадку, коли інформація про  ,f x y  та  ,g x y  задана відповід-

ними їх слідами на лініях є актуальною задачею.  
Дана стаття присвячена знаходженню оцінки знизу для похибки 

чисельного інтегрування інтегралів вигляду (1) на класі диференційов-
них функцій. 

Оцінка знизу для похибки чисельного інтегрування швидко-

осцилюючих функцій загального вигдяду на класі  2, ,rН M M . 

Припустимо, що ( , )f x y F ,  ,g x y G , F , G  — множини функ-
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цій, визначених в області    , ,a b a b . Позначимо NL  множину всіх 

квадратурних формул  ,Nl f g , що використовують інформацію про 

значення функцій  ,f x y  та  ,g x y  не більше ніж на N  лініях. 

Введемо величини  

     , , , , , ,N N NR f g l I f g l f g   , 

   
,

, , , sup , , ,N N N N
f F g G

R F G l R f g l 
 

 , 

   , , inf , , ,
N N

N N Nl L
R F G R F G l 


 . 

Кубатурну формулу  ,Nl f g , на якій досягається  , ,NR F G  , бу-

демо називати оптимальною за точністю кубатурною формулою. Як-

що  , , , NNR F G l   , ,NR F G   , 0  , то Nl  називається оп-

тимальною за точністю формулою обчислення  , ,I f g   з точністю 

до  . Якщо  No R   або  NO R  , то Nl  називається асимпто-

тично оптимальною або оптимальною за порядком точності.  

Розглянемо  2, ,rН M M   клас дійсних функцій 0r   визначе-

них на  20,1G   і таких, що частинні похідні порядку r  по змінній 

x  та y  обмежені, тобто 

   ,0 0,( , ) , ( , ) , 0, r rf x y M f x y M r     , ( , ) , 0r rf x y M r  . 

Теорема. Нехай  2,( , ), ( , ), , ,rf x y g x y Н M M  функції ( , ),f x y  

( , )g x y  задані слідами на відповідних системах взаємно перпендику-

лярних прямих в області  20,1G  , тоді  

    2, 2,M, , , ,r r
NR H M H M M  

2 2

1
max , min 1,r rK

    
  

     
. 

Доведення. 1 2 3, , ,K K K K  будемо позначати константи, які бу-

дуть залежати лише від ,r M . Нехай      ,
r r

r x b a x a b x     , 

тоді      , ,
r

r x b a C r b a     

         2 1 2 1
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,
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b
r r
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sup !r

r
t

C r t r
 

   ,    
1

1
0

rc r t dt  ,    1
rr

r t t t   . 

Розіб’ємо область  20,1G   на підобласті  

1 1 1 1
0 0 0 0, , y ,x x h y h          1 1 1 1

1 1 1 1, , y ,...,x x h y h           
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1 1 1 1, , y ,x x h y h              
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1

4
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. 

Тоді число підобластей, куди не попали лінії інтегрування куба-
турної формули, дорівнює 24 . Розглянемо функцію  



  
   1 1 1 1
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на тих підобластях, куди не попали лінії інтегрування кубатурної фо-

рмули, а на всіх інших ( , ) 0f x y  .  

Позначимо ( )x  нескінченно диференційну на числовій прямій 
функцію, яка приймає значення 0 при 0, 1x x   , значення 1 при 
1 3

4 4
x   і таку, що 0 ( ) 1x   при 1 3

0 , 1
4 4

x x    . Нехай 

 ( )
0

0 1
max 1, max ( )r

x
C x

 
 , а 1D  — число, що задовольняє співвідно-

шення 1 ,signD sign  10 1D  , 


 
1 2 4 2( ) 4 r

MD
C r


 . Число 2D  

буде визначатися наступними умовами: якщо 
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С


 , то 2D  

задовольняє співвідношенням 2 ,signD sign  22
1r D




, а якщо 
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, при 
1

2r  

на тих підобластях, куди не попали лінії інтегрування кубатурної фор-
мули, а на всіх інших ( , ) 0x y  . Позначимо  
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Розглянемо  
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Якщо 0
2

t 
   справедлива наступна нерівність 
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sin t t


 . Ви-

користавши цю нерівність, отримуємо: 
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Функції  * *1 1
( , ) , ( , )

2 2
M f x y M f x y         та функції ( , )x y , 

( , )x y  такі, що при наближеному обчисленні інтегралів 
*

1 1( , , ),I I f   *
2 2( , , )I I f   за квадратурною формулою 

 ,Nl f g  буде отриманий один і той же результат *
0 0 ( , , )I I f  . 

Оскільки 1 0 2 0 )I I I I     1 2I I , то хоча б одна з величин 

1 0 2 0) ,I I I I   не менше половини величини 

3 2 2

1
max , min 1,r rK

    
  

     
. Значить похибка наближення на класі не 

менше 
2 2

1
max , min 1,r rK

    
  

     
. 

Висновки. У статті отримана оцінка знизу для похибки чисель-
ного інтегрування швидкоосцилюючих функцій загального вигляду 
на класі диференційовних функцій. Результат надасть змогу дослі-
джувати якість кубатурних формул обчислення 2 D інтегралів від 
швидкоосцилюючих функцій загального вигляду у випадку різних 
інформаційних операторів.  
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