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ІСНУВАННЯ СТОЯЧИХ ХВИЛЬ В ДИСКРЕТНОМУ 
НЕЛІНІЙНОМУ РІВНЯННІ ШРЕДІНГЕРА З КУБІЧНОЮ 

НЕЛІНІЙНІСТЮ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню дискретного нелінійного рів-
няння типу Шредінгера з кубічною нелінійністю на двовимір-
ній ґратці. Одержано результат про існування стоячих хвиль 
для таких рівнянь.  

Ключові слова: дискретне нелінійне рівняння Шредінгера, 
двовимірна ґратка, стоячі хвилі, критичні точки, теорема 
про зачеплення.  

Вступ. Останнім часом значну увагу приділяють моделям, дис-
кретним за просторовою змінною. Серед рівнянь, які описують такі 
моделі, найбільш відомими є рівняння ланцюгів осциляторів, дискре-
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тне рівняння sin-Ґордона, система Фермі–Пасти–Улама, дискретне 
нелінійне рівняння Шредінгера.  

Серед розв’язків таких систем особливої уваги заслуговують бі-
жучі хвилі. Досить детальні результати про біжучі хвилі в ланцюгах 
Фермі-Пасти-Улама можна знайти в працях О. Панкова, зокрема, в 
[20] найбільш повний огляд результатів. У статті [4] одержано умови 
існування періодичних біжучих хвиль в ланцюгах Фермі–Пасти–
Улама на двовимірній ґратці. В той же час для ланцюгів осциляторів 
відомі декілька праць [1; 12; 15], в яких отримано умови існування 
періодичних та відокремлених біжучих хвиль. В статтях [2; 13; 14] 
вивчались біжучі хвилі для систем лінійно зв’язаних нелінійних ос-
циляторів, розміщених на двовимірних ґратках. В статті [6] одержано 
результат про існування періодичних біжучих хвиль для дискретного 
рівняння sin-Ґордона на двовимірній ґратці. В статтях [7; 8] одержано 
результати про існування дозвукових і надзвукових періодичних бі-
жучих хвиль для нескінченної системи нелінійно зв’язаних неліній-
них осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці. А в статті [3] 
одержано результат про існування відокремлених біжучих хвиль для 
таких систем. В статтях [16; 17] вивчались біжучі хвилі для дискрет-
ного рівняння sin-Ґордона на одновимірній ґратці, а в статтях [6; 9; 
11] — на двовимірній ґратці. В статтях [5; 19; 20] досліджено питання 
існування стоячих хвиль для одновимірного рівняння Шредінгера. 

Метою статті є одержання умов існування періодичних і лока-
лізованих стоячих хвиль для рівняння Шредінгера з кубічною нелі-
нійністю на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі. У цій статті вивчається дискретне нелінійне 
рівняння Шредінгера на плоскій цілочисловій ґратці з кубічною нелі-
нійністю 

          2 2
, , , , , , , ,n m n m n m n m n mi t t x t t n m         (1) 

де  ,n m t  — хвильова функція  ,n m -ї частинки, а   ,n m   

1, 1, , 1 , 1 ,4n m n m n m n m n m             — двовимірний дискретний 

оператор Лапласа. Зауважимо, що в статті [10] вивчались двовимірні 
солітони в таких системах при , 2n mx  .  

Припускається, що послідовність  ,n mx    є N -періодичною, 

тобто , , ,n N m n m N n mx x x   . 

Стоячі хвилі в цьому випадку мають вигляд 
    , , expn m n mt u i t   , (2) 
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де  ,n mu    називається амплітудою стоячої хвилі, а   — час-

тотою. Такі розв’язки іноді називають бризерами або лакунарними 
солітонами. 

Будемо вивчати стоячі хвилі двох видів: з N -періодичною амп-
літудою та амплітудою, яка збігається до нуля (локалізовані хвилі), 
тобто відповідно 
 , , ,n N m n m N n mu u u   ,  (3) 

 ,
,
lim 0n mn m

u


 .  (4) 

Підставляючи стоячу хвилю (2) в рівняння (1) і враховуючи, що 

 exp 1i t  , одержимо рівняння 

 
2

, , , , ,n m n m n m n m n mu u x u u   .  (5) 

Позначимо 

, 1, 1, 1, , , 1 , 1 , 1 , ,n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mL a u a u b u b u c u            

і розглянемо більш загальне рівняння 

 
2

, , , , ,n m n m n m n m n mLu u x u u  ,  (6) 

де , , ,n N m n m N n ma a a   , , , ,n N m n m N n mb b b    і , , ,n N m n m N n mc c c   . 

Зауважимо, що оператор L  є обмеженим і самоспряженим у 

просторі 2l . Його спектр ( )L  має групову структуру, тобто ( )L  є 

об’єднанням скінченного числа відрізків (див., [22]). Доповнення 
\ ( )L  складається зі скінченного числа інтервалів, які називають-

ся спектральними проміжками. Два з них напівскінченні. Якщо 
1N  , то скінченні проміжки не існують. Однак, в загальному випа-

дку скінченні проміжки існують і найбільш цікавий випадок, коли 
частота   належить скінченному проміжку. Зафіксуємо довільний 

спектральний проміжок оператора L  і позначимо його через  ;a b . 

Варіаційне формулювання задачі. З рівнянням (6) пов’язуєть-
ся функціонал  

     4
, ,

,

1 1
, ,

2 4 n m n m
n m

J u Lu u u x u


   


 (7) 

визначений на гільбертовому просторі 2:E l  зі скалярним добутком 

  , ,
,

, n m n m
n m

u v u v


 


 

та нормою 

1

22

,
,

.n m
n m

u u


 
 
 
 



 

Зазначимо, 
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що кожний елемент 2l  автоматично задовольняє умову (4). Іноді ми 

будемо розглядати pl -норму 

1

,
,

, 1 .p

pp
n ml

n m
u u p



 
    
 
 



 

Нага-

даємо, що q pl lu u

 

при 1 p q    . 

Зафіксуємо k   і позначимо через kE  простір всіх kN -

періодичних послідовностей. Це є kN -вимірний гільбертів простір зі 

скалярним добутком   , ,
,

,
k

n m n mk
n m Q

u v u v


   та нормою ku   

1

22

,
,

,
k

n m
n m Q

u


 
 
 
 


 

де : 1 ,
2 2k

kN kNQ n n kN
                  

 і 

[ ]x  — ціла частина .x  На просторі kE  розглянемо функціонал 

     4
, ,

,

1 1
, ,

2 4
k

k k n m n m
n m Q

J u L u u u x u


     (8) 

де kL  — оператор L , який діє в просторі kE . Безпосереднім обчис-
ленням одержуємо: 

Лема 1. Похідні Гато функціоналів J  та kJ  визначаються за 
формулами 

    3
, , ,

,

, , n m n m n m
n m

J u h Lu u h x u h


    


, ,u h E , 

    3
, , ,

,

, ,
k

k k n m n m n mk
n m Q

J u h L u u h x u h


     , , ku h E , 

а їх критичні точки є розв’язками рівняння (6) відповідно з просторів 
E  та kE . 

Допоміжні леми. Зі спектральної теорії диференціальних опера-
торів (див. [22]) маємо, що    kL L   і, отже, .kL L  Нехай 

kE  (відповідно kE ) — додатний (відповідно від’ємний) спектраль-

ний підпростір оператора kL   в .kE  Аналогічно введемо додатний 

та від’ємний спектральні підпростори E E   і E E   для опера-

тора .L   Позначимо через P  і kP  ортогональні проектори на E  

і kE , відповідно. Нехай min ,a b         

відстань від   до спектру  L . Тоді 
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2

( , ) , ,Lu u u u u E       (9) 

 
2

( , ) , .k k kkL u u u u u E       (10) 

Наступна лема дає умови неіснування нетривіальних критичних 
точок. 

Лема 2. Нехай , 0n mx   та .b    Тоді 0u E   (відповідно 

0 ku E  ) єдина критична точка функціоналу J  (відповідно kJ ). 

Доведення. Нехай u E  нетривіальна критична точка функціо-
налу J . Тоді  

     4
, ,

,

0 , , , .n m n m
n m

J u u Lu u u x u Lu u u 


     


 

Оскільки b   , то  0E   і згідно (9) 
2

0 u  . А це означає, 

що 0u  . Доведення у випадку функціоналу kJ  аналогічне. □ 
Наступні дві леми, які дають оцінки для критичних точок і від-

повідних критичних значень (див. [19]). 

Лема 3. Для будь-яких нетривіальних критичних точок u E  та 
( )k ku E  відповідно функціоналів J  та kJ  з критичними значення-

ми  c J u  і  ( ) ( )k k
kc J u  правильні нерівності: 

3 3
1 4 44u mm c

  

і  
3 3

( ) 1 ( )4 44k k
k

u mm c
 , де ,max{ }n mm x  і ,min{ }n mm x . 

Лема 4. За умов леми 3 правильні нерівності: 
1

2 122 ,u m
   

3 2 22 ,c m m   і 
1

2( ) 122 ,k
k

u m
   ( ) 3 2 22 .kc m m   

Основний результат. Для одержання основного результату нам 
знадобиться теорема про зачеплення ([21, 23]). Нехай H  — гільбер-
тів простір, H Y Z  . Нехай також 0r    і :z Z z r  . Поз-

начимо  : , , 0M u y z y Y u         і 

  0 : , 0, або i 0M u y z y Y u i u            ,  

тобто 0M  — межа  M M . Нехай  : :N u Z u r   .  

Розглянемо функціонал   на H  і припустимо, що 

   
0

: inf : sup
u N u M

u u   
 

   . В такому випадку говорять, що функ-

ціонал   задовольняє геометрії зачеплення. 
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Теорема 1 (про зачеплення). Нехай   — функціонал класу 1C  
на гільбертовому просторі H , що задовольняє геометрії зачеплення 
та умові Пале-Смейла: 

(РS) якщо послідовність nu H  така, що   0nu   і  nu  

обмежена, то вона містить збіжну підпослідовність. 
Нехай   : inf sup

u M
b u


 

 
 , де   0: ; :C M H id на M     . 

Тоді b  — критичне значення   і  sup
u M

b u 


  . 

Зауважимо, що послідовність  nu  точок гільбертового просто-

ру H  називається послідовністю Пале-Смейла функціоналу   рівня 

b , якщо  nu b   і   0nu   при n  . 

Далі нам знадобляться наступні дві леми (див. [19]). 

Лема 5. Функціонал kJ  задовольняє умову Пале-Смейла, тобто 
будь-яка послідовність Пале-Смейла містить збіжну підпослідовність. 

Також функціонал kJ  задовольняє геометрії зачеплення з 

kY E  та kZ E . Нагадаємо, що функціонал kJ  має нетривіальні 

критичні точки у випадку, коли b   , а отже,  0kE  . 

Лема 6. Для достатньо великого 0  :   00, ,kJ u u M   а 

при 2 1r m  :   2 , .
4kJ u r u N

   Більше того, існує константа 

0C  , незалежна від k  і така, що   , .kJ u C u M   

Основними результатами цієї роботи є наступні дві теореми. 
Наступна теорема дає існування нетривіальних періодичних 

розв’язків рівняння (6). 

Теорема 2. Нехай , 0n mx  ,  ;a b  та b   . Тоді для будь-

якого 1k   рівняння (6) має нетривіальний kN -періодичний 

розв’язок  k
ku E . Більше того, існує константа 0C  , незалежна 

від k  і така, що  k

k
u C ,   k

kJ u C . 

Доведення. З лем 5 та 6 випливає, що для функціоналу kJ  вико-
нуються всі умови теореми про зачеплення, а отже, він має нетривіальну 

критичну точку  k
ku E . Більше того, за цією ж теоремою відповідне 

критичне значення задовольняє нерівність     supk
k k

u M
J u J u


 . Крім 
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того, верхні межі для критичної точки і відповідного критичного значен-
ня випливають відповідно з лем 3 та 6. □ 

Тепер за допомогою методу періодичних апроксимацій можна до-
вести існування нетривіальних локалізованих розв’язків рівняння (6). За 
лемою 1 ці розв’язки є критичними точками функціоналу J . Однак цей 
функціонал не задовольняє умову Пале-Смейла і тому скористатися в 
даному випадку теоремою про зачеплення не вийде. Проте критичні то-
чки функціоналу J  можна побудувати за допомогою переходу до гра-
ниці при k   в критичних точках функціоналу kJ . 

Теорема 3. Нехай , 0n mx   і  ;a b . Тоді якщо b   , то 

рівняння (6) має нетривіальний розв’язок u E . Якщо ж b   , то 
рівняння (6) нетривіальних розв’язків не має.  

Доведення. Нехай     ,
k k

n m ku u E   нетривіальний kN -періо-

дичний розв’язок рівняння (6), який існує за теоремою 2. Для початку 
відмітимо, що існують 0 0   та   2,k kn m   такі, що  

  
0,k k

k
n mu   (11) 

Справді, у протилежному випадку   0ku   в l , а отже, 
    0k k

kv R u   в l . За теоремою 2    
2

k k

l k
v u  обмежена. Далі 

оскільки 2

2 2
,p

p p
l l lv v v

  2p  , то   0kv   в pl  для всіх 2p  . А 

це означає, що   0
p

k

k

l
u   для всіх 2p  . Тоді, як на початку доведен-

ня леми 3, для відповідного критичного значення   kk
kc J u  маємо 

    
4

44

, ,
,

1
0 0,

4 4 kk

k kk
n m n m

ln m Q

mc x u u


    що суперечить лемі 4. 

В силу періодичності коефіцієнтів послідовність   ,
k

n N m Nu    є та-

кож розв’язком рівняння (6). Тому можна вважати, що 0 ,kn  

1km N  . Однак, таких значень скінченне число, тому, переходячи до 

підпослідовності (по k ), можемо вважати, що всі ці номери співпада-
ють, тобто 0kn n  і 0km m . 

В силу обмеженості  ku , переходячи до підпослідовності, яку 

як і раніше будемо позначати  ku , маємо  
, ,
k

n m n mu u  при k   
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(для всіх ,n m ). Крім того, за нерівністю (11) 
0 0, 0n mu  , а отже, 

 ,n mu u  ненульова послідовність. Використовуючи граничний пе-

рехід, неважко показати, що  ,n mu u  є розв’язком рівняння (6).  

Покажемо, що   2
,n mu u l  . Справді, оскільки для будь-яких фік-

сованих ,a b  і достатньо великого k :    2 2
2

, ,
a b

k k
n m

kn a m b
u u C

 

    

то переходячи до границі при k  , одержуємо 
2 2

,

a b

n m
n a m b

u C
 

  . 

В силу довільності a  і b , маємо, що 2u l . 
Якщо ж b   , то за лемою 2 рівняння (6) має тільки тривіаль-

ний розв’язок. □ 

Висновки. Таким чином, у цій статті одержано результат про 
існування періодичних і локалізованих стоячих хвиль для рівняння 
Шредінгера з кубічною нелінійністю на двовимірній ґратці.  
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