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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
НЕЛИНЕЙНЫХ ПРОЦЕССОВ ДИНАМИКИ  

ВЯЗКОУПРУГИХ ПЛАСТИН В ПОТОКЕ ГАЗА 

В статье рассматривается флаттер вязкоупругих пластин. Ос-
новное направление работы состояло в учете вязкоупругих 
свойств материала при сверхзвуковых скоростях. Уравнения ко-
лебаний относительно прогибов описываются интегро-дифферен-
циальными уравнениями в частных производных. Аэродинамиче-
ское давление определяется в соответствии с поршневой теорией 
А. А. Ильюшина. При помощи метода Бубнова-Галеркина задачи 
сведены к исследованию системы обыкновенных интегро-
дифференциальных уравнений (ИДУ). Решение ИДУ находится 
численным методом, основанным на использовании квадратур-
ных формул. Разработаны вычислительные алгоритмы и создан 
комплекс прикладных программ для решения широкого класса 
задач о нелинейном флаттере вязкоупругих пластин. Определена 
критическая скорость флаттера вязкоупругих пластин. 

Ключевые слова: математическое моделирование, числе-
нные методы и алгортмы, интегро-дифференциальные урав-
нения, флаттер пластин, вязкоупругость. 

Введение. В настоящее время композиционные материалы, обла-
дающие ярко выраженными вязкоупругими свойствами, широко при-
меняются в авиационной промышленности и многих других отраслях 
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машиностроения. Эти отрасли получили легкие, изящные и экономич-
ные тонкостенные конструкции, для которых роль расчетов на устой-
чивость и в общем цикле прочностных расчетов резко возросла. В свя-
зи с этим наследственная теория вязкоупругости привлекает к себе все 
большее внимание исследователей. Об этом свидетельствует выход в 
свет за последние годы ряда научных работ, в которых отражены по-
следние достижения теории вязкоупругости. Возрастающий интерес к 
этой теории объясняется развитием вычислительной техники, позво-
ляющей достоверно сравнить вычислительный эксперимент, получен-
ный на основе математических моделей, с натурным экспериментом.  

Основой исследования процессов деформирования композици-
онных материалов является наследственная теория вязкоупругости, 
конкретное применение которой зависит от параметров материалов, 
формы изделия и диапазона изменения условий внешней среды. При 
этом существенные трудности получения «хороших» моделей возни-
кают в связи с учетом свойств вязкоупругости и нелинейных эффек-
тов. Следует отметить, что использование традиционных материалов 
в самолетостроении позволило применять математические модели, 
которые уже сейчас можно называть упрощенными не учитывающи-
ми в полной мере свойств вязкоупругости и других эффектов. Дан-
ные эффекты наиболее значительно проявляются в условиях сверх-
звуковых потоков воздуха или жидкости, т.е. при высоких скоростях, 
которые приводят к возникновению эффекта флаттера. 

Таким образом, полученные ранее научные результаты в облас-
ти моделирования процессов поведения элементов летательных ап-
паратов в условиях высоких скоростей не могут быть непосредствен-
но применены в рассматриваемых задачах, что свидетельствует об 
актуальности проблемы получения адекватных математических мо-
делей динамики элементов летательных аппаратов, построенных из 
материалов с явно выраженными существенно вязкоупругими и не-
линейными свойствами и функционирующих в режимах флаттера.  

Отмеченные свойства материалов конструкций и вышеуказан-
ные факторы увеличивают сложность исследований и приводят к 
необходимости разработки вычислительных методов изучения ус-
тойчивости вязкоупругих элементов тонкостенных конструкций. По-
этому разработка эффективных вычислительных алгоритмов решения 
нелинейных интегро-дифференциальных уравнений динамических 
задач вязкоупругих элементов тонкостенных конструкций со слабо-
сингулярными ядрами наследственности является актуальной.  

Флаттер пластин и пологих оболочек с учетом упругого основа-
ния был рассмотрен рядом авторов [1; 2]. В [1] рассматривалась бес-
конечная пластина, лежащая на упругом основании и обтекаемую 
потоком газа. Несмотря на значительное количество работ, проведено 
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сравнительно мало исследований по нелинейному флаттеру вязкоуп-
ругих пластин и панелей на упругом основании.  

В связи с этим в данной работе дается теоретическое исследова-
ние нелинейного флаттера вязкоупругих пластин. На основе метода 
Бубнова-Галеркина с использованием квадратурных формул и спосо-
ба исключения слабо-сингулярных операторов разработан эффектив-
ный вычислительный алгоритм, позволяющий исследовать задачи о 
нелинейном флаттере вязкоупругих пластин, обтекаемых сверхзвуко-
вым потоком газа. 

Основная часть. Рассмотрим нелинейную задачу о флаттере 
пластины с учетом вязкоупругого основания. Пусть пластина со сто-
ронами а и b и толщиной h шарнирно оперта по всему контуру, обте-
кается с одной стороны сверхзвуковым потоком газа. При предполо-
жении, принятом в [1; 3–5], уравнение колебаний вязкоупругой пла-
стины с учетом оснований имеет вид: 
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Ф — функция напряжений; к — коэффициент постели; Г* — инте-
гральный оператор с ядром релаксации Г(t)  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

32 

0 1
0 0

0

( ) ( ) ( ) , ( ) exp( )
t

Г t Г t d Г t A t t     
 

     
 

 ; 

p
B

V





 , 

 
1 2

1
,

4

p
B

V





 
   — показатель политропы газа; ,p V   — 

соответственно давление и скорость звука в невозмущенном потоке газа. 
Решения системы (1) ищем в виде 
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После выполнения процедуры Бубнова-Галеркина, получим сис-
тему интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ) относительно 
wnm(t) и Фnm(t) и исключая из этой системы Фnm(t), запишем следую-
щее нелинейное ИДУ относительно искомой функции wnm(t): 
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   kg , kl , lnk mirF , lnk mira  — безразмерные коэффициенты [5]. 

Системы нелинейных ИДУ (3) решаются численно с помощью 
метода, предложенного в [6; 7; 10].  

Результаты вычислений представлены в таблице при N = 5, L = 1. В 
качестве критерия, определяющего критическую скорость Vкp, принима-
ем условие, что при этой скорости происходит колебательное движение 
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с быстро возрастающими амплитудами, которое может привести конст-
рукцию к разрушению. В случае V < Vкр скорость потока меньше крити-
ческой, амплитуда колебаний вязкоупругой пластинки затухает [6–10].  

Исследовалось влияние вязкоупругих свойств материала пластинки 
на критические значения скорости флаттера. Результаты вычислений, 
представленные в табл. 1, показывают, что решения упругих (А = 0) и 
вязкоупругих (А > 0) задач существенно различаются между собой. 
Например, при увеличении параметра A от нуля до значения 0,1 
критическая скорость флаттера уменьшается на 27,7%. 

Далее исследовано влияние параметра сингулярности  на кри-
тическую скорость флаттера. С увеличением  эта скорость возраста-
ет. Например, разница между значениями критической скорости при 
 = 0,1 и  = 0,4 составляет 53%. 

Из приведенной таблицы видно, что влияние параметра затуха-
ния , ядра наследственности на скорость флаттера пластинки по 
сравнению с влиянием параметра вязкости А и сингулярности  не-
значительно, что еще раз подтверждает, что экспоненциальное ядро 
релаксации не способно полностью описать наследственные свойства 
материала конструкций. 

Изучено влияние параметра относительной толшины пластинки 1 
на критическую скорость Vкр флаттера. Расчеты были проведены при 
1 = 220, 280, 300 и 350. Полученные результаты показывают, что с 
уменьшением толщины пластинки (ростом параметра 1) критическая 
скорость флаттера вязкоупругой пластинки уменьшается.  

Таблица 1 

Зависимость критической скорости флаттера пластины  
с вязкоупругим основанием от физико-механических  

и геометрических параметров 
A   Ao o o  1 k Vkp

0 
0,001 
0,01 
0,1 

0,25 0,05 0,02 0,3 0,01 2,5 250 0,0001

1620
1595 
1492 
1170

0,1 
0,1 
0,4 
0,7 

0,05 0,02 0,3 0,01 2,5 250 0,0001
865
1325 
1479 

0,1 0,25 
0,01
0,1

0,02 0,3 0,01 2,5 250 0,0001
1186
1167

0,1 0,25 0,05 
0

0,05 
0,3 

0,3 0,01 2,5 250 0,0001
1219
1158 
1137 

0,1 0,25 0,05 0,02 
0,1
0,5 
0,9

0,01 2,5 250 0,0001
1162
1211 
1230
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Продолжение таблицы 1 

0,1 0,25 0,05 0,02 0,3 
0,1 
0,5 

2,5 250 0,0001
1165 
1162 

0,1 0,25 0,05 0,02 0,3 0,01 
2 

2,2 
2,7 

250 0,0001
718 
887 
1467 

0,1 0,25 0,05 0,02 0,3 0,01 2,5 

220 
280 
300 
350 

0,0001

1740 
846 
674 
412 

0,1 0,25 0,05 0,02 0,3 0,01 2,5 250 

0 
0,0002
0,0004
0,0006

1047 
1244 
1322 
1439 

Исследовалось влияние параметра удлинения пластинки  на 
величину критической скорости флаттера. С увеличением  про-
исходит повышение критической скорости. Это объясняется тем, что 
с ростом  (при постоянном 1) уменьшается размер пластинки 
перпендикулярно направлению течения и, следовательно, повышает-
ся относительная жесткость системы. 

Из таблицы следует, что с учетом вязкоупругого основания кри-
тическая скорость флаттера возрастает, относительно без учета вяз-
коупругих оснований. Особенно для больших коэффициентов посте-
ли скорость флаттера заметно увеличивается.  

Выводы. Таким образом, можно сделать вывод о том, что пара-
метр сингулярности  влияет не только на колебания вязкоупругих 
систем, но и на критическую скорость флаттера. Следовательно, учет 
этого влияния при проектировании авиационных конструкций имеет 
важное значение, так как чем меньше параметр сингулярности мате-
риала конструкции, тем интенсивнее протекают диссипативные про-
цессы в этих конструкциях.  

На основании полученных результатов можно заключить, что 
учет вязкоупругих свойств материала пластинки приводит к умень-
шению критической скорости флаттера Vkp, с которой начинается 
явление флаттера. 

Отметим также, что при скорости потока меньшей, чем Vkp, влияние 
вязкоупругого свойства материала уменьшает амплитуду и частоту ко-
лебаний. Если же скорость потока превышает Vkp, то вязкоупругое свой-
ство материала оказывает уже дестабилизирующее влияние.  
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The flutter of viscoelastic plates streamlined by a gas current are inves-
tigated. The basic direction of the present work consists in taking into ac-
count of visco-elastic material properties at supersonic speeds. The vibra-
tion equations relative to deflections are described by integro partial differ-
ential equations. Aerodynamic pressure is defined by A. A. Ilyushin piston 
theory. By the Bubnov-Galerkin methods, the problems are reduced to in-
vestigation of a system of ordinary integro-differential equations (IDE). 
The IDEs are solved by a numerical method which is based on using the 
quadrature formulas. Computing algorithms are developed and the com-
plex of applied programs for the decision of a wide class of problems about 
nonlinear flutter of viscoelastic elements and units of the decision of a 
wide class of problems about nonlinear flutter of viscoelastic plates. The 
results of the flutter critical speed calculations have been given. 
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