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ВОЛЬТЕРРА НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ПОМОЩЬЮ 

МНОГОСТУПЕНЧАТЫХ ТЕСТОВЫХ СИГНАЛОВ  

Дано теоретическое обоснование метода идентификации 
нелинейной динамической системы на основе аппроксимаци-
онной модели Вольтерра при использовании тестовых много-
ступенчатых сигналов с учетом погрешностей измерений от-
кликов. Для обеспечения вычислительной устойчивости мето-
да идентификации применяется метод регуляризации и проце-
дуры шумоподавления, основанные на вейвлет-преобразова-
нии. Исследуется эффективность вычислительных алгоритмов, 
реализующих метод идентификации. 
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Введение. Методы математического моделирования и экспери-
мент являются основными средствами исследования сложных нели-
нейных динамических систем (НДС). Для описания НДС часто ис-
пользуется аппарат интегростепенных рядов Вольтерра (РВ) [1; 2]. 
При этом нелинейные и динамические свойства системы полностью 
характеризуются последовательностью многомерных весовых функ-
ций — ядер Вольтерра (ЯВ). Задача идентификации (построения мо-
дели) в виде РВ заключается в определении ЯВ на основе экспери-
ментальных данных «вход–выход» НДС. 

Идентификация по своей сути относится к обратным задачам, при 
решении которых возникают серьезные трудности вычислительного 
плана, обусловленные некорректностью постановки задачи. Получаемые 
решения оказываются неустойчивыми к погрешностям исходных дан-
ных — измерений откликов идентифицируемой НДС [3, 4]. Кроме того, 
при использовании моделей в виде РВ возникает проблема разделения 
отклика y(t) исследуемой НДС на парциальные составляющие (ПС) yn(t), 
соответствующие отдельным членам РВ, поскольку измеряется суммар-
ный отклик y(t) на тестовый сигнал x(t). Поэтому необходимо применять 
специальные приёмы выделения ПС из отклика НДС.  

Известен способ такой декомпозиции при построении аппроксима-
ционной модели Вольтерра, основанный на использовании тестовых 
детерминированных сигналов с различными амплитудами и применении 
метода наименьших квадратов (МНК) для обработки эксперименталь-
ных данных [5]. Однако, реализация метода идентификации НДС с ис-
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пользованием в качестве тестовых многоступенчатых сигналов приво-
дит к большим погрешностям в получаемых оценках диагональных и 
параллельных им сечений многомерных переходных функций, что обу-
словлено неточностью измерений откликов. Поэтому для повышения 
устойчивости вычислительных алгоритмов на основе данного метода 
идентификации целесообразно применить процедуру регуляризации 
некорректных задач по А. Н. Тихонову [6]. 

Целью работы является теоретическое обоснование метода 
идентификации НДС на основе аппроксимационной модели Вольтер-
ра при использовании тестовых многоступенчатых сигналов с учетом 
погрешностей измерений откликов; разработка и исследование эф-
фективности вычислительных алгоритмов, реализующих метод иден-
тификации; повышение вычислительной устойчивости алгоритмов с 
помощью метода регуляризации и применения процедуры шумопо-
давления, основанной на вейвлет–преобразовании. 

Метод идентификации. Метод идентификации НДС на основе 
РВ во временной области основывается на аппроксимации отклика 
НДС y(t) (t — текущее время) на произвольный детерминированный 
сигнал x(t) в виде интегростепенного полинома N-го порядка (N –– 
порядок аппроксимационной модели): 

 1
1 1 10 0
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Пусть на вход НДС поочередно подаются тестовые сигналы 
a1x(t), a2x(t), ,…, aLx(t); a1, a2,…,aL — различные вещественные числа, 
удовлетворяющие условию 0 <aj  1 для  j = 1, 2, ..., L, тогда  
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ПС в аппроксимационной модели ( )ny t


 находятся с помощью 
МНК, который позволяет получить такие их оценки при которых 
сумма квадратов отклонений откликов идентифицируемой НДС 

[ ( )]jy a x t  от откликов модели [ ( )]N jy a x t


 минимальна, т.е. обеспечи-

вает минимум среднеквадратичного критерия  
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        , (3) 

где ( ) [ ( )]j jy t y a x t . Минимизация критерия (3) сводится к решению 

системы нормальных уравнений Гаусса, которую в векторно-
матричной форме можно записать в виде 
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Из (4), получим 
 1( )y A A A y  . (5) 

Применение тестовых многоступенчатых сигналов. Если тестовый 
сигнал x(t) представляет собой единичную функцию (функцию Хевисай-
да) — θ(t), то решением СЛАУ (5) являются переходная функция первого 
порядка 1( )h t


 и диагональные сечения n-го порядка ( ,..., )nh t t


 ( 2,n L ). 

Для определения поддиагональных сечений переходных функ-
ций n-го порядка (n ≥ 2) НДС испытывается с помощью n тестовых 
ступенчатых сигналов с заданными амплитудой и различными интер-
валами между сигналами. При соответствующей обработке откликов 
получим поддиагональные сечения n-мерных переходных функций 
характеристик hn(t – τ1,…, t – τn), которые представляют собой n-
мерные интегралы от ядер n-го порядка wn (τ1,…, τn) 

 1 1 1 1
0 0

( , ..., ) ( , ..., ) .n n n n n nh t t w t t d d       
 

           (6) 

Метод определения сечений n-мерных переходных функций ос-
новывается на утверждении, доказательство которого аналогично 
приведенному в Приложении [7]. 

Утверждение. Пусть тестовые воздействия представляют собой 
сумму k (k = 1, 2, …, n) ступенчатых сигналов ( ) ( )i ix t a t    

(i = 1, 2, …, k), со сдвигом по времени t на 1, ..., k, тогда, для НДС с 
одним входом и одним выходом, оценка сечения переходной харак-
теристики n-го порядка  
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где 
1

( , ,..., )
nny t   

 –– оценка n-ой ПС отклика ОК в момент времени t, 

полученная в результате обработки данных экспериментов на основе (5).  
Отклик НДС, измеренный в момент времени t, при действии на ее 

входе многоступенчатого сигнала с амплитудой a, причем если 1
i   

(i = 1, 2, …, n), то тестовое воздействие содержит ступенчатый сигнал со 
сдвигом на i, в противном случае, при 0

i  , –– его не содержит.  
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Например, для определения переходной характеристики второго 
порядка сначала НДС испытывается ступенчатыми сигналами со 
сдвигами по времени на 1 и 2 

1 1( ) ( )x t a t    и 2 2( ) ( )x t a t   , 

измеряются соответствующие отклики ( ,1,0)y t  и ( ,0,1)y t . С помо-

щью МНК находятся 2 ( ,1,0)y t


 и 2 ( ,0,1)y t


. Затем, подают на вход 
НДС двуступенчатый сигнал  

1 2( ) ( ) ( )x t a t a t        

и из полученной при этом ПС 2 ( ,1,1)y t


 отклика вычитаются ПС от-
кликов на одиночные ступенчатые сигналы 
 2 2 2 2 1 2( ,1,1) ( ,1,0) ( ,0,1) 2 ( , ).y t y t y t h t t     

  
 (8) 

Из (8), после нормировки, следует  

 2 1 2 2 2 2
1

( , ) ( ,1,1) ( ,1,0) ( ,0,1)
2

h t t y t y t y t     
   

. 

При фиксированных значениях 1 и 2 оценка ПХ второго поряд-
ка 2 1 2( , )h t t  


 представляет собой функцию от переменной t –– 

сечение поверхности 2 1 2( , )h t t


 плоскостью, проходящей под углом в 

450 к осям t1 и t2 и сдвинутой по оси t1 на величину 0 1 2    . Изме-

няя величину 0, получают различные сечения 2 0( , )h t t 


, по кото-

рым можно восстановить всю поверхность 2 1 2( , )h t t


. При 1 = 2 = 0, 

получаем диагональное сечение 2 ( , )h t t


. 
Таким образом, вычислительный алгоритм, реализующий метод 

идентификации переходных функций на основе соотношения (7) сво-
дится к решению СЛАУ (4) для каждого фиксированного момента 
времени t на интервале [0, T], где T — время моделирования. 

Регуляризация процедуры оценки переходных функций. Для 
получения устойчивого к погрешности измерений решения СЛАУ (4) 
используется метод регуляризации А. Н. Тихонова, основанный на 
вариационном способе построения регуляризующего оператора. Этот 
метод сводится к нахождению приближенного вектора решения c , 
минимизирующего некоторый сглаживающий функционал. Единст-
венный вектор, удовлетворяющий условию минимума сглаживающе-
го функционала, может быть определен из решения СЛАУ  
 ( )A A I z A b   , (9) 

где A  –– матрица, сопряженная к A ; I –– единичная матрица;  –– па-
раметр регуляризации. Для выбора значения параметра  используется 
критерий невязки Az b   , где ε –– заданная погрешность решения [6].  
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Компьютерное моделирование. Для исследования метода иден-
тификации выбран объект, который описывается нелинейным диф-
ференциальным уравнением вида: 

 2( )
( ) ( ) ( ),

dy t
y t y t x t

dt
     (10) 

где  и  –– постоянные коэффициенты. Непараметрическая модель 
объекта в виде трех членов РВ при нулевых начальных условиях 
имеет вид: 
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где ЯВ первого, второго и третьего порядков равны, соответственно 
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Диагональные сечения ЯВ получаем, полагая 1 = 2 = 3 = t: 
2

2 3 2
2 ( , ) ( ), ( , , ) ( 2 ).t t at t tw t t e e w t t t e e e    

 
           

 
 

Переходная функция h1(t) и диагональные сечения переходных 
функций второго h2(t, t) и третьего h3(t, t, t) порядка равны, соответст-
венно 

 1
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Аналитические выражения для переходных характеристик (12)–
(13) используются в качестве эталонов для сравнения полученных на 
основе обработки данных эксперимента в соответствии с предлагаемым 

методом идентификации (7) переходных характеристик 1( ),h t


 2 1 2( , ),h t t


 

3 1 2 3( , , )h t t t


. 
Выполнено исследование точности и помехоустойчивости мето-

да идентификации. Численные эксперименты проводились с помо-
щью имитационного моделирования в среде MATLAB-SIMULINK. В 
качестве критерия качества идентификации (адекватности модели) 
используется среднеквадратичная ошибка (СКО) оценки переходных 
функций для тестовой НДС при различных уровнях погрешностей 
измерений откликов. 

Для повышения помехоустойчивости метода идентификации приме-
няются процедуры шумоподавления (сглаживания) к получаемым оцен-
кам переходных функций, основанные на вейвлет-преобразовании [8].  

Шумоподавление обычно достигается удалением высокочастот-
ных составляющих из спектра сигнала, представляющего аддитив-
ную смесь информационной составляющей –– переходной функции, 
получаемой в результате обработки откликов, и шума, обусловленно-
го погрешностью измерительной аппаратуры. Применительно к вейв-
летным разложениям это может быть реализовано непосредственно 
удалением детализирующих коэффициентов высокочастотных уров-
ней. Задавая некоторый порог для их уровня, и срезая по нему дета-
лизирующие коэффициенты, можно уменьшать уровень шумов. 

Для сглаживания результатов идентификации использовалась ути-
лита wden из пакета расширения Wavelet Toolbox системы Matlab с ма-
теринским вейвлетом coiflet –– coif4 при следующих значениях парамет-
ров: параметр установки правила вычисления порогового значения для 
ограничения коэффициентов разложения TPTR='minimaxi' (по мини-
максной оценке); параметр установки типа порога очистки SORH='s' 
(гибкий); параметр, определяющий способ пересчета порога SCAL='one' 
(использование порога, единого для всех уровней разложения, без пере-
масштабирования); глубина разложения данных –– 3. 

В исследованиях модель, получаемой зашумленной оценки сечения 
переходной функции, принимается аддитивной: ( , , , ) ( )nh t t t t   с 
равномерным шагом по аргументу t, где hn(t, t, …, t) –– полезная инфор-
мационная составляющая, ξ(t) –– помеха (белый гауссов шум с диспер-
сией D и средним нулевым значением). 

На рис. 1 представлены результаты идентификации тестовой 
НДС с помощью ступенчатых сигналов и МНК –– оценки переход-

ных функций: 1 2 3( ), ( , ), ( , , )h t h t t h t t t
  

 при измерениях откликов с по-
грешностью 3% и применением регуляризации. 
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Рис. 1. Оценки переходных функций: 1 — 1-го, 3 — 2-го  
и 5 — 3-го порядков при погрешности измерений 3%;  

2, 4, 6 — соответствующие эталонные значения. 

Результаты идентификации после сглаживания с помощью 
вейвлет-преобразований: оценки переходных функций первого 
(рис. 2) и второго (рис. 3) порядков. 

 
Рис. 2. Оценка переходной функции 1-го порядка после сглаживания  

вейвлетом coif-5 (уровень декомпозиции — 5) — 1; 2 — эталонная функция 
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Рис. 3. Оценка переходной функции 2-го порядка после сглаживания  

вейвлетом coif-4 (уровень декомпозиции — 7) — 1; 2 — эталонная функция 

Выводы. На результаты идентификации аппроксимационной 
модели Вольтерра НДС при использовании тестовых многоступенча-
тых сигналов существенное влияние оказывают погрешности изме-
рений. Для тестовой НДС средствами имитационного моделирования 
в среде Matlab-Simulink выполнены исследования точности и поме-
хоустойчивости получаемых оценок переходных функций первого, 
второго и третьего порядков. Приемлемые на практике точность и 
помехоустойчивость достигаются применением метода регуляриза-
ции некорректных задач по А.Н. Тихонову и процедуры шумоподав-
ления, основанные на вейвлет-преобразовании. 
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ВПЛИВ МЕТОДІВ ДИСКРЕТИЗАЦІЇ ПЕРЕДАТНИХ  
ФУНКЦІЙ НА РЕАЛІЗАЦІЮ ЦИФРОВИХ СИСТЕМ  

З ОБМЕЖЕНОЮ РОЗРЯДНІСТЮ 

У статті здійснено аналіз впливу методів дискретизації пе-
редатних функцій на синтез і практичну реалізацію цифрових 
систем керування з обмеженою розрядністю. 

Ключові слова: передатна функція, цифрова система ке-
рування, метод дискретизації. 

Постановка проблеми. Ефективність використання цифрових 
систем керування в електромеханіці полягає в тому, що дані системи 
забезпечують високу точність, універсальність і можливість реаліза-
ції складних алгоритмів керування. Саме цифрові керуючі системи є 
найбільш перспективним з точки зору експлуатаційних, енергетич-
них, динамічних характеристик, що необхідні для функціонування 
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