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ÑÏÅÖIÀËÜÍI ÎÏÎÐÈ
I ÃÎÌÎÒÎÏI×ÍI ÁIÀËÃÅÁÐÈ

Âîëîäèìèð ËÞÁÀØÅÍÊÎ

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
âóë. Òåðåùåíêiâñüêà 3, Êè¨â-4, 01601

Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 29 âåðåñíÿ 2003 ð.

Äëÿ çàïëåòåíî¨ êàòåãîði¨ C ìè áóäó¹ìî ñïåöiàëüíó îïîðó C òàêó,
ùî ôóíêòîðè ñïåöiàëüíèõ îïîð Bialg → C çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi iç çàïëåòåíèìè áiàëãåáðàìè ó C.

1. ÎÏÅÐÀÖI� Â ÃÐÀÄÓÉÎÂÀÍIÉ ÀËÃÅÁÐI ÕÎÏÔÀ

Íåõàé R � êîìóòàòèâíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, H � çàïëå-
òåíà R-áiàëãåáðà. Iòåðîâàíå êîìíîæåííÿ ïîçíà÷èìî

∆(l) = (∆(l−1) ⊗ 1) ◦∆ : H → H⊗l.

Ç àñîöiàòèâíîñòi, êîàñîöiàòèâíîñòi i àêñiîìè áiàëãåáðè âèïëèâàþòü ðiâ-
íÿííÿ

∆(l)(x1) · . . . ·∆(l)(xk) = ∆(l)(x1 · . . . · xk) (1)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ xm ∈ H. Çâåðíiòü óâàãó íà òå, ùî ìíîæåííÿ çëi-
âà âèêîðèñòîâó¹ çàïëåòiííÿ. Öå ïðîñòå ñïîñòåðåæåííÿ iíiöiþâàëî âèâ÷åí-
íÿ îïåðàöié â çàïëåòåíèõ àëãåáðàõ (i êàòåãîðiÿõ) Õîïôà ó [5, 6]. Iíøèé
ìîæëèâèé ïiäõiä äî öèõ îïåðàöié � ÷åðåç ñïåöiàëüíi îïîðè (PROP).

Ñïåöiàëüíi îïîðè (special PROP) îçíà÷èâ Ìàðêë ó [9], ùîá îïèñà-
òè A∞-âåðñi¨ áiàëãåáð. Ó öié ñòàòòi Ìàðêë îïèñó¹ ÿñíî, ùî âií íàçèâà¹
ñïåöiàëüíîþ îïîðîþ, àëå íå äà¹ îçíà÷åííÿ. Òîæ ìè äà¹ìî éîãî òóò, óçà-
ãàëüíþþ÷è éîãî äëÿ íàøèõ öiëåé. Âàðòèì óâàãè ¹ òå, ùî ñïåöiàëüíà
îïîðà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ îïîðîþ â ñåíñi Ìàêëåéíà [8]. Ïðîòå, öi ïîíÿòòÿ ¹
áëèçüêèìè çà çìiñòîì.
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2. ÑÏÅÖIÀËÜÍI ÎÏÎÐÈ

Íåõàé (S,×, 1I) � ñèìåòðè÷íà ìîíî¨äàëüíà êàòåãîðiÿ. Ìîíî¨äàëüíà îïå-
ðàöiÿ â íié ïîçíà÷åíà × i

∏
, òîìó ùî â çàñòîñóâàííÿõ ìè áóäåìî ãî-

ëîâíèì ÷èíîì ïîòðåáóâàòè S = (Sets,×, 1I), äå 1I = {∗} ¹ 1-åëåìåíòíîþ
ìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñïåöiàëüíà îïîðà Æ ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ äàíèõ:
� êëàñ îá'¹êòiâ ObÆ;
� îá'¹êò Æ(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl) ç S äëÿ êîæíî¨ ïàðè ïîñëiäîâíî-
ñòåé îá'¹êòiâ V m, Wr ∈ ObÆ, k, l > 0, íàçâàíèé ìíîæèíîþ îïåðàöié
ç V 1, . . . , V k äî W1, . . . , Wl;
� äëÿ êîæíî¨ ïàðè k, l íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, äëÿ êîæíèõ k ïîñëi-
äîâíîñòåé Y m− = (Y m

1 , . . . , Y m
am

) îá'¹êòiâ Æ, 1 6 m 6 k, am > 0, äëÿ
êîæíî¨ (k × l)-ìàòðèöi (V m

r ) îá'¹êòiâ Æ, 1 6 m 6 k, 1 6 r 6 l, äëÿ êîæ-
íèõ l ïîñëiäîâíîñòåé Z−r = (Z1

r , . . . , Zbr
r ) îá'¹êòiâ Æ, 1 6 r 6 l, br > 0,

âiäîáðàæåííÿ êîìïîçèöi¨ (ìîðôiçì S) çàäà¹òüñÿ:

µ :
k∏

m=1

Æ(Y m
1 , . . . , Y m

am
; V m

1 , . . . , V m
l )×

l∏

r=1

Æ(V 1
r , . . . , V k

r ; Z1
r , . . . , Zbr

r )

→Æ(Y 1
1 , . . . , Y 1

a1
, . . . , Y k

1 , . . . , Y k
ak

; Z1
1 , . . . , Zb1

1 , . . . , Z1
l , . . . , Zbl

l ), (2)

ó iíøèõ ïîçíà÷åííÿõ V m− = (V m
1 , . . . , V m

l ), V −
r = (V 1

r , . . . , V k
r ),

Y =− = (Y 1
1 , . . . , Y 1

a1
, . . . , Y k

1 , . . . , Y k
ak

), Z−= = (Z1
1 , . . . , Zb1

1 , . . . , Z1
l , . . . , Zbl

l )
êîìïîçèöiÿ ¹

µ :
k∏

m=1

Æ(Y m
− ; V m

− )×
l∏

r=1

Æ(V −
r ; Z−r ) →Æ(Y =

− ; Z−= ). (3)

Öi äàíi ïiäïîðÿäêîâàíi òàêèì óìîâàì:
1) Ïðèïóñòèìî ùî k, n ¹ íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè ÷èñëàìè, (a1, . . . , ak),
(b1, . . . , bn) ¹ ïîñëiäîâíîñòÿìè íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i (c1

1, . . . , c
a1
1 ),

. . . , (c1
k, . . . , c

ak
k ), (d1

1, . . . , d
b1
1 ), . . . , (d1

n, . . . , dbn
n ) ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ

öiëèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî íàáîðîìi¨ îá'¹êòiâ Æ
(

t
pX

s | 1 6 s 6 k, 1 6 t 6 as, 1 6 p 6 ct
s

)
,(

tV s
r | 1 6 s 6 k, 1 6 r 6 n, 1 6 t 6 as

)
,(

jY
s
r | 1 6 s 6 k, 1 6 r 6 n, 1 6 j 6 br

)
,(

i
jZr | 1 6 r 6 n, 1 6 j 6 br, 1 6 i 6 dj

r

)
.
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Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê ïiäïîñëiäîâíîñòåé (t
pX

s),
(tV s

r ), (jY
s
r ), (i

jZr) àáî ïîäiáíi íàáîðîìi¨. Ïiäïîñëiäîâíiñòü óñòàíîâëåíà
óñòàíîâëåííÿì äâîõ, îäíîãî àáî æîäíîãî iíäåêñiâ. Öå ïîçíà÷à¹òüñÿ âiä-
ïîâiäíèì ñèìâîëîì X, V , Y àáî Z ç öèìè âñòàíîâëåíèìè iíäåêñàìè, äå
iíäåêñè, ùî çàëèøàþòüñÿ, çàìiíåíi ñèìâîëàìè −, = àáî ≡. Öi ñèìâîëè
âêàçóþòü ìiñöÿ, â ÿêèõ iíäåêñè ïîðiâíþþòüñÿ, ùîá óñòàíîâèòè ëåêñèêî-
ãðàôi÷íèé ïîðÿäîê. Ìè ïîðiâíþ¹ìî äâi òðiéêè iíäåêñiâ ñïî÷àòêó â ìiñöi,
ïîçíà÷åíîìó ≡ (ÿêùî òàêå ïðèñóòí¹). ßêùî çíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ àáî íå
âèçíà÷åíi, ìè ïîðiâíþ¹ìî â ìiñöi ïîçíà÷åíîìó = (ÿêùî òàêå ïðèñóòí¹).
ßêùî âîíè çáiãàþòüñÿ àáî íå âèçíà÷åíi, ìè ïîðiâíþ¹ìî çíà÷åííÿ â −.
Íàïðèêëàä,

t
−Xs = (t

1X
s, t

2X
s, . . . ),

−Y s
= = (1Y s

1 , 2Y
s
1 , . . . , 1Y

s
2 , 2Y

s
2 , . . . ),

Y −
r = (Y 1

r , Y 2
r , . . . ),

−
=Z≡ = (11Z1,

2
1Z1, . . . ,

1
2Z1,

2
2Z1, . . . ,

1
1Z2,

2
1Z2, . . . ,

1
2Z2,

2
2Z2, . . . )

−Z= = (1Z1, 2Z1, . . . , 1Z2, 2Z2, . . . ),

Y − = (Y 1, Y 2, . . . ).

Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ïîâèííî âèêîíóâàòèñÿ òàêå ðiâíÿííÿ:

[ k∏

s=1

as∏

t=1

Æ(t
−Xs; tV s

−)×
k∏

s=1

n∏

r=1

Æ(−V s
r ;−Y s

r )×
n∏

r=1

br∏

j=1

Æ(jY
−
r ;−j Zr)

k∏
1

µ×1

→

k∏

s=1

Æ(=−Xs;−Y s
=)×

n∏

r=1

br∏

j=1

Æ(jY
−
r ;−j Zr)

µ→Æ(=−X≡;−=Z≡)
]

=

[ k∏

s=1

as∏

t=1

Æ(t
−Xs; tV s

−)×
k∏

s=1

n∏

r=1

Æ(−V s
r ;−Y s

r )×
n∏

r=1

br∏

j=1

Æ(jY
−
r ;−j Zr)

1×
n∏

r=1
µ

→

k∏

s=1

as∏

t=1

Æ(t
−Xs; tV s

−)×
n∏

r=1

Æ(−V =
r ;−=Zr)

µ→Æ(=−X≡;−=Z≡)
]
. (4)

2) Ó âèïàäêàõ k = 1, l = 0 àáî k = 0, l = 1 ìè âèìàãà¹ìî, ùîá µ = id,
áiëüø òî÷íî,

µ = r : Æ(Y1, . . . , Ya; )× 1I →Æ(Y1, . . . , Ya; ), k = 1, l = 0,

µ = l : 1×Æ(;Z1, . . . , Zb) →Æ(;Z1, . . . , Zb), k = 0, l = 1,
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äå ôóíêòîðiàëüíi içîìîðôiçìè r, l ¹ ÷àñòèíîþ ìîíî¨äàëüíî¨ ñòðóêòóðè
S.
3) Ìè âèìàãà¹ìî, ùîá äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà X ç Æ iñíóâàâ òàêèé åëåìåíò
1X : 1I →Æ(X; X), ùî äëÿ âñiõ îá'¹êòiâ V 1, . . . , V k, W1, . . . , Wl

[
Æ(V −;W−)× 1Il

id×∏
1Wr→Æ(V −; W−)×

×
l∏

r=1

Æ(Wr; Wr)
µ→Æ(V −; W−)

]
= rl,

[
1Ik ×Æ(V −;W−)

∏
1V m×id→

k∏

m=1

Æ(V m; V m)×

×Æ(V −; W−)
µ→Æ(V −; W−)

]
= lk.

Öi âiäîáðàæåííÿ � òîòîæíi, ÿêùî S� ñòðîãî ìîíî¨äàëüíà. Ìîðôiçìè 1X ∈
Mor S íàçèâàþòüñÿ îäèíè÷íèìè åëåìåíòàìè.

Çàóâàæåííÿ 1. Ñïåöèôi÷íèé âèïàäîê k = n = a1 = b1 = 1 äà¹
àñîöiàòèâíó êîìïîçèöiþ µ : Æ(X; Y )×Æ(Y ; Z) →Æ(X;Z) äëÿ êîæíî¨
òðiéêè X, Y , Z îá'¹êòiâ Æ. Îäèíè÷íi åëåìåíòè ïåðåòâîðþþòü ObÆ ç
ìíîæèíàìè ìîðôiçìiâ Æ(X;Y ) ó êàòåãîðiþ, çáàãà÷åíó â S. Çîêðåìà,
îäèíè÷íi åëåìåíòè ¹äèíi.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïîñëiäîâíîñòi îá'¹êòiâ, âèêîðèñòàíèõ ó ðiâíÿííi (4),
ìàþòü íàñòóïíó ÿâíó ôîðìó:

t
−Xs = (t

1X
s, . . . , t

ct
s
Xs),

tV s
− = (tV s

1 , . . . , tV s
n ),

−V s
r = (1V s

r , . . . , asV s
r ),

−Y s
r = (1Y s

r , . . . , brY
s
r ),

jY
−
r = (jY

1
r , . . . , jY

k
r ),

−
j Zr = (1jZr, . . . ,

dj
r

j Zr),
=
−Xs = (11X

s, . . . , 1
c1s

Xs, . . . , as
1 Xs, . . . , as

cas
s

Xs),

−Y s
= = (1Y s

1 , . . . , b1Y
s
1 , . . . , 1Y

s
n , . . . , bnY s

n ),
−V =

r = (1V 1
r , . . . , a1V 1

r , . . . , 1V k
r , . . . , akV k

r ),
−
=Zr = (11Zr, . . . ,

d1
r

1 Zr, . . . ,
1
br

Zr, . . . ,
dbr

r
br

Zr),
=
−X≡ = (11X

1, . . . , 1
c11

X1, . . . , a1
1 X1, . . . , a1

c
a1
1

X1,
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. . . ,11X
k, . . . , 1

c1k
Xk, . . . , ak

1 Xk, . . . , ak

c
ak
k

Xk),

−
=Z≡ = (11Z1, . . . ,

d1
1

1 Z1, . . . ,
1
b1Z1, . . . ,

d
b1
1

b1
Z1, . . . ,

1
1Zn, . . . ,

d1
n

1 Zn, . . . ,

1
bn

Zn, . . . , dbn
n

bn
Zn).

Çàóâàæåííÿ 3. Îçíà÷åííÿ 1 äîïóñêà¹ âåðñiþ, ó ÿêié îá'¹êò
Æ(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl) ¹ S âèçíà÷åíèì òiëüêè äëÿ äîäàòíèõ k i l.
Öÿ âåðñiÿ ìà¹ âiäíîøåííÿ äî íåóíiòàëüíèõ, íåêîóíiòàëüíèõ áiàëãåáð
(äèâ. íèæ÷å ïðèêëàä 1 òà òâåðäæåííÿ 1).

Îñêiëüêè ñïåöiàëüíi îïîðè íàãàäóþòü êàòåãîði¨, ââåäåìî âiäîáðàæåí-
íÿ ìiæ íèìè, ïîäiáíi äî ôóíêòîðiâ.

Ôóíêòîð F : Æ → Æ′ ìiæ ñïåöiàëüíi îïîðàìè � öå âiäîáðàæåííÿ
F : ObÆ→ ObÆ′ ðàçîì iç íàáîðîì ìîðôiçìiâ

F : Æ(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl) →Æ′(FV 1, . . . , FV k; FW1, . . . , FWl) ∈ S,

ùî ïîâàæàþòü âñi êîìïîçèöi¨.
Ìîðôiçì ôóíêòîðiâ (ïðèðîäíå ïåðåòâîðåííÿ) λ : F → G : Æ → Æ′

¹ òàêèì íàáîðîì åëåìåíòiâ λX : 1I →Æ′(FX; GX) ∈ S, îáðàíèõ äëÿ âñiõ
îá'¹êòiâ X ç Æ, ùî íàñòóïíà äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ:

Æ(V 1, . . . , V k;W1, . . . ,Wl)
F×∏

λWr →Æ′(FV −; FW−)×

×
l∏

r=1

Æ′(FWr; GWr)

k∏

m=1

Æ′(FV m;GV m)

∏
λV m×G↓

×Æ′(GV −; GW−)
µ→Æ′(FV −; GW−)

µ

↓

Êîìïîçèöi¨ ôóíêòîðiâ, ïðèðîäíèõ ïåðåòâîðåíü, òîòîæíi ôóíêòîðè,
òîòîæíi ïðèðîäíi ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíî î÷åâèäíèì ÷èíîì, ïîäiáíî äî
çâè÷àéíî¨ òåîði¨ êàòåãîðié. Öå äà¹ ïîíÿòòÿ içîìîðôiçìó ôóíêòîðiâ ìiæ
ñïåöiàëüíèìè îïîðàìè. Îòæå, ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè, ÷è ôóíêòîð ìiæ
ñïåöiàëüíèìè îïîðàìè ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ. Âèáèðàþ÷è ïðåäñòàâíèêà ó êî-
æíîìó êëàñi içîìîðôiçìó îá'¹êòiâ ñïåöiàëüíî¨ îïîðè Æ, ìè çâîäèìî ¨¨
äî åêâiâàëåíòíî¨ ñïåöiàëüíî¨ îïîðè Æ′ ç ìåíøèì ÷èñëîì îá'¹êòiâ (äî
ñêåëåòó).
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Çâåðíiòü óâàãó òàêîæ íà òå, ùî ñòðóêòóðó äàíî¨ ñïåöiàëüíî¨ îïîðè Æ
ìîæíà îáìåæèòè äî S-ìóëüòèêàòåãîði¨, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñó îá'¹êòiâ
ObÆ, ìíîæèíè ìîðôiçìiâ Æ(V 1, . . . , V k;W ) ∈ Ob S i êîìïîçèöi¨ (2)
äëÿ l = b1 = 1. Ìóëüòèêàòåãîði¨, ââåäåíi Ëàìáåêîì, òàêîæ íàçèâàþòüñÿ
íåñèìåòðè÷íèìè êîëüîðîâèìè îïåðàäàìè.

Çàóâàæåííÿ 4. Âèâ÷èìî ïîâåäiíêó ñïåöiàëüíèõ îïîð ùîäî çàìiíè
îñíîâíî¨ êàòåãîði¨. Íåõàé (F, φ,f) : (S,×, c, 1I) → (S′,×′, c′, 1I′) � ñèìåò-
ðè÷íèé ñëàáêèé ìîíî¨äàëüíèé ôóíêòîð. Áiëüø òî÷íî,

φ = φX,Y : F (X)×′ F (Y ) → F (X × Y ) ∈ S′

¹ ôóíêòîðiàëüíèì ìîðôiçìîì i f : 1I′ → F1I ¹ ìîðôiçìîì ó S′, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ äåÿêèì òîòîæíîñòÿì (äèâ. íàïð., [4, De�nition 1.2.3 ]). ßêùî Æ
¹ ñïåöiàëüíîþ îïîðîþ çi çíà÷åííÿìè â S, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è (F, φ,f),
ìè ìîæåìî ïåðåòâîðèòè ¨¨ â ñïåöiàëüíó îïîðó Æ′ çi çíà÷åííÿìè â S′ ó
òàêèé ñïîñiá:

ObÆ′ = ObÆ,

Æ′(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl) = FÆ(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl),

1′X : 1I′
f→ F1I

F1X→ FÆ(X; X) = Æ′(X; X),

µ′ :
k∏′

m=1

Æ′(Y m
− ;V m

− )×′
l∏′

r=1

Æ′(V −
r ; Z−r )

φ→ F
( k∏

m=1

Æ(Y m
− ; V m

− )×
l∏

r=1

Æ(V −
r ; Z−r )

) Fµ→Æ′(Y =
− ; Z−= ),

ÿêùî k, l > 0. Ó âèïàäêó k > 0, l = 0, àáî k = 0, l > 0, àáî k = l = 0,
âèçíà÷èìî µ′ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè:

µ′ =
[ k∏′

m=1

Æ′(Y m
− ; )×′ 1I′ 1×f ′→

k∏′

m=1

FÆ(Y m
− ; )×′ F1I

φ→ F
( k∏

m=1

Æ(Y m
− ; )× 1I

) Fµ→ FÆ(Y =
− ; ) = Æ′(Y =

− ; )
]
,

=
[ k∏′

m=1

Æ′(Y m
− ; )×′ 1I′ r→

k∏′

m=1

FÆ(Y m
− ; )

φ→ F
( k∏

m=1

Æ(Y m
− ; )

)
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Fr−1

→ F
( k∏

m=1

Æ(Y m
− ; )× 1I

) Fµ→Æ′(Y =
− ; )

]
,

µ′ =
[
1I′ ×′

l∏′

r=1

Æ′(;Z−r )
f×1→ F1I×′

l∏′

r=1

FÆ(;Z−r )

φ→ F
(
1I×

l∏

r=1

Æ(;Z−r )
) Fµ→ FÆ(;Z−= ) = Æ′(;Z−= )

]
,

=
[
1I′ ×′

l∏′

r=1

Æ′(;Z−r )
l→

l∏′

r=1

FÆ(;Z−r )
φ→ F

( l∏

r=1

Æ(;Z−r )
)

F l−1

→ F
(
1I×

l∏

r=1

Æ(;Z−r )
) Fµ→Æ′(;Z−= )

]
,

µ′ =
(
1I′ ×′ 1I′ f×′f→ F1I×′ F1I

φ→ F (1I× 1I)
Fµ→ FÆ(; ) = Æ′(; )

)
.

3. ÏÐÈÊËÀÄÈ ÑÏÅÖIÀËÜÍÈÕ ÎÏÎÐ

Íàâåäåìî íàéïðîñòiøèé (àëå âàæëèâèé) ïðèêëàä ñïåöiàëüíî¨ îïîðè.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé S = (Sets,×, 1I). Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíó îïî-
ðó Bialg ç îäíèì îá'¹êòîì ∗, 1-åëåìåíòíèìè ìíîæèíàìè ìîðôiçìiâ
Bialg(∗, . . . , ∗; ∗, . . . , ∗) = 1I, ÷è¨ êîìïîçèöi¨ � ¹äèíi âiäîáðàæåííÿ ìiæ
1-åëåìåíòíèìè ìíîæèíàìè. Ìè ïîáà÷èìî, ùî àëãåáðè íàä Bialg ¹ çàïëå-
òåíèìè áiàëãåáðàìè.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé C � çàïëåòåíà êàòåãîðiÿ, çáàãà÷åíà â S. Îçíà÷èìî
ñïåöiàëüíó îïîðó C ó òàêèé ñïîñiá:

ObC = ObC,C(V 1, . . . , V k; W1, . . . , Wl) = C(V 1⊗· · ·⊗V k,W1⊗· · ·⊗Wl).
Êîìïîçèöi¨

µ :
k∏

m=1

C(Y m
1 ⊗· · ·⊗Y m

am
, V m

1 ⊗· · ·⊗V m
l )×

l∏

r=1

C(V 1
r ⊗· · ·⊗V k

r , Z1
r⊗· · ·⊗Zbr

r )

→ C(Y 1
1 ⊗· · ·⊗Y 1

a1
⊗· · ·⊗Y k

1 ⊗· · ·⊗Y k
ak

, Z1
1⊗· · ·⊗Zb1

1 ⊗· · ·⊗Z1
l ⊗· · ·⊗Zbl

l )

âèçíà÷åíi â òàêèé ñïîñiá (íàãàäà¹ìî, ùî × ¹ ìîíî¨äàëüíèì äîáóòêîì ó
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S i íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì):

µ =
[ k∏

m=1

C(Y m
1 ⊗ · · · ⊗ Y m

am
, V m

1 ⊗ · · · ⊗ V m
l )× 1I×

×
l∏

r=1

C(V 1
r ⊗ · · · ⊗ V k

r , Z1
r ⊗ · · · ⊗ Zbr

r )
⊗×σk,l×⊗→ C(Y 1

1 ⊗ · · · ⊗ Y 1
a1
⊗ · · ·⊗

⊗ Y k
1 ⊗ · · · ⊗ Y k

ak
, V 1

1 ⊗ · · · ⊗ V 1
l ⊗ · · · ⊗ V k

1 ⊗ · · · ⊗ V k
l )×

×C(V 1
1 ⊗· · ·⊗V 1

l ⊗· · ·⊗V k
1 ⊗· · ·⊗V k

l , V 1
1 ⊗· · ·⊗V k

1 ⊗· · ·⊗V 1
l ⊗· · ·⊗V k

l )×
×C(V 1

1 ⊗· · ·⊗V k
1 ⊗· · ·⊗V 1

l ⊗· · ·⊗V k
l , Z1

1 ⊗· · ·⊗Zb1
1 ⊗· · ·⊗Z1

l ⊗· · ·⊗Zbl
l )

composition→ C(Y 1
1 ⊗ · · · ⊗ Y 1

a1
⊗ · · · ⊗ Y k

1 ⊗ · · · ⊗ Y k
ak

,

Z1
1 ⊗ · · · ⊗ Zb1

1 ⊗ · · · ⊗ Z1
l ⊗ · · · ⊗ Zbl

l )
]
.

Òóò σk,l : 1I → C(V 1
1 ⊗· · ·⊗V 1

l ⊗· · ·⊗V k
1 ⊗· · ·⊗V k

l , V 1
1 ⊗· · ·⊗V k

1 ⊗· · ·⊗V 1
l ⊗

· · ·⊗V k
l ) ¹ äîáóòêîì åëåìåíòàðíèõ êiñ 1⊗c⊗1, äå c : 1I → C(X⊗Y, Y ⊗X)�

çàïëåòiííÿ â C. Êîñà σk,l = (sk,l)∼+ âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâöi sk,l ìíîæèíè
{1, 2, . . . , kl},

sk,l(1 + t + nl) = 1 + n + tk for 0 6 t < l, 0 6 n < k, (5)

ïðè êàíîíi÷íîìó ðîçùåïëåííi Skl → Bkl, ùî âiäîáðàæà¹ åëåìåíòàðíi ïå-
ðåìiùåííÿ íà ãåíåðàòîðè ãðóïè êiñ [1, Chap. 4, �1.5, Proposition 5]. Ìiíi-
ìàëüíå çîáðàæåííÿ ïåðåñòàíîâêè ÿê äîáóòêó åëåìåíòàðíèõ ïåðåìiùåíü
âèçíà÷à¹ éîãî çîáðàæåííÿ ÿê äîáóòêó åëåìåíòàðíèõ êiñ. Íàïðèêëàä,

σ3,3 = .

Äîâæèíà ïåðåñòàíîâêè sk,l äîðiâíþ¹
(
k
2

)(
l
2

)
.

Ìè ïîâèííi äîâåñòè àñîöiàòèâíiñòü êîìïîçèöi¨, òîáòî óìîâó 1) îçíà÷å-
ííÿ 1. Ìàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü S îá'¹êòiâ C, ïîçíà÷èìî ¨õíié ⊗S òåíçîðíèé
äîáóòîê â äàíîìó ïîðÿäêó. Íàïðèêëàä,

⊗−Y s
= = 1Y

s
1 ⊗ · · · ⊗ b1Y

s
1 ⊗ · · · ⊗ 1Y

s
n ⊗ · · · ⊗ bnY s

n .
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Ïiäñòàâëÿþ÷è â (4) îçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨

µ=
[ k∏

m=1

C(⊗Y m
− ,⊗V m

− )×1I×
l∏

r=1

C(⊗V −
r ,⊗Z−r )

⊗×σk,l×⊗→ C(⊗Y =
− ,⊗V =

− )×

× C(⊗V =
− ,⊗V −

= )× C(⊗V −
= ,⊗Z−= )

composition→ C(⊗Y =
− ,⊗Z−= )

]
,

ìóñèìî äîâåñòè íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

[ k∏

s=1

as∏

t=1

C(⊗t
−Xs,⊗tV s

−)× 1I×
k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )× 1I×

×
n∏

r=1

br∏

j=1

C(⊗jY
−
r ,⊗−j Zr)

⊗×⊗k
s=1σas,n×⊗×σk,l×⊗→ C(⊗=

−X≡,⊗=V ≡
− )×

× C(⊗=V ≡
− ,⊗−V ≡

= )× C(⊗−V ≡
= ,⊗−Y ≡

= )×
× C(⊗−Y ≡

= ,⊗=Y −
≡ )× C(⊗=Y −

≡ ,⊗−=Z≡)
composition→ C(⊗=

−X≡,⊗−=Z≡)
]

=

=
[ k∏

s=1

as∏

t=1

C(⊗t
−Xs,⊗tV s

−)× 1I×
k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )× 1I×

×
n∏

r=1

br∏

j=1

C(⊗jY
−
r ,⊗−j Zr)

1×sk,n×1→
k∏

s=1

as∏

t=1

C(⊗t
−Xs,⊗tV s

−)× 1I×

×
n∏

r=1

k∏

s=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )× 1I×
n∏

r=1

br∏

j=1

C(⊗jY
−
r ,⊗−j Zr)

⊗×σm,n×⊗×⊗n
r=1σk,br×⊗→ C(⊗=

−X≡,⊗=V ≡
− )× C(⊗=V ≡

− ,⊗−V =
≡ )×

× C(⊗−V =
≡ ,⊗−Y =

≡ )× C(⊗−Y =
≡ ,⊗=Y −

≡ )×
× C(⊗=Y −

≡ ,⊗−=Z≡)
composition→ C(⊗=

−X≡,⊗−=Z≡)
]
,

äå l =
∑n

r=1 br i m =
∑k

s=1 as. Çðîçóìiëî, ùî ëiâèé i ïðàâèé ìíîæíèêè
íåñóòò¹âi äëÿ çàêîííîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî:

[ k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )× 1I× 1I
⊗×σk,l×⊗n

r=1(σk,br )−1

→

C(⊗−V ≡
= ,⊗−Y ≡

= )× C(⊗−Y ≡
= ,⊗=Y −

≡ )× C(⊗=Y −
≡ ,⊗−Y =

≡ )
comp→

C(⊗−V ≡
= ,⊗−Y =

≡ )
]

=
[ k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )
sk,n→ 1I× 1I×
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×
n∏

r=1

k∏

s=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )
⊗k

s=1(σas,n)−1×σm,n×⊗→ C(⊗−V ≡
= ,⊗=V ≡

− )×

× C(⊗=V ≡
− ,⊗−V =

≡ )× C(⊗−V =
≡ ,⊗−Y =

≡ )
comp→ C(⊗−V ≡

= ,⊗−Y =
≡ )

]
. (6)

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

σk,l =
(⊗−Y ≡

=

σ′k,n→ ⊗ −Y =
≡

⊗n
r=1σk,br→ ⊗ =Y −

≡
)
, (7)

σm,n =
(⊗=V ≡

−
⊗k

s=1σas,n→ ⊗ −V ≡
=

σ′′k,n→ ⊗ −V =
≡

)
, (8)

äå çàïëåòiííÿ σ′k,n ðóõà¹ áëîêè ⊗−Y s
r = ⊗br

j=1jY
s
r ÿê öiëi, à çàïëåòií-

íÿ σ′′k,n ðóõà¹ áëîêè ⊗−V s
r = ⊗as

t=1
tV s

r ÿê öiëi òàê ñàìî, ÿê σk,n. Öi äâà
ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü ñïðîñòèòè (6) äî íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ:

[ k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )×1I
⊗×σ′k,n→ C(⊗−V ≡

= ,⊗−Y ≡
= )×C(⊗−Y ≡

= ,⊗−Y =
≡ )

composition→ C(⊗−V ≡
= ,⊗−Y =

≡ )
]

=
[ k∏

s=1

n∏

r=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )
sk,n→ 1I×

n∏

r=1

k∏

s=1

C(⊗−V s
r ,⊗−Y s

r )
σ′′k,n×⊗→

C(⊗−V ≡
= ,⊗−V =

≡ )× C(⊗−V =
≡ ,⊗−Y =

≡ )
composition→ C(⊗−V ≡

= ,⊗−Y =
≡ )

]
,

ÿêå ïðîñòî âèðàæà¹ òîé ôàêò, ùî çàïëåòiííÿ σk,n ¹ ôóíêòîðiàëüíèì.
Äîâåäåìî òåïåð (7). Íàñàìïåðåä, ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî

sk,l = s′k,n ·
n∏

r=1

sk,br ∈ Skl. (9)

Äiéñíî, ÿêùî x = p(b1 + · · · + bn) + (b1 + · · · + bt) + z + 1, 0 6 p < k,
0 6 t < n, 0 6 z < bt+1, òî s′k,n(x) = k(b1 + · · ·+ bt) + pbt+1 + z + 1, òîìó,

( n∏

r=1

sk,br

)(
s′k,n(x)

)
= sk,bt+1

(
s′k,n(x)

)
= k(b1 + · · ·+bt)+kz+p+1 = sk,l(x).
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Äîâæèíà ïåðåñòàíîâêè s′k,n äîðiâíþ¹
(
k
2

) ∑
16p<q6n

bpbq, îòæå,

length(sk,l) =
(

k

2

)(
b1 + · · ·+ bn

2

)
=

(
k

2

) ∑

16p<q6n

bpbq +
n∑

r=1

(
k

2

)(
br

2

)

= length(s′k,n) +
n∑

r=1

length(sk,br).

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ ðàçîì iç (9) âèïëèâà¹, ùî σk,l = σ′k,n ·
∏n

r=1 σk,br ∈
Bkl çàâäÿêè çîáðàæåííþ ãðóïè êiñ, äàíîìó Äåëiíåì [2, (1.4.5)]. Òîìó (7)
âèêîíó¹òüñÿ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ (8).

Îäèíèöi C ¹ òàêèìè æ, ùî é ó C. Îòæå, ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî C

äiéñíî ¹ ñïåöiàëüíîþ îïîðîþ.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé C� çàïëåòåíà êàòåãîðiÿ. Òîäi ôóíêòîðè ñïå-

öiàëüíèõ îïîð Bialg → C çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiä-
íîñòi iç çàïëåòåíèìè áiàëãåáðàìè ó C.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêòîð F : Bialg → C âèçíà÷à¹ îá'¹êò B = F∗ ∈ ObC

i åëåìåíòè
F : Bialg(∗, ∗; ∗) → C(B ⊗B, B), pt 7→ µ,

F : Bialg(; ∗) → C(1IC, B), pt 7→ η,

F : Bialg(∗; ∗, ∗) → C(B, B ⊗B), pt 7→ ∆,

F : Bialg(∗; ) → C(B, 1IC), pt 7→ ε,

ÿêi ¹ ìíîæåííÿì, îäèíèöåþ, êîìíîæåííÿì i êîîäèíèöåþ ó B. Âñi iíøi
åëåìåíòè µk,l = F (pt) ∈ C(B⊗k, B⊗l) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ÷îòèðè âèùå-
çãàäàíi íå ¹äèíèì ñïîñîáîì. Öå íàêëàäà¹ äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ íà öi ÷î-
òèðè îïåðàöi¨, âêëþ÷àþ÷è (êî)àñîöiàòèâíiñòü, (êî)óíiòàëüíiñòü i àêñiîìó
çàïëåòåíî¨ áiàëãåáðè.

Ç iíøîãî áîêó, ïî÷èíàþ÷è iç çàïëåòåíî¨ áiàëãåáðè (B, µ, η,∆, ε), ìî-
æíà ïîáóäóâàòè âñi îïåðàöi¨ µk,l ∈ C(B⊗k, B⊗l) i äîâåñòè óñi ñïiââiäíî-
øåííÿ, íåîáõiäíi, ùîá ïîáóäóâàòè F : Bialg → C.

4. ÄÅÐÅÂÀ É ÎÏÎÐÈ

4.1. Áiäåðåâà
Íåõàé ∆s ïîçíà÷à¹ êàòåãîðiþ íåïîðîæíiõ ñêií÷åííèõ ëiíiéíî âïîðÿäêî-
âàíèõ ìíîæèí n = {1, 2, . . . , n} = {0, 1, . . . , n − 1} = [n − 1], n > 1, ÷è¨
ìîðôiçìè � ìîíîòîííi ñþð'¹êöi¨.
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Îðãàíiçîâàíå äåðåâî âèñîòè n > 1 � öå ïîñëiäîâíiñòü n êîìïîíîâíèõ
ìîðôiçìiâ ó ∆s ôîðìè Xn

fn−1→ Xn−1
fn−2→ . . .

f1→ X1
f0→ 1. Çâåðíiòü

óâàãó íà òå, ùî ìîðôiçì f0 âèçíà÷åíèé ¹äèíèì ÷èíîì. Òîìó ìíîæèíà
îðãàíiçîâàíèõ äåðåâ îòîòîæíþ¹òüñÿ iç íåðâîì N(∆s).

Áiäåðåâî âèñîòè h > 1� öå ïàðà îðãàíiçîâàíèõ äåðåâ âèñîòè h > 1.
Ìè çîáðàæà¹ìî ¨õ, îòîòîæíþþ÷è êîðåíi 1, ïåðøå äåðåâî âèùå, à äðóãå
äåðåâî íèæ÷å êîðåíÿ:

a) h = 2,

−2

r r r −1

r 0

1r r

2

, b) h = 3,

−3

r r −2

r r −1

r 0

r 1

2r r
3

. (9)

Êîðiíü X0 = Y0 = 1 ïîçíà÷åíèé 0, îá'¹êòè äðóãîãî äåðåâà ïîçíà÷åíi äî-
äàòíèìè öiëèìè ÷èñëàìè, à îá'¹êòè ïåðøîãî äåðåâà ïîçíà÷åíi âiä'¹ìíèìè
öiëèìè ÷èñëàìè (ðiâíÿìè) ÿê ó

X−h
fh−1→ X−h+1

fh−2→ . . .
f1→ X−1

f0→ 1 ←g0

X1 ←g1
. . . ←gh−2

Xh−1 ←gh−1
Xh. (10)

Âèùåçãàäàíå áiäåðåâî iäåíòèôiêîâàíî òàêîæ ç åëåìåíòîì

X−h × 1
fh−1×gop

0→ X−h+1 ×X1
fh−2×gop

1→ . . .

. . .
f1×gop

h−2→ X−1 ×Xh−1

f0×gop
h−1→ 1×Xh (11)

íåðâà êàòåãîði¨ ∆s×∆op
s . Éîãî ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ âèãëÿäà¹ ÿê ó ïðè-

êëàäàõ

a) h = 2,

r 0

r r r 1

r
r r

2

, b) h = 3,

r 0

r r r 1

r r 2

r
r r

3

, (12)

ÿêi ïîâòîðþþòü ïðèêëàäè (9).
Ïîçíà÷èìî k = X−h i m = Xh. Ó öüîìó çîáðàæåííi ìè îäåðæó¹ìî

îïåðàöi¨ ãðàíi di, 0 < i < h ç áiäåðåâà (11) ó áiäåðåâî âèñîòè h − 1 i
îïåðàöi¨ âèðîäæåííÿ sj , 0 6 j 6 h ç âèùåçãàäàíîãî áiäåðåâà äî áiäåðåâà
âèñîòè h + 1 ç òèì æå äæåðåëîì k× 1 i òèì æå êiíöåì 1×m. Çâåðíiòü
óâàãó íà òå, ùî îïåðàöi¨ ãðàíi d0 i dh, ÿêi âèäàëÿþòü ïåðøèé àáî îñòàííié
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ìîðôiçì ç (11), íå ðîçãëÿäàþòüñÿ, òîìó ùî âîíè çàìiíÿþòü äæåðåëî i
êiíåöü. Äîçâîëåíà îïåðàöiÿ ãðàíi di, 0 < i < h çàìiíÿ¹ ïàðó ìîðôiçìiâ
fh−i×gi−1, fh−i−1×gi Ó ∆s×∆op

s íà ¨õ êîìïîçèöiþ. Îïåðàöiÿ âèðîäæåííÿ
sj , 0 6 j 6 h âñòàâëÿ¹ â ïîñëiäîâíiñòü (11) âiäîáðàæåííÿ idX−h+j

× idXj .
Ìè íàçèâà¹ìî áiäåðåâî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî âîíî íå îòðèìàíå â ðå-

çóëüòàòi îïåðàöi¨ âèðîäæåííÿ, òîáòî íå ìiñòèòü âiäîáðàæåííÿ id× id ó
ïðåäñòàâëåííi (11). Íàïðèêëàä, áiäåðåâà (12) íåâèðîäæåíi. Çà öiëèìè ÷è-
ñëàìè k,m > 0 îçíà÷èìî êàòåãîðiþ Bitree(k, m), ÷è¨ îá'¹êòè ñóòü íåâèðî-
äæåíi áiäåðåâà iç ïî÷àòêîì k× 1 i çàêií÷åííÿì 1×m. Ìîðôiçì B → B′

ìiæ äâîìà òàêèìè áiäåðåâàìè âèñîòè h i l ¹ ìîíîòîííèì âêëàäåííÿì
ι : [l] ↪→ [h] òàêèì, ùî ìiíiìàëüíèé åëåìåíò 0 ïåðåõîäèòü ó ìiíiìàëüíèé,
ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò l ïåðåõîäèòü ó ìàêñèìàëüíèé h i B′ îòðèìó¹òüñÿ
ç B êîìïîçèöi¹þ â îá'¹êòàõ X−h+j ×Xj äëÿ âñiõ j ∈ [h]− ι([l]). Äåòàëü-
íiøå, ìîðôiçì ι : [l] ↪→ [h] ç (11) äî

Y−l × 1
tl−1×kop

0→ Y−l+1 × Y1
tl−2×kop

1→ . . .
t1×kop

l−2→ Y−1 × Yl−1

t0×kop
l−1→ 1× Yl

iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(tl−1−j × kop
j : Yj−l × Yj → Yj+1−l × Yj+1) = (fh−1−ι(j) . . . fh−ι(j+1)×
× gop

ι(j) . . . gop
ι(j+1)−1 : Xι(j)−h ×Xι(j) → Xι(j+1)−h ×Xι(j+1)).

Îòæå, êàòåãîðiÿ Bitree(k, m) ïîðîäæåíà äîçâîëåíèìè îïåðàöiÿìè ãðàíi
di. Çâåðíiòü óâàãó íà òå, ùî äëÿ äàíîãî áiäåðåâà B i B′ iñíó¹ íå áiëüøå
îäíîãî ìîðôiçìó B → B′. Äiéñíî, Card(X−h+j) (âiäïîâiäíî, Card(Xj))�
íåçðîñòàþ÷à (âiäïîâiäíî, íåñïàäíà) ôóíêöiÿ âiä j ∈ [0, h]. Ðiâíÿííÿ
Card(X−h+j) = Card(X−h+j+1) i Card(Xj) = Card(Xj+1) íå ìîæóòü âè-
êîíóâàòèñü îäíî÷àñíî ÷åðåç íåâèðîäæåíiñòü B. ßêùî iñíóþòü ìîðôiçìè
B → B′ i B′ → B, òî B = B′. Òîìó êàòåãîðiÿ Bitree(k,m) ¹ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Íàñ öiêàâèòü ¨¨ íåðâ N(Bitree(k, m)).

Çàäà÷à 1. ×è N(Bitree(k, m)) ¹ òðiàíãóëÿöi¹þ ïåðìóòàåäðà Pk+m−2

ðîçìiðíîñòi k + m− 3?

Êîìà-êàòåãîðiÿ B → ∗ ¹ ïîâíîþ ïiäêàòåãîði¹þ Bitree(k, m). �¨ íåðâ
îòîòîæíþ¹òüñÿ iç íåðâîì êîìà-êàòåãîði¨ ∗ → [h− 2]� ïîâíî¨ ïiäêàòåãîði¨
∆i - êàòåãîði¨ p, p > 0, iç ìîíîòîííèìè âêëàäåííÿìè ÿê ìîðôiçìàìè. Öÿ
ïiäêàòåãîðiÿ (i ¨¨ íåðâ) ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê êóá ïiäìíîæèí [h− 2] = h− 1.
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4.2. Îäíîái÷íi ãðàôè

Îäíîái÷íèé ãðàô Z � öå çâ'ÿçíèé îði¹íòîâàíèé ñêií÷åííèé ãðàô
(V (Z), E(Z)), ∆Z = {(z, z) | z ∈ V (Z)} ⊂ E(Z) ⊂s×t→ V (Z) × V (Z) ç
ëiíiéíèì óïîðÿäêóâàííÿì ìíîæèíè äæåðåë S(Z) = V (Z) − t(E′(Z)) òà
ç ëiíiéíèì óïîðÿäêóâàííÿì ìíîæèíè öiëåé T (Z) = V (Z)− s(E′(Z)), äå
E′(Z) = E(Z)−∆Z . Ìè âèìàãà¹ìî, ùîá

a) ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà âåðøèíàìè v, z ∈ V (Z) áóëî íå áiëüøå îäíî-
ãî îði¹íòîâàíîãî øëÿõó v → z (çðîáëåíîãî çi ñòðiëîê ç E′(Z)).

b) íå áóëî æîäíèõ îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ.
Ñòÿãóâàííÿ àáî ìîðôiçì îäíîái÷íèõ ãðàôiâ f : Z → W � öå ïàðà

ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü f = V (f) : V (Z) → V (W ), f = E(f) : E(Z) →
E(W ), ùî ¹ ìîðôiçìîì îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ, òîáòî

(
E(Z)

E(f)→ E(W ) ⊂ → V (W )× V (W )
)

=
(
E(Z) ⊂ → V (Z)× V (Z)

V (f)×V (f)→ V (W )× V (W )
)
,

i äëÿ äîâiëüíîãî e1, e2 ∈ E(Z) ç ðiâíÿííÿ e = E(f)(e1) = E(f)(e2) âèïëè-
âà¹, ùî s(e) = t(e). Êðiì òîãî, ìè ïðèéìà¹ìî, ùî V (f) iíäóêó¹ ìîíîòîííi
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäïîâiäíîñòi S(Z) → S(W ) i T (Z) → T (W ).

Çâåäåíèé îäíîái÷íèé ãðàô � öå îäíîái÷íèé ãðàô áåç âåðøèí, ùî ìà-
þòü ðiâíî îäíó âõiäíó i îäíó âèõiäíó ñòðiëêó.

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî Z, W � çâåäåíi îäíîái÷íi ãðàôè, òî iñíó¹ íå
áiëüøå îäíîãî ñòÿãóâàííÿ f : Z → W .

Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî S(Z) ∪ T (Z) = ∅ (íå iñíó¹
æîäíî¨ âåðøèíè áåç iíöèäåíòíèõ ðåáåð). Ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî
V (Z) íåïîðîæí¹. Îñêiëüêè áóäü-ÿêà çðîñòàþ÷à (çà âêëþ÷åííÿì) ïîñëi-
äîâíiñòü îði¹íòîâàíèõ øëÿõiâ ó Z ñòàáiëiçó¹òüñÿ çãiäíî ç b), òî êîæíà
âåðøèíà i êîæíå ðåáðî Z ëåæèòü íà îði¹íòîâàíîìó øëÿõó ç îäíîãî ç
äæåðåë äî îäíi¹¨ ç öiëåé. Çîêðåìà, S(Z) i T (Z) ¹ íåïîðîæíiìè.

Áóäü-ÿêà âåðøèíà z ∈ IntV (Z) = V (Z)−S(Z)−T (Z) ìà¹ ïðèíàéìíi
äâi âõiäíi ñòðiëêè, àáî ïðèíàéìíi äâà âèõiäíi ñòðiëêè (àáî îáèäâà). Ïiä-
õiä ¹ ñèìåòðè÷íèé, i ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíóþòü òàêi a1 6= a2 ∈ V (Z),
ùî (z, a1), (z, a2) ∈ E′(Z). Öi äàíi ìîæóòü áóòè ïðîäîâæåíi äî øëÿõiâ
α =

(
σ

p→ z → a1 → τ1

)
i β =

(
σ

p→ z → a2 → τ2

)
, äå σ ∈ S(Z),

τ1 6= τ2 ∈ T (Z). Îáðàçè fα : fσ → fτ1 i fβ : fσ → fτ2 (ç âèäàëåíèìè
ïîâòîðíèìè âåðøèíàìè) âèçíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì óìîâîþ a) (ÿêùî
iñíóþòü âçàãàëi).



Ñïåöiàëüíi îïîðè i ãîìîòîïi÷íi áiàëãåáðè 73

Íåõàé q� ïåðåòèí fα i fβ, òàê ùî fα =
(
fσ

q→ w → w1 → fτ1

)

i fβ =
(
fσ

q→ w → w2 → fτ2

)
, äå w1 6= w2. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

f(z) = w. Äiéñíî, f(z) ïîâèííî ëåæàòè íà øëÿõó q : fσ → w. ßêùî
q =

(
fσ → fz

g1→ y1
g2→ . . .

gk→ yk = w
)
, äå gi ∈ E(Z), òî êîæíèé gi ¹

çîáðàæåííÿì äåÿêî¨ ñòðiëêè âiä z → a1 → τ1 i äåÿêî¨ ñòðiëêè âiä øëÿõó,
ùî íå ïåðåòèíà¹òüñÿ z → a2 → τ2. Çà îçíà÷åííÿì ñòÿãóâàííÿ s(gi) =
t(gi), îòæå, f(z) = w. Îòæå, êîæíà âåðøèíà Z ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà
äî íå áiëüøå íiæ îäíi¹¨ âåðøèíè W .

Íàñëiäîê 1. Ïiäêàòåãîðiÿ Red1WGraphs ⊂ 1WGraphs çâåäåíèõ
îäíîái÷íèõ ãðàôiâ ïåðåäóïîðÿäêîâàíà ùîäî íàñòóïíîãî âiäíîøåííÿ íà
çâåäåíèõ îäíîái÷íèõ ãðàôàõ: X > Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹
ñòÿãóâàííÿ X → Y . �¨ ñêåëåò � ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà.

Äiéñíî, ÿêùî X > Y i Y > X äëÿ ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ içîìîðôiçìó
â Red1WGraphs, òî âiäîáðàæåííÿ X → Y ¹ ái¹êòèâíèì íà âåðøèíàõ i
ãðàíÿõ, îòæå, ¹ içîìîðôiçìîì, òàê ùî X = Y .

Iñíó¹ ôóíêòîð øëÿõiâ P : Bitree(k, m) → 1WGraphs. Øëÿõ ó áiäåðåâi
B ó ôîðìi (9) � öå çâ'ÿçíèé ïiäãðàô, ùî ïåðåòèíà¹ êîæåí ðiâåíü íå
áiëüøå îäíîãî ðàçó. Áiäåðåâó B âèñîòè h âiäïîâiäà¹ îäíîái÷íèé ãðàô
P (B), ÷è¨ ðåáðà ¹ øëÿõàìè äîâæèíè h i âåðøèíè � øëÿõè äîâæèíè
h− 1. Ðåáðî i âåðøèíà � iíöèäåíòíi, ÿêùî âiäïîâiäíèé øëÿõ äîâæèíè h
ìiñòèòü âiäïîâiäíèé øëÿõ äîâæèíè h − 1. Íàïðèêëàä, çàñòîñîâóþ÷è P
äî áiäåðåâ ç (9), ìè îäåðæèìî îäíîái÷íi ãðàôè

a) h = 2,

0

r r r 1

2r r

3

, b) h = 3,

0

1r r
2r r
3r r
4

,

îði¹íòîâàíi ó íàïðÿìêó çáiëüøåííÿ ðiâíiâ.
Iñíó¹ ôóíêòîð ñòÿãóâàííÿ Red : 1WGraphs → Red1WGraphs, ùî âè-

ëó÷à¹ ç îäíîái÷íîãî ãðàôà âñi éîãî âåðøèíè ç òî÷íî îäíèì âõîäîì i
âèõîäîì. Êàòåãîðiÿ Bitree(k, m) ¹ ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ.
Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà íié. Äâà ìîðôiçìè åêâiâàëåí-
òíi, ÿêùî âîíè ïåðåéäóòü äî îäíîãî ìîðôiçìà ïiä äi¹þ

Bitree(k,m)
P→ 1WGraphs

Red→ Red1WGraphs . (13)

×àñòêó ïîçíà÷èìî RedBitree(k, m).
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4.3. Ñïåöiàëüíà îïîðà

Âèçíà÷èìî çà Ìàðêëîì [9] ñïåöiàëüíó îïîðó çâåäåíèõ îäíîái÷íèõ ãðàôiâ
RG â Sets ó òàêèé ñïîñiá. Âîíà ìà¹ ¹äèíèé îá'¹êò ∗, i ìè çàïèñó¹ìî n
çàìiñòü ∗, ∗, . . . , ∗ (n ðàçiâ). Ìíîæèíà RG(k; l) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ çâåäåíèõ
îäíîái÷íèõ ãðàôiâ iç k äæåðåëàìè i l êiíöÿìè. Îïåðàöiÿ

µ :
k∏

m=1

RG(am; l)×
l∏

r=1

RG(k; br) → RG(a1 + · · ·+ ak; b1 + · · ·+ bl)

çàäà¹òüñÿ ÿê

µ(G1, . . . , Gk; H1, . . . , Hl) =
G1 . . . Gk

sk,l

H1 . . . Hl

=
G1 . . . Gk

H1 . . . Hl
,

äå ïåðåñòàíîâêà sk,l ∈ Skl âèçíà÷åíà â (5).
Íåõàé SG � ïiäîïîðà RG, ïîðîäæåíà óñiìà âiíöÿìè ç k âõîäàìè i

îäíèì âèõîäîì, k ∈ Z>0 òà ç îäíèì âõîäîì i l âèõîäàìè, l ∈ Z>0. �¨
åëåìåíòè íàçèâàþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè îäíîái÷íèìè ãðàôàìè.

Çàäà÷à 2. Ôóíêòîð (13) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â SG.
Êðiì òîãî, Red1WGraphs(k,m) ¹ êàòåãîðiÿìè i µ ¹ ôóíêòîð. Îò-

æå, RG çáàãà÷åíèé ó ñèìåòðè÷íié ìîíî¨äàëüíié êàòåãîði¨ Cat iç ïðÿ-
ìèì äîáóòêîì × ÿê ìîíî¨äàëüíèì äîáóòêîì. Íåðâ N : (Cat,×, c, 1I) →
(∆op Sets,×, c, 1I) ¹ ñèìåòðè÷íèì ìîíî¨äàëüíèì ôóíêòîðîì äî êàòåãîði¨
ñèìïëiöiàëüíèõ ìíîæèí ç ïðÿìèì äîáóòêîì × ÿê ìîíî¨äàëüíèì äîáó-
òêîì i î÷åâèäíîþ ñèìåòði¹þ. Òàêèì ÷èíîì, SG i RG çáàãà÷åíi â ∆op Sets.

Iñíó¹ ñëàáêèé ñèìåòðè÷íèé ìîíî¨äàëüíèé ôóíêòîð

K = (K, sh, κ) : (∆op Sets,×, c, 1I) → (C,⊗k, c,k),

âèçíà÷åíèé ó [7, Ch. VIII, �8]. Òóò C � ìîíî¨äàëüíà êàòåãîðiÿ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ k-ìîäóëiâ, îñíàùåíà çâè÷àéíîþ ñèìåòði¹þ çíà-
êiâ Êîøóëÿ. Ïîçíà÷åííÿ ïðèéíÿòi, ÿê ó [3] (Lemma-De�nition 1.6.11 i
Appendix B). Ñèìïëiöiàëüíó ìíîæèíó X ôóíêòîð K ïåðåâîäèòü ó ãðàäó-
éîâàíèé k-ìîäóëü KX, (KX)−n = kXn, îñíàùåíèé äèôåðåíöiàëîì d =∑n

i=1 di. Âiäîáðàæåííÿ ïåðåòàñîâêè sh ïîçíà÷åíå g ó [7, Theorem VIII.
8.8]. Êîìïëåêñ K1I� öå

. . .
0→ k 1→ k 0→ k 1→ k 0→ k → 0,
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äå ïðàâå k ìà¹ ñòåïiíü 0. Ãîìîòîïi÷íèé içîìîðôiçì κ : k→ K1I ¹ ¹äèíèì
ëàíöþãîâèì âiäîáðàæåííÿì, ùî iíäóêó¹ òîòîæí¹ âiäîáðàæåííÿ â êîãî-
ìîëîãiÿõ. Ñïåöiàëüíi îïîðè SG i RG, çáàãà÷åíi ó C, ïîçíà÷åíi kSG i kRG.
Ìè áàæà¹ìî çíàéòè ïiäîïîðó Æ ñïåöiàëüíî¨ C-îïîðè kSG, içîìîðôíó äî
ñïåöiàëüíî¨ îïîðè, âèçíà÷åíî¨ Ìàðêëîì [9].

Äèôåðåíöiàëüíî ãðàäóéîâàíi êîìïëåêñè k-ìîäóëiâ C ¹ ñèìåòðè÷íîþ
ìîíî¨äàëüíîþ êàòåãîði¹þ, çáàãà÷åíîþ â S = C. Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 2
iñíó¹ ñïåöiàëüíà îïîðà C iç çíà÷åííÿìè â ñèìåòðè÷íié ìîíî¨äàëüíié êàòå-
ãîði¨ C. Âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ C-îïîðè Æ → C íàçèâà¹òüñÿ B∞-ái-
àëãåáðîþ.

n-ñèìïëåêñè â N(Red1WGraphs(k,m)) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÿê òà-
êi ïîñëiäîâíîñòi îäíîái÷íèõ ãðàôiâ (G0, G1, . . . , Gn), ùî äëÿ âñiõ i, 0 6
i < n, iñíó¹ ìîðôiçì Gi → Gi+1 ∈ Red1WGraphs(k, m). Ñïåöiàëüíi îäíî-
ái÷íi ãðàôè ìîæíà çîáðàçèòè ñëîâàìè, ÷è¨ ñèìâîëè ñóòü áiäåðåâà ñïî-
ëó÷åíi îïåðàöiÿìè îïîðè. Áiäåðåâî B ∈ ObBitree(k, m) âèñîòè h îïèñó-
¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ïîçèòèâíèõ öiëèõ ÷èñåë (a1, . . . , ak−1; b1, . . . , bm−1),
0 < ai, bj 6 h, äå aj (âiäï. bj − 1) - ðiâåíü íà ÿêîìó òî÷êè i, i + 1 ∈ k
(âiäï. j, j + 1 ∈ m) çóñòði÷àþòüñÿ â çîáðàæåííi (12). Ç íåâèðîäæåíîñòi
B âèïëèâà¹, ùî {a1, . . . , ak−1, b1, . . . , bm−1} = [1, h]∩Z. Çîêðåìà, âèñîòà h
âèçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòþ (a1, . . . , ak−1; b1, . . . , bm−1) îäíîçíà÷íî. Íàïðè-
êëàä, áiäåðåâà âiä (12) çîáðàæåíi ÿê a) (2, 2; 1), b) (1, 3; 2). Âiäîáðàæåííÿ
ãðàíi ñóòü

di(G0, G1, . . . , Gn) = (G0, . . . , Gi−1, Gi+1, . . . , Gn).

äëÿ 0 6 i 6 n. Çîêðåìà,

d0(G0, . . . , Gn) = (G1, . . . , Gn), dn(G0, . . . , Gn) = (G0, . . . , Gn−1).

Çàäà÷à 3. Ñïåöiàëüíà îïîðà, âèçíà÷åíà Ìàðêëîì [9], içîìîðôíà ìi-
íiìàëüíié ñïåöiàëüíié C-ïiäîïîði Æ â kSG, àöèêëi÷íié ó âiä'¹ìíèõ ñòå-
ïåíÿõ, ïîðîäæåíié åëåìåíòàìè

Æ 2
1 = (1; ) =

(
(1; )

)
, Æ 1

2 = (; 1) =
(
(; 1)

)
, deg(Æ 2

1,Æ 1
2) = 0,

Æ 3
1 = (1, 1; ) =

(
(1, 2; ), (1, 1; )

)− (
(2, 1; ), (1, 1; )

)
, deg(Æ 3

1) = −1,

Æ 2
2 = (1; 1) =

(
(1; 2), (1; 1)

)− (
(2; 1), (1; 1)

)
, deg(Æ 2

2) = −1,

Æ 1
3 = (; 1, 1) =

(
(; 1, 2), (; 1, 1)

)− (
(; 2, 1), (; 1, 1)

)
, deg(Æ 1

3) = −1.
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For a braided category C we construct a special PROP C such that
functors of special PROPs Bialg → C are in bijection with braided bialgebras
in C.




