
Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê ÍÒØ ò.1 2004 p. 105

ÐÎÇÂÈÒÎÊ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ
ÎÑÒÐÎÃÐÀÄÑÜÊÎÃÎ ÄËß ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß
ÏËÎÑÊÎ� ÇÀÄÀ×I ÒÅÎÐI� ÏÐÓÆÍÎÑÒI Â

ÏÐßÌÎÊÓÒÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Âiêòîð ÐÅÂÅÍÊÎ

Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè
iì. ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè
âóë. Íàóêîâà 3-á, Ëüâiâ 79060

Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 18 ëèñòîïàäà 2003 ð.

Ðîçâ'ÿçàíî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ i çíà-
éäåíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè, íà-
âàíòàæåííî¨ íà ñòîðîíàõ çóñèëëÿìè. Âèäiëåíî çîâíiøí¹ îäíîðiäíå
íåñàìîçðiâíîâàæåíå íàâàíòàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî çíàéäåíî ôóíêöiþ
íàïðóæåíü. Äîñëiäæåíî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i îäåðæàíî âëàñíi ôóíêöi¨. Ñàìîçðiâíîâàæåíèé
íàïðóæåíèé ñòàí ïîäàíî ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñïåöiàëüíî ïîáóäîâà-
íèìè ñåí-âåíàíiâñüêèìè ôóíêöiÿìè, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çíàéäåíî ç
óìîâè ìiíiìóìó iíòåãðàëà êâàäðàòó âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêó âiä çàäà-
íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ñòîðîíàõ ïëàñòèíè.

1. ÂÑÒÓÏ

Çíà÷íi ðåçóëüòàòè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, îòðèìàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâ-
íÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîâ'ÿçàíi iç çàñòîñóâàí-
íÿì ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäó Øòóðìà�Ëióâiëëÿ [1, 2]. Âïåðøå iäå¨ ìåòîäó
Øòóðìà�Ëióâiëëÿ áóëè ñôîðìóëüîâàíi â ðîáîòi âåëèêîãî óêðà¨íñüêîãî
ìàòåìàòèêà Ì.Â.Îñòðîãðàäñüêîãî [3], ÿêà äîïîâiäàëàñÿ ó 1826 ðîöi â
Ïàðèçüêié Àêàäåìi¨ íàóê. Â öié ðîáîòi â÷åíèé âïåðøå ðîçâ'ÿçàâ êðàéî-
âó çàäà÷ó äëÿ êîëèâàííÿ ðiäèíè ó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði ñêií÷åííî¨
âèñîòè. Çâè÷àéíî, Ôóð'¹ ðàíiøå ðîçãëÿäàâ ðÿäè çà ïåâíèìè íàáîðàìè
ôóíêöié, ïðîòå öi ôóíêöi¨ âií âèáèðàâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨
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êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ì.Â.Îñòðîãðàäñüêèé æå âïåðøå çàïðîïîíóâàâ ïîáóäîâó
âëàñíèõ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié â ïðîöåñi iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè äëÿ òië ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ çàëåæíî âiä âèãëÿäó êðà-
éîâèõ óìîâ. Âíàñëiäîê ñêëàäíîñòi çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó i âiäñóòíîñòi
äîñëiäæåíü çi ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié (çà ÿêèìè äîâîäèëîñÿ ïðîâîäèòè ðîç-
âèíåííÿ â ðÿä), íà òîé ÷àñ íå áóëî ìîæëèâîñòi äîâåñòè çàïðîïîíîâàíèé
ìåòîä äî îòðèìàííÿ êîíêðåòíèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ. ßê âiäîìî, âñÿ íà-
óêîâà äiÿëüíiñòü ó÷åíîãî áóëà ñïðÿìîâàíà íà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ
çàäà÷ i îòðèìàííÿ êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàòiâ, òîìó âií íàäàëi íå ðîçâèâàâ
çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä. Ðîáîòà [3] áóëà ìàëî äîñòóïíîþ i íå îòðèìàëà
ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó. Ç îãëÿäó íà öå, ðîçâèíóòèé â ñòàòòi ñïåêòðàëüíèé
ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêó ïðîïîíóþ íàçâàòè iìåíåì Îñòðîãðàäñüêîãî.

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ðåàëiçó¹ìî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êðàéîâî¨ çàäà-
÷i äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ ó ïðÿìîêóòíié îáëàñòi. Òàêà çàäà÷à çó-
ñòði÷à¹òüñÿ â áàãàòüîõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè [4, 5]. Ïðè ïåâíèõ
ãðàíè÷íèõ óìîâàõ òàêà çàäà÷à ôiçè÷íî áóäå âiäïîâiäàòè ïëîñêié çàäà÷i
òåîði¨ ïðóæíîñòi. Òîìó ãðàíè÷íi óìîâè i òåðìiíîëîãiþ áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè iç òåîði¨ ïðóæíîñòi [4, 6].

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêó êâàçiñòàòè÷íó çàäà÷ó äëÿ òîíêî¨ ïðÿìîêóòíî¨
ïëàñòèíè ñòàëî¨ òîâùèíè h, ÿêà çàéìà¹ â ïëàíi ïðÿìîêóòíó îáëàñòü
D = {(x, y) ∈ [0, a] × [−b, b]}. Äëÿ îäíîðiäíîãî içîòðîïíîãî ìàòåðiàëó,
çà âiäñóòíîñòi ìàñîâèõ ñèë, òàêà çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ðîçâ'ÿçóâàííi áiãàð-
ìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ

∇2∇2Φ(x, y) = 0, ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (1)

äå Φ(x, y)− ôóíêöiÿ íàïðóæåíü [4, 6]. Íà êîíòóði L ïðÿìîêóòíèêà çàäàíi
ãðàíè÷íi óìîâè â íàïðóæåííÿõ

σn(x, y)|L = σg|L, τn(x, y)|L = τg|L, (2)

äå çîâíiøíi íîðìàëüíi òà äîòè÷íi íàâàíòàæåííÿ σg, τg ¹ êóñêîâî-íåïåðåð-
âíèìè ôóíêöiÿìè íà êîíòóði ïðÿìîêóòíèêà L. Ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè âiäîìà ç
ñåðåäèíè ÕIÕ ñòîëiòòÿ, ïðîòå âîíà é äîñi çàëèøà¹òüñÿ íàóêîâî i ïðàêòè-
÷íî âàæëèâîþ òà àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ [4�8]. Ó [5] íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðà-
òóðè. Â ðîáîòàõ [4, 7] âiäçíà÷åíî, ùî îñíîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ïiäõîäîì
ïðè äîñëiäæåííi öi¹¨ ïðîáëåìè ¹ ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ. Ïðè çàñòî-
ñóâàííi öüîãî ìåòîäó øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ïiäõîäè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà
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iäåÿõ Ã. Ëÿìå i ïîâ'ÿçàíi ç iäåÿìè çàäà÷i Øòóðìà�Ëióâiëëÿ [8]. Ïðè áåç-
ïîñåðåäíüîìó çàñòîñóâàííi ñõåìèØòóðìà�Ëióâiëëÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi-
¹¨ ïðîáëåìè öèìè ïiäõîäàìè âèíèêàþòü çíà÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî
òà îá÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó [5]. À ñàìå, íå âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè ñèñòå-
ìó âëàñíèõ îðòîíîðìîâàíèõ ôóíêöié, ïîâ'ÿçàíèõ ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ,
íå ðîçðîáëåíî ìåòîäiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îäíî÷àñíî çàäîâîëüíèòè äâi ãðà-
íè÷íi óìîâè îäíi¹þ ñèñòåìîþ ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íå çíàéäåíî ñïîñîáó
âðàõóâàííÿ êðàéîâîãî åôåêòó òà ií.

Ðîçâ'ÿçóâàííþ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ, à òà-
êîæ ðîçâèòêó iäåé ìåòîäó Øòóðìà�Ëióâiëëÿ, ÿêi âïåðøå áóëè âèñóíó-
òi â ðîáîòi [3], ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ äàíà ïðàöÿ. Ó íié çàïðîïîíîâàíî ðîç-
äiëåííÿ çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ íà îñíîâíó (íåñàìîçðiâíîâàæåíó) i
½çáóðåíó� (ñàìîçðiâíîâàæåíó) ÷àñòèíè. Äëÿ íåñàìîçðiâíîâàæåíîãî çîâ-
íiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ íàâåäåíî ôóíêöiþ íàïðóæåíü ó âèãëÿäi ïîëiíî-
ìó. Íàïðóæåíèé ñòàí âiä íàâàíòàæåííÿ (ñàìîçðiâíîâàæåíîãî âiäíîñíî
îêðåìî¨ ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà) âíàñëiäîê ñèìåòði¨ ðîçäiëåíî íà äâi ÷à-
ñòèíè i ïîäàíî ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñïåöiàëüíî ïîáóäîâàíèìè ñåí-âåíàíiâ-
ñüêèìè ôóíêöiÿìè. Ìîäèôiêîâàíî ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìîìåíòiâ (äèâ.
òàêîæ [9]). Çàïðîïîíîâàíî iíòåãðàëüíèé ìåòîä îöiíêè òî÷íîñòi îäåðæà-
íîãî ðîçâ'ÿçêó.

2. ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÐÎÇÄIËÅÍÍß ÇÌIÍÍÈÕ

Çãiäíî ç [6], íîðìàëüíi òà äîòè÷íi íàïðóæåííÿ ïîäàìî ó âèãëÿäi

σx(x, y) =
∂2Φ(x, y)

∂y2
, σy(x, y) =

∂2Φ(x, y)
∂x2

,

τxy = τ(x, y) = −∂2Φ(x, y)
∂x∂y

.

(3)

Ïîçíà÷èìî âåðøèíè ïðÿìîêóòíèêà ïðîòè ãîäèíèêîâî¨ ñòðiëêè, ïî÷èíà-
þ÷è âiä âåðøèíè (a, b), áóêâàìè A, B, C, D. Ñòîðîíè ìiæ âåðøèíàìè
A i D, B i A i ò.ä. ïîçíà÷èìî öèôðàìè 1, 2, 3, 4. Ðîçïîäiëåíi íîðìàëüíi
òà äîòè÷íi çîâíiøíi íàâàíòàæåííÿ σg, τg ñòâîðþþòü íà ñòîðîíàõ ïëàñòè-
íè âiäïîâiäíi íîðìàëüíi Tj , äîòè÷íi Qj çóñèëëÿ i ìîìåíòè Mj , j = 1, 4,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿì ðiâíîâàãè [6]. Ïîøóê áiãàðìîíi÷íî¨ ôóí-
êöi¨ íàïðóæåíü Φ(x, y), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì (2), áóäåìî
ïîñëiäîâíî çâîäèòè äî ïðîñòiøèõ çàäà÷. Ïåðøå ñïðîùåííÿ âèïëèâà¹ iç
ñèìåòðè÷íîñòi áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ i ïðÿìîêóòíî¨ îáëàñòi âiäíîñíî
çìiííî¨ y. Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íi íàâàíòàæåííÿ (2) ÿê ñóìó äâîõ ÷àñòèí
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à) i á): à) ïàðíi âiäíîñíî çìiííî¨ y íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ, íåïàðíi �
äîòè÷íi íàïðóæåííÿ, á) íàâïàêè, íåïàðíi � íîðìàëüíi, ïàðíi � äîòè÷íi
íàïðóæåííÿ. Íèæ÷å áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê â öiëîìó ñàìîçðiâíîâàæå-
íî¨ çàäà÷i à).

2.1. Ðîçäiëåííÿ íàâàíòàæåííÿ íà íåñàìîçðiâíîâàæåíó i ñà-
ìîçðiâíîâàæåíó ÷àñòèíè. Âíàñëiäîê âèáîðó çàäà÷i à) âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi Q1 = Q3 = 0, M1 = M3 = 0. Âiñiì ñèëîâèõ ôàêòîðiâ, ÿêi çàëèøè-
ëèñÿ, ïîçâ'ÿçàíi òðüîìà ðiâíÿííÿìè ðiâíîâàãè. Ïîëiíîìiíàëüíà ôóíêöiÿ
íàïðóæåíü, ÿêà ìîæå ñòâîðþâàòè òàêi ñèëîâi ôàêòîðè ìà¹ âèãëÿä

Φ0(x, y) =
T4

2ha
x2 +

T3

4hb
y2 +

T1 − T3

4ha3b

[
y2(3ax2 − 2x3) +

1
5

(
x− a

2

)3
×

×
(

x2 − ax + 5b2 − a2

4

) ]
+ +

2M4

ha3

(
x− a

2

)3
+

+
M2 −M4

4ha3b

[(
x− a

2

)2
− 3

4
a2

](
x− a

2

)
(y + b). (4)

Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî Φ0(x, y) çàäîâîëüíÿ¹
áiãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ i ñòâîðþ¹ çàäàíi óçàãàëüíåíi ñèëîâi çóñèëëÿ ïî
ñòîðîíàõ ïëàñòèíè. ßêùî ïiäñòàâèòè ôóíêöiþ (4) ó âèðàç íàïðóæåíü
(3), òî çíàéäåìî ðîçïîäiëåíi íà êîíòóði çóñèëëÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü îñíîâ-
íîìó íàïðóæåíîìó ñòàíó. Ïiñëÿ âèäiëåííÿ öèõ çóñèëü iç ãðàíè÷íèõ óìîâ
(2) çàëèøà¹òüñÿ ñàìîçðiâíîâàæåíå (½çáóðåíå�) âiäíîñíî êîæíî¨ ñòîðîíè
ïëàñòèíè çîâíiøí¹ íàâàíòàæåííÿ. Íàñòóïíå ñïðîùåííÿ çíîâó ïîëÿãà¹ ó
ðîçäiëåííi íà äâi ÷àñòèíè. Ðîçãëÿíåìî íîâi ãðàíè÷íi íàâàíòàæåííÿ (2)
ÿê ñóìó äâîõ ÷àñòèí À) i Á): À) íà ãîðèçîíòàëüíèõ ñòîðîíàõ y = ±b
ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè âiäñóòíi çîâíiøíi íàâàíòàæåííÿ, òîáòî

σy(x,±b) = 0, τ(x,±b) = 0, x ∈ [0, a], (5)

à íà áîêîâèõ ñòîðîíàõ x = 0, x = a äiþòü ãðàíè÷íi íàâàíòàæåííÿ (2); Á)
íàâïàêè, íà áîêîâèõ ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà âiäñóòíi çîâíiøíi íàâàíòà-
æåííÿ, íà ãîðèçîíòàëüíèõ ñòîðîíàõ äiþòü ãðàíè÷íi íàâàíòàæåííÿ (2).

Çàóâàæåííÿ. Âiäçíà÷èìî, ùî òàêå ðîçäiëåííÿ áóäå êîðåêòíèì òiëü-
êè òîäi, êîëè äîäàòêîâî âèêîíóþòüñÿ ëîêàëüíi óìîâè (äîòè÷íi íàâàí-
òàæåííÿ äîðiâíþþòü íóëåâi â êóòîâèõ òî÷êàõ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè).
Iíàêøå â êóòîâèõ òî÷êàõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ τA = −τD 6= 0,
τB = −τC 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó ñïî÷àòêó òðåáà âiäíÿòè çîâíiøíi çóñèë-
ëÿ, ÿêi ñòâîðþ¹ òàêà áiãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ

Φ∼(x, y) = − τB

2hb
xy2 − τA − τB

12hab
(3x2y2 − x4), (6)
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ïiñëÿ ÷îãî îäåðæó¹ìî íóëüîâi äîòè÷íi íàïðóæåííÿ â êóòîâèõ òî÷êàõ.
Î÷åâèäíî, ùî âèëó÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó, ÿêèé ñòâîðþ¹ áiãàðìîíi÷-
íà ôóíêöiÿ (6), íåîáõiäíî ïðîâîäèòè íà ïî÷àòêó îá÷èñëåíü. ßê áà÷è-
ìî, ïðè ðîçäiëåííi ãðàíè÷íèõ óìîâ íà äâi ÷àñòèíè íåîáõiäíî äîäàòêîâî
ïåðåâiðÿòè âèêîíàííÿ ïåâíèõ iíòåãðàëüíèõ i ëîêàëüíèõ óìîâ íà ìåæi
ïðÿìîêóòíèêà.

Âðàõîâóþ÷è iäåíòè÷íiñòü çàäà÷ À) i Á), íèæ÷å áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿ-
çîê ñîìîçðiâíîâàæåíî¨ çàäà÷i À). Çîâíiøíi íàâàíòàæåííÿ â öié çàäà÷i
òàêîæ ðîçäiëèìî íà äâi ÷àñòèíè: I) íàâàíòàæåííÿ çàäàíå òiëüêè íà ëiâié
ñòîðîíi:

σx(0, y) = σ1(y), τ(0, y) = τ1(y), σx(a, y) = 0, τ(a, y) = 0, (7)

II) íàâàíòàæåííÿ çàäàíå òiëüêè íà ïðàâié ñòîðîíi ïëàñòèíè:

σx(0, y) = 0, τ(0, y) = 0, σx(a, y) = σ2(y), τ(a, y) = τ2(y), (8)

äå σj(y), τj(y) ∈ L2[−b, b] i çàäîâîëüíÿþòü êîðåêòíi ôiçè÷íi óìîâè

τj(±b) = 0, |σj(y)| < ∞, |τj(y)| < ∞, j = 1, 2. (9)

Çãiäíî ç åêñïåðèìåíòîì i âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà [6] ½çáó-
ðåíèé� íàïðóæåíèé ñòàí øâèäêî çàòóõà¹ ïðè âiääàëåííi âiä ñàìîçðiâ-
íîâàæåíî íàâàíòàæåíî¨ ñòîðîíè ïëàñòèíè, îòæå, äëÿ éîãî îïèñó ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ôóíêöi¨ íàïðóæåíü, ÿêi øâèäêî çàòóõàþòü.

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî íàçèâàòè áiãàðìîíi÷íó ôóíêöiþ íàïðóæåíü
ñåí-âåíàíiâñüêîþ, ÿêùî âèðàæåíi ÷åðåç íå¨ çà ôîðìóëàìè (3) íîðìàëüíi
i äîòè÷íi íàïðóæåííÿ ñòâîðþþòü íà êîæíié ñòîðîíi ïðÿìîêóòíèêà
íóëüîâi iíòåãðàëüíi íîðìàëüíó Tn i çñóâíó Qt ñèëè òà íóëüîâèé çãèííèé
ìîìåíò Mn, i âîíà çàòóõà¹ ïðè âiääàëåííi âiä îäíi¹¨ ½áàçîâî¨� ñòîðî-
íè ïðÿìîêóòíèêà. Ïåðåôîðìóëþ¹ìî ïðèíöèï Ñåí-Âåíàíà: ½Çáóðåíèé�
íàïðóæåíèé ñòàí ïëàñòèíè îïèñó¹òüñÿ ñåí-âåíàíiâñüêèìè ôóíêöiÿìè.
Ïîáóäó¹ìî òàêi ôóíêöi¨.

2.2. Çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ñåí-âåíàíiâñüêèõ ôóíêöié.
Îçíà÷åííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ íàïðóæåíü çàäîâîëüíÿ¹ íóëüîâi ãðàíè÷-

íi óìîâè (5), òî ¨¨ áóäåìî íàçèâàòè âëàñíîþ ôóíêöi¹þ êðàéîâî¨ çàäà÷i
â íàïðóæåííÿõ.

Áiãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè (5) i çàòóõà¹
ïðè âiääàëåííi âiä ñòîðîíè 3 ìà¹ âèãëÿä

Φ(x, βy) =
= Re{[b cos(βy) + a sin(βy) + y(g cos(βy) + c sin(βy))] exp(−βx)}, (10)
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äå Re(β) > 0, a, g, c, b � íåâiäîìi êîìïëåêñíi êîåôiöi¹íòè, à âëàñíi áåç-
ðîçìiðíi ñïåêòðàëüíi ÷èñëà z = bβ çíàõîäÿòüñÿ ÿê êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷-
íîãî ðiâíÿííÿ [5, 8, 10]

F (z) ≡ sin(2z) + 2z = 0. (11)

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ F (z) ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ zk = Rβk,
k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ôóíêöi¨ (äèâ. [11]) âèïëèâà¹, ùî
ôóíêöiÿ F (z) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ ïîðÿäêó 1. Ïðèéìåìî z =

√
ζ. Ôóíê-

öiÿ F (
√

ζ)/
√

ζ ñòîñîâíî êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ζ ¹ ôóíêöi¹þ ïîðÿäêó 1
2 . Iç

òåîðåìè 5 iç [11, c. 268] âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.
Âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (11) (êðiì z0 = 0, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ Φ0(x, y)) ¹

êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè. Íàâåäåìî àñèìïòîòè÷íi çíà÷åííÿ êîðåíiâ ðiâ-
íÿííÿ (11)

Re zk =
Ak

4
− lnAk

Ak
+O

(
ln Ak

Ak

)2

, Im zk ≈ ln Ak

2
+

ln2 Ak

A2
k

−2
ln Ak

A2
k

, (12)

äå Ak = π(4k − 1).
Ðîçìiñòèìî êîðåíi zk, à, îòæå, i βk â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õíiõ äiéñíèõ

÷àñòèí. Ââåäåìî áåçðîçìiðíó çìiííó γ, y = bγ. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ôóíê-
öi¨ íàïðóæåíü (10) ó ãðàíè÷íi óìîâè (5) i âèêîðèñòàííÿ ðiâíÿííÿ (11)
çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä âëàñíèõ ôóíêöié

Φk(x, zkγ) = Re{bgkϕk(γ) exp(−βkx}, (13)

äå ϕk(γ) = γ sin(zkγ) − tg(zk) cos(zkγ), gk � äîâiëüíèé êîìïëåêñíèé êîå-
ôiöi¹íò. Îòæå, ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ êîìïëåê-
ñíèõ êîåôiöi¹íòiâ â íàáîði ôóíêöié (13), ÿêi çàäîâîëüíÿëè á ó âèãëÿäi
ðÿäó ãðàíè÷íi óìîâè â íàïðóæåííÿõ (7) íà áîêîâié ñòîðîíi ïëàñòèíè.
Ïiäñòàâëÿþ÷è âëàñíi ôóíêöi¨ (13) ó íàïðóæåííÿ (3), îäåðæèìî

σy(x, γ) = Re{bgkβ
2
kϕk(γ) exp(−βkx)},

σx(x, γ) = Re{bgkβ
2
kχk(γ) exp(−βkx)},

τ(x, γ) = Re{bgkβ
2
kψk(γ) exp(−βkx)},

(14)

äå χk(γ) = [ 1
zk
− ctg(zk)] cos(zkγ)− γ sin(zkγ), ψk(γ) = −ctg(zk) sin(zkγ) +

γ cos(zkγ). Ëåãêî ïåðåâiðèòè íàñòóïíi ðiâíîñòi: ψ
′
k(γ) = zkχk(γ), ψk(1) =

ψk(−1) = 0. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà âëàñíà ôóíêöiÿ (13) ìîæå îïèñóâàòè
òiëüêè ñàìîçðiâíîâàæåíèé ÍÄÑ.
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Òåîðåìà 2. Êîæíà âëàñíà ôóíêöiÿ íàïðóæåíü (13) ¹ ñåí-âåíàíiâ-
ñüêîþ.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåìî áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì íîðìàëü-
íî¨ Tx i çñóâíî¨ Qx ñèë òà çãèííîãî ìîìåíòó Mx. Âðàõîâóþ÷è çíà÷åííÿ
σx(x, γ) iç (14), çíàéäåìî iíòåãðàëüíå çóñèëëÿ Tx, ÿêå äi¹ â äîâiëüíîìó
ïåðåðiçi, ïàðàëåëüíîìó äî áîêîâî¨ ñòîðîíè ïëàñòèíè

Tx = hb

1∫

−1

σx(x, γ)dγ = hbRe{gkβk[ψk(1)− ψk(−1)] exp(−βkx)} = 0,

áî ψk(1) = ψk(−1) = 0. Âíàñëiäîê ïàðíîñòi íàïðóæåíü σx(x, γ) çà çìií-
íîþ γ îäåðæèìî, ùî Mx = 0, à âíàñëiäîê íåïàðíîñòi äîòè÷íèõ íàïðó-
æåíü τ(x, γ) îäåðæèìî, ùî Qx = 0. Îòæå, íà âåðòèêàëüíèõ ñòîðîíàõ ïëà-
ñòèíè óìîâè âèêîíóþòüñÿ. Íà ãîðèçîíòàëüíèõ ñòîðîíàõ ñåí-âåíàíiâñüêà
óìîâà âèêîíó¹òüñÿ âíàñëiäîê ãðàíè÷íèõ óìîâ (5). Âëàñíi ôóíêöi¨ åêñïî-
íåíöiàëüíî çàòóõàþòü ïðè âiääàëåííi âiä âåðòèêàëüíî¨ ñòîðîíè ïðÿìî-
êóòíèêà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çðîáëåíå íàìè ðîçáèòòÿ íà äâi çàäà÷i ¹ îáîâ'ÿçêîâèì. Äëÿ íàáîðó
ðîçâ'ÿçêiâ (10), (13) âèêîíó¹òüñÿ ïðèíöèï Ñåí-Âåíàíà, îñêiëüêè â öi
ðîçâ'ÿçêè âõîäèòü åêñïîíåíöiàëüíî çãàñàþ÷à ôóíêöiÿ âiä x. Çãiäíî ç òå-
îðåìîþ 1, êiëüêiñòü âëàñíèõ ôóíêöié ¹ çëi÷åííà.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà ôóíêöié 1, χk(γ), ψk(γ), k ∈ N, ¹ ïîâíîþ êðóçi
{γ ∈ C : |γ| ≤ 1}.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè χk(γ), ψk(γ)− öiëi ôóíêöi¨ ïîðÿäêó ρ = 1 i
äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ zk = Rβk âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lim

k→∞
k
|zk| ≤ e, i,

êðiì òîãî, Re z1 < π, òî äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 18 [12,
c.283].

3. ÐÎÇÐÀÕÓÍÎÊ ½ÇÁÓÐÅÍÎÃÎ� ÍÄÑ ½ÄÎÂÃÎ��
ÏËÀÑÒÈÍÈ (ÏÀÐÍI ÍÀÏÐÓÆÅÍÍß σx,
ÇÀÄÀ×À ½ÐÎÇÒßÃÓ�ÑÒÈÑÊÓ�)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëàñòèíà çà çìiííîþ x ¹ äîñòàòíüî ½äîâãîþ�, òîáòî òà-
êîþ, ùî çîâíiøíi ½çáóðåíi� çóñèëëÿ ïðèêëàäåíi äî ñòîðîíè ïëàñòèíè
(x = 0) ïðàêòè÷íî íå âèêëèêàþòü ïîÿâè ½çáóðåíîãî� ÍÄÑ áiëÿ ïðîòè-
ëåæíî¨ ñòîðîíè. Öå âèêîíó¹òüñÿ, êîëè a >> b i òàêó ïëàñòèíó áóäåìî
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íàçèâàòè ½äîâãîþ�. Ùîá çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷íi óìîâè (7), ôóíêöiþ íà-
ïðóæåíü ïîäàìî ó âèãëÿäi ðÿäó çà ñåí-âåíàíiâñüêèìè ôóíêöiÿìè

Φ(x, γ) = b2
∞∑

k=1

Re{gkϕk(γ) exp(−βkx)}, (15)

äå Re(βk) > 0, k ∈ N. Êîìïëåêñíèé êîåôiöi¹íò gk ìà¹ äâi íåçàëåæíi
íåâiäîìi � äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî êîåôiöi¹íòà gk, ùî äà¹
çìîãó îäíî÷àñíî çàäîâîëüíèòè äâi ãðàíè÷íi óìîâè.

Íàâåäåìî ïåðøèõ 6 êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (11) [10]:

z1 = 2, 106196 + 1, 125364i, z2 = 5, 356268 + 1, 551574i,
z3 = 8, 536668 + 1, 775543i, z4 = 11, 69918 + 1, 929404i,
z5 = 14, 85406 + 2, 046851i, z6 = 18, 00493 + 2, 141890i,

äå i � óÿâíà îäèíèöÿ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ïðè k > 6 ìîæíà âè-
êîðèñòàòè àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó (12). Âðàõîâóþ÷è ÷èñëîâi çíà÷åííÿ
êîðåíiâ zk = bβk, áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ íàïðóæåíü (15) øâèäêî ñïàäà¹ çà
çìiííîþ x, âiäïîâiäíî ñïàäà¹ i ÍÄÑ, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ íåþ. Äî òîãî æ,
ïðè çáiëüøåííi íîìåðà âëàñíi ôóíêöi¨ øâèäêî ñïàäàþòü ïðè âiääàëåííi
âiä òîðöÿ. Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ Φ1 çìåíøó¹òüñÿ ó 100 ðàçiâ íà âiäñòàíi
x > 2.2 b, à Φ2 � íà âiäñòàíi x > 0.85 b. Îòæå, âæå ïðè a > 2.2 b ïëàñòèíó
ìîæíà ðîçðàõîâóâàòè ÿê ½äîâãó�. Òàêå øâèäêå ñïàäàííÿ ÍÄÑ ïîÿñíþ¹
ïðèíöèï Ñåí-Âåíàíà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3), (15), ïîäàìî ïåðøi äâi ãðàíè÷íi
óìîâè (7) ó âèãëÿäi

σ1(bγ) =
∞∑

k=1

Re{(xk + iyk)χk(γ)}, τ1(bγ) =
∞∑

k=1

Re{(xk + iyk)ψk(γ)}, (16)

äå xk + iyk = ck = z2
kgk

b , xk, yk− äiéñíà i óÿâíà ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî
êîåôiöi¹íòà ck.

Âiäçíà÷èìî, ùî äâi îñòàííi ãðàíè÷íi óìîâè (7) âèêîíóþòüñÿ ç âè-
ñîêîþ òî÷íiñòþ, áî âåëè÷èíó | exp(−βka)| ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî
ìàëîþ.

Ïðîáëåìà. Äîñëiäèòè óìîâè, ïðè ÿêèõ çîáðàæåííÿ (16) ¹ ñïðàâåä-
ëèâèì, ïîáóäóâàòè êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ êîåôiöi-
¹íòiâ xk, yk.

Íå çóïèíÿþ÷èñü íà ñòðîãîìó äîâåäåííi ïåðøî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ïðîáëå-
ìè, ðîçðîáèìî ìåòîä çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ.
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3.1. Ìiíiìiçàöiÿ iíòåãðàëà êâàäðàòó âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêó âiä
çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ äiéñíèõ êîåôiöi¹íòiâ xk, yk, à, îòæå, i
êîìïëåêñíèõ êîåôiöi¹íòiâ gk ìîäèôiêó¹ìî ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìîìåíòiâ
[1, 9]. Îáìåæèìîñÿ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (15), (16) ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ N
÷ëåíiâ ðÿäó. Îñêiëüêè îêðåìi ÷ëåíè ðÿäó (15) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè áiãàðìîíi-
÷íîãî ðiâíÿííÿ, à, îòæå, i ïëîñêî¨ çàäà÷i, òî äîñèòü çíàéòè íåâiäîìi êîå-
ôiöi¹íòè ç óìîâè ìiíiìóìó ãðàíè÷íîãî âiäõèëåííÿ çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó
âiä çîâíiøíiõ íàâàíòàæåíü (7) äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi N ÷ëåíiâ ðÿäó.
Âiäçíà÷èìî, ùî ãðàíè÷íi óìîâè íà ãîðèçîíòàëüíèõ ñòîðîíàõ ïëàñòèíè
çàäîâîëüíÿþòüñÿ òîòîæíüî. Âèäiëèìî ó ôóíêöié χk(γ), ψk(γ) äiéñíó i
óÿâíó ÷àñòèíè

χk(γ) = χrk(γ) + iχyk(γ), ψk(γ) = ψrk(γ) + iψyk(γ).

Ìiðîþ íàáëèæåííÿ íàøîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ iíòåãðàë êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëå-
ííÿ çíàéäåíèõ íàïðóæåíü (16) âiä çàäàíèõ çîâíiøíiõ çóñèëü íà áîêîâèõ
ñòîðîíàõ (7)

Ψ{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN} =

1∫

0

{( N∑

k=1

(xkχrk(γ)− ykχyk(γ))− σ1(bγ)
)2

+

+
( N∑

k=1

(xkψrk(γ)− ykψyk(γ))− τ1(bγ)
)2}

dγ. (17)

Äiéñíi xk i óÿâíi yk ÷àñòèíè êîìïëåêñíèõ êîåôiöi¹íòiâ ck âèçíà÷èìî ç
óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëà (17). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi
∂Ψ{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN}

∂xj
, ∂Ψ{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN}

∂yj
, j = 1, N , i ïðèðiâ-

íÿ¹ìî ¨õ äî íóëÿ. Â ðåçóëüòàòi îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî ñèñòåìó 2N ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 2N íåâiäîìèõ xk, yk, k = 1, N ,

N∑
k=1

{xkB
1
k,j − ykB

2
k,j} =

1∫
0

[σ1(γ)χrj(γ) + τ1(γ)ψrj(γ)]dγ, j = 1, N,

N∑
k=1

{xkB
3
k,j − ykB

4
k,j} =

1∫
0

[σ1(γ)χyj(γ) + τ1(γ)ψyj(γ)]dγ, j = 1, N,

(18)

äå
B1

k,j = Re(Nk,j), B2
k,j = Im(Nk,j), B3

k,j = B2
j,k, B4

k,j = Re(Ak,j),
Nk,j = P1(k, j) + Q1(k, j), Ak,j = P2(k, j) + Q2(k, j),
2Pm(k, j) = D(zk, zj) + (−1)m+1D(zk, zj),
2Qm(k, j) = M(zk, zj) + (−1)m+1M(zk, zj), m = 1, 2.
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Ôóíêöi¨ M(z, w), D(z, w) äëÿ çíà÷åíü àðãóìåíòiâ z 6= w, çíàõîäÿòüñÿ çà
ôîðìóëàìè:
M(z, w) = m(z)m(w)F1,1(z, w)−m(z)G(w, z)−m(w)G(z, w) + F0,3(z, w),

D(z, w) = n(z)n(w)F0,1(z, w)− n(z)G(z, w)− n(w)G(w, z) + F1,3(z, w),

äå
m(z) = ctg(z), n(z) =

1
z
− ctg(z),

F0,1(z, w) = W (z, w)[z sin(z) cos(w)− w sin(w) cos(z)],

G(z, w) = W (z, w)[z sin(z) sin(w) + w cos(w) cos(z)]+

+W 2(z, w)[(z2 + w2) cos(z) sin(w)− 2zw cos(w) sin(z)],

W (z, w) =
1

z2 − w2
,

F0,3(z, w) =

= F0,1(z, w) +
cos(z + w)
(z + w)2

+
cos(z − w)
(z − w)2

− sin(z + w)
(z + w)3

− sin(z − w)
(z − w)3

,

F1,3(z, w) =

= F1,1(z, w)− cos(z + w)
(z + w)2

+
cos(z − w)
(z − w)2

+
sin(z + w)
(z + w)3

− sin(z − w)
(z − w)3

,

F1,1(z, w) = W (z, w)[w sin(z) cos(w)− z sin(w) cos(z)].

Çà öèìè æ ôîðìóëàìè çíàõîäÿòüñÿ òàêîæ ôóíêöi¨ M(zk, zj), D(zk, zj)
äëÿ âñiõ çíà÷åíü iíäåêñiâ k, j. Êîåôiöi¹íòè D(zk, zk), M(zk, zk) çíàõîäÿ-
òüñÿ çà ôîðìóëàìè:

D(zk, zk) =
3
2
ctg2(zk) +

7
6
, M(zk, zk) = −1

3
− ctg(zk)

2zk
.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (18) ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè,
îäåðæèìî äiéñíi êîåôiöi¹íòè xk, yk , à, îòæå, i êîìïëåêñíi êîåôiöi¹í-
òè gk, k = 1, 2, . . . , N . Çíàéäåìî iíòåãðàë êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ
Ψ{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN} (17) i ïîðiâíÿ¹ìî éîãî ç iíòåíñèâíiñòþ äi¨ çîâ-
íiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ

Ψ0 =

1∫

0

(
σ1(bγ)2 + τ1(bγ)2

)
dγ.

ßêùî âiäíîñíå çíà÷åííÿ áóäå ìåíøèì, íiæ 0.001, òî ðîç'ÿçîê çíàéäåíî.
ßêùî æ âiäíîñíå çíà÷åííÿ áiëüøå, íiæ 0.001, òî çáiëüøó¹ìî êiëüêiñòü N
÷ëåíiâ ðÿäó i ïîâòîðíî ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ. Äàëi çà ôîðìóëàìè (3),
(15) çíàéäåìî ÍÄÑ ïëàñòèíè.
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4. ÐÎÇÐÀÕÓÍÎÊ ½ÇÁÓÐÅÍÎÃÎ� ÍÄÑ ÏËÀÑÒÈÍÈ
ÄÎÂIËÜÍÈÕ ÐÎÇÌIÐIÂ ( ÇÀÄÀ×À ½ÐÎÇÒßÃÓ�ÑÒÈÑÊÓ�)

Ôóíêöiþ íàïðóæåíü â öüîìó âèïàäêó ïîäàìî ó âèãëÿäi òàêîãî ðÿäó çà
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè

Φ(x, γ) = b2
∞∑

k=1

Re{[gk exp(−βkx) + qk exp(βk(x− a))]ϕk(γ)}, (19)

äå gk, qk, k ∈ N,− íåâiäîìi êîìïëåêñíi êîåôiöi¹íòè. Ãðàíè÷íi óìîâè (7),
(8) ïiñëÿ îá'¹äíàííÿ i âèêîðèñòàííÿ ïîäàííÿ ôóíêöi¨ íàïðóæåíü (19)
íàáóâàþòü âèãëÿäó

σm(bγ) =
∞∑

k=1

Re{z2
k[gk exp(−βk(m− 1)) + qk exp(βk(m− 2)a)]χk(γ)},

τm(bγ) =
∞∑

k=1

Re{z2
k[gk exp(−βk(m− 1))− qk exp(βk(m− 2)a)]ψk(γ)}, (20)

äå m = 1, 2. Îáìåæèìîñÿ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (19), (20) ñêií÷åííîþ êiëüêi-
ñòþ N ÷ëåíiâ ðÿäó. Ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ xk + iyk = z2

kgk,
xk+N + iyk+N = z2

kqk, k = 1, N . Äëÿ çíàõîäæåííÿ äiéñíèõ íåâiäîìèõ
êî¹ôiöi¹íòiâ xk, yk, k = 1, 2N âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä íòåãðàëüíèõ ìîìåí-
òiâ. Çàïèøåìî iíòåãðàë êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ çíàéäåíèõ íàïðóæåíü
(20) âiä çàäàíèõ çîâíiøíiõ çóñèëü íà áîêîâèõ ñòîðîíàõ

Ψ{x1, . . . , x2N , y1, . . . , y2N} =

=

1∫

0

{ 2∑

m=1

{{ N∑

k=1

[xkχ
m
rk(γ)− ykχ

m
yk(γ)]− σm(bγ)

}2
+

+
{ N∑

k=1

[xkψ
m
rk(γ)− ykψ

m
yk(γ)]− τm(bγ)

}2}}
dγ, (21)

äå χm
k (γ) = χm

rk(γ) + iχm
yk(γ), ψm

k (γ) = ψm
rk(γ) + iψm

yk(γ), à χm
rk(γ), ψm

rk(γ)−
äiéñíi, χm

yk(γ), ψm
yk(γ)− âiäïîâiäíi óÿâíi ÷àñòèíè, ùî ìàþòü çíà÷åííÿ

χm
k (γ) = χk(γ) exp(βk(1−m)a), χm

k+N (γ) = χk(γ) exp(βk(m− 2)a),

ψm
k (γ) = ψk(γ) exp(βk(1−m)a), ψm

k+N (γ) = −ψk(γ) exp(βk(m− 2)a),
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äå k = 1, N . ßê i â ïóíêòi 2, â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó 4N ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 4N äiéñíèõ íåâiäîìèõ xk, yk, k = 1, 2N :

2N∑

k=1

{xkV
1
k,j − ykV

2
k,j} =

2∑

m=1

1∫

0

[σm(γ)χm
rj(γ) + τm(γ)ψm

rj(γ)]dγ,

2N∑

k=1

{
xkV

2
j,k − ykV

4
k,j

}
=

2∑

m=1

1∫

0

[
σm (γ) χm

yj (γ) + τm (γ) ψm
yj (γ)

]
dγ, (22)

äå j = 1, 2N , à êîåôiöi¹íòè V m
k,j äëÿ çíà÷åíü iíäåêñiâ k, j 6 N ; k, j > N ,

çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

V 1
k,j = (1 + VkVj)B1

k,j − VkWjB
2
j,k −WkVjB

2
k,j + WkWjB

4
k,j ,

V 2
k,j = (1 + VkVj)B2

k,j −WkWjB
2
j,k −WjVkB

4
k,j + WkVjB

1
k,j ,

V 4
k,j = (1 + VkVj)B4

k,j + VjWkB
2
j,k + WjVkB

2
k,j + WkWjB

1
k,j ,

à äëÿ çíà÷åíü iíäåêñiâ k > N , j < N ; j > N , k < N , ìà¹ìî

V 1
k,j = (Vk + Vj)E1

k,j −WjE
2
j,k −WkE

2
k,j ,

V 2
k,j = (Vk + Vj)E2

k,j −WjE
4
k,j + WkE

1
k,j ,

V 4
k,j = (Vk + Vj)E4

k,j + WkE
2
j,k + WjE

2
k,j .

Êîåôiöi¹íòè Bm
n,l, Em

n,l, Vl, Wl äëÿ çíà÷åíü iíäåêñiâ n > N, l > N îá÷è-
ñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

Bm
k+N,j+N = Bm

k,j , Em
k,j+N = Em

k+N,j = Em
k,j , Vk+N = Vk, Wk+N = Wk,

äå m = 1, 4, à

Vk = Re(exp(−βka)), Wk = Im(exp(−βka)), E1
k,j = Re(P1(k, j)−Q1(k, j)),

E2
k,j = Im(P1(k, j)−Q1(k, j)), E4

k,j = Im(P2(k, j)−Q2(k, j)).

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (20) ÷èñëîâèì ìåòîäîì i çíàéäå-
ìî äiéñíi êîåôiöi¹íòè xk, yk, k = 1, 2N , à, îòæå, é êîìïëåêñíi êîåôi-
öi¹íòè gk, qk, k = 1, N . Çíàéäåìî iíòåãðàë êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ
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Ψ{x1, . . . , x2N , y1, . . . , y2N} (21) i ïîðiâíÿ¹ìî éîãî ç iíòåíñèâíiñòþ äi¨ çîâ-
íiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ

Ψ0 =

1∫

0

2∑

m=1

[σ2
m (bγ) + τ2

m (bγ)] dγ.

ßêùî âiäíîñíå çíà÷åííÿ áóäå ìåíøå, íiæ 0.001, òî ðîç'ÿçîê çíàéäåíî.
ßêùî âiäíîñíå çíà÷åííÿ áiëüøå, íiæ 0.001, òî çáiëüøó¹ìî êiëüêiñòü N
÷ëåíiâ ðÿäó i ïîâòîðíî ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ. Äàëi çà ôîðìóëàìè (3),
(19) çíàéäåìî ½çáóðåíèé� ÍÄÑ ïëàñòèíè.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ I ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÈ ÏÎÄÀËÜØÈÕ
ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ

1. Óçàãàëüíåíî ñïåêòðàëüíèé ìåòîä Øòóðìà�Ëióâiëëÿ iíòåãðóâàííÿ
ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ áiãàðìîíi-
÷íîãî ðiâíÿííÿ. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ìîæíà ðîçâèíóòè i âèêîðèñòàòè
ïðè iíòåãðóâàííi ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ÷åòâåðòîãî i âèùèõ
ïîðÿäêiâ.

2. Ïëîñêèé ÍÄÑ ïëàñòèíè ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâà íàïðóæåíèõ ñòà-
íè: îñíîâíèé, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ïîëiíîìiíàëüíîþ ôóíêöi¹þ íàïðóæåíü
i ½çáóðåíèé�, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ñåí-âåíàíiâñüêèìè ôóíêöiÿìè. Äëÿ òîãî,
ùîá ðîçäiëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà äâi ÷àñòèíè áóëî êîðåêòíèì, êîæíà
iç âèäiëåíèõ ÷àñòèí ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè iíòåãðàëüíi i ëîêàëüíi óìîâè
(óìîâè ðiâíîâàãè òà ðiâíiñòü äîòè÷íèõ íàïðóæåíü â êóòîâèõ òî÷êàõ).

3. ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó, ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè ðîç-
ðàõóíêó ÍÄÑ ïðÿìîêóòíî¨ içîòðîïíî¨ ïëàñòèíè äëÿ äîâiëüíîãî ñèëîâîãî
íàâàíòàæåííÿ (çàäà÷à ½ðîçòÿãó-ñòèñêó�). Çàïðîïîíîâàíî ðåãóëÿðèçàöiþ
ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i øëÿõîì âèäiëåííÿ îñíîâíîãî ÍÄÑ i ñàìîçðiâíîâà-
æåíî¨ ÷àñòèíè, ÿêà ìà¹ ëîêàëüíèé õàðàêòåð. Çíàéäåíî ïîäàííÿ ôóíêöi¨
íàïðóæåííÿ ñàìîçðiâíîâàæåíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ó âèãëÿäi ðÿäó. Ïî-
êàçàíî, ùî êîìïîíåíòè öüîãî ðÿäó ñòâîðþþòü íà êîæíié ñòîðîíi ïðÿìî-
êóòíî¨ ïëàñòèíè íóëüîâi iíòåãðàëüíi íîðìàëüíó i çñóâíó ñèëè òà çãèííèé
ìîìåíò. Öåé àëãîðèòì ìîæíà ðîçâèíóòè i âèêîðèñòàòè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi
çàäà÷i ½çãèíó� ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè.

4. Ðîçðîáëåíî iíòåãðàëüíèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ êîìïëåêñíèõ êîåôiöi-
¹íòiâ ðÿäó, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäi ìîìåíòiâ i ïðèíöèïó íàéìåíøèõ
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êâàäðàòiâ. Çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿäi êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ëiíiéíî¨ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó. Çàïðîïîíî-
âàíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ
¹ óçàãàëüíåííÿì ñõåìè Øòóðìà�Ëióâiëëÿ iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü iç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, îñêiëüêè ïðè éîãî çàñòîñóâàííi
äî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âií ñïiâïàäà¹ ç ìåòîäîì Øòóðìà�Ëióâiëëÿ
[1]. Öåé ìåòîä ìîæíà ðîçâèíóòè i âèêîðèñòàòè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ìiøà-
íèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

5. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçðàõóíêó ïëàñòèíè äîâiëüíèõ ðîçìiðiâ.
Ïîêàçàíî, ùî êîìïîíåíòè ÍÄÑ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè áóäü-ÿêèõ ðîçìi-
ðiâ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ââåäåíi âëàñíi ôóíêöi¨. Ïîÿñíåíî ïðèíöèï Ñåí-
Âåíàíà.
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SPECTRAL METHOD TO INTEGRATION OF BIHARMONIC
EQUATION IN RECTANGULAR DOMAIN

Victor REVENKO

Pidstryhach Instytute of Applied Problems
in Mechanics and Mathematics of NASU
3-b Naukova Str., Lviv 79060, Ukraine

A biharmonic equation is solved and the stress-strain state (SSS) of
a rectangular plate loaded on the sides by arbitrary e�orts is de�ned. A
characteristic equation is solved and eigenfunctions are de�ned. An SSS
representation is obtained for arbitrary external loading in the form of series
in eigenfunctions. A method of integral moments is proposed to de�ne the
series coe�cients. The Saint-Venan principle is veri�ed.




