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Ïåòðî ÃÓÄÈÂÎÊ

Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò
âóë. Ïiäãiðíà 46, Óæãîðîä 88000

Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 17 ëèñòîïàäà 2003 ð.

Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó içîìîðôiçìó êîìïëå-
êñíèõ ãðóïîâèõ àëãåáð ñêií÷åííèõ ãðóï, ÿêi ¹ öèêëi÷íèìè ðîçøè-
ðåííÿìè íàäðîçâ'ÿçíèõ ãðóï.

Àêòóàëüíîþ ¹ íàñòóïíà çàäà÷à À: ½Çíàéòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìî-
âó içîìîðôiçìó êîìïëåêñíèõ ãðóïîâèõ àëãåáð CG1 i CG2, äå C � ïîëå
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i Gi � ñêií÷åííà ãðóïà (i = 1, 2)�.

Ñ.Ä. Áåðìàí [3] ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó À ó âèïàäêó, êîëè Gi � íàäðîçâ'ÿç-
íà ãðóïà (i = 1, 2). Ó [4] äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó: ½Íåõàé Gi � ñêií-
÷åííà ãðóïà, ÿêà ìiñòèòü òàêó ìàêñèìàëüíó àáåëåâó íîðìàëüíó ïiäãðóïó
Hi, ùî ôàêòîðãðóïà Gi/Hi öèêëi÷íà (i = 1, 2). ßêùî ïîðÿäêè ãðóï G1

i G2 ñïiâïàäàþòü, òî àëãåáðè CG1 i CG2 içîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ñïiâïàäàþòü ïîðÿäêè êëàñiâ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóï G1 i G2, ÿêi
ìiñòÿòüñÿ âiäïîâiäíî â ïiäãðóïàõ H1 i H2.�

I. Ì. Àéçåêñ [6] i Ò. Ãåâêåñ [5] âèâ÷àëè âëàñòèâîñòi ñêií÷åííèõ ãðóï
G1 i G2, ÿêùî CG1

∼= CG2. Ó [6] ïîêàçàíî, ùî ÿêùî CG1
∼= CG2 i G1 �

ñêií÷åííà íiëüïîòåíòíà ãðóïà, òî G2 òàêîæ íiëüïîòåíòíà ãðóïà.
Ó äàíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó À äëÿ ñêií÷åííèõ ãðóï, ÿêi ¹ öèêëi-

÷íèìè ðîçøèðåííÿìè íàäðîçâ'ÿçíèõ ãðóï.
Íàâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðåçóëüòàòè iç [3] ïðî

êîìïëåêñíi ãðóïîâi àëãåáðè ñêií÷åííèõ íàäðîçâ'ÿçíèõ ãðóï.
Íåõàé G � ñêií÷åííà íàäðîçâ'ÿçíà ãðóïà i ðÿä

B0 = {1} ⊂ B1 ⊂ . . . ⊂ Bm = G (1)
¹ ãîëîâíèì ðÿäîì ãðóïè G. Ïàðà (N,H) íàçèâà¹òüñÿ M -ïàðîþ ãðóïè Bi,
ÿêùî N � ïiäãðóïà ãðóïè Bi, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè N i ôà-
êòîðãðóïà N/H � öèêëi÷íà (1 ≤ i ≤ m). Ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó M -ïàð N
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ãðóïè G, ÿêà âiäïîâiäà¹ ðÿäó (1), çà òàêèì àëãîðèòìîì. Äëÿ ãðóïè B1

ñèñòåìà M -ïàð N1 ñêëàäà¹òüñÿ iç ïàð (B1, B0) i (B1, B1). Íåõàé äëÿ ïiä-
ãðóïè Bi âæå ïîáóäîâàíà ñèñòåìà M -ïàð Ni = {(Nj ,Hj)/j = 1, . . . , ti}.
Òîäi ñèñòåìó M -ïàð Ni+1 äëÿ ãðóïè Bi+1 áóäó¹ìî òàê. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè
(Nj , Hj) âèçíà÷èìî â ãðóïi Bi+1 ïiäãðóïó Ñj = {g ∈ Bi+1/[g, Nj ] ⊂ Hj},
äå [a, b] � êîìóòàòîð åëåìåíòiâ a i b. Äàëi â ïiäãðóïi Ñj âèáåðåìî âñi òàêi
ïiäãðóïè H̃

(1)
j , . . . , H̃

(rj)
j , ùî H̃

(n)
j

⋂
Nj = Hj i Ñj/H̃

(k)
j � öèêëi÷íà ãðóïà

(k = 1, . . . , rj ; j = 1, . . . , ti). Òîäi

Ni+1 = {(Ñj , H̃
(k)
j )|k = 1, . . . , rj ; j = 1, . . . , ti}.

Íåõàé N = {(Ni, Hi)|i = 1, . . . , q} � ìíîæèíà âñiõ M -ïàð ãðóïè Bm = G,
ÿêi âiäïîâiäàþòü ãîëîâíîìó ðÿäó (1). Iíäåêñ (G : Ni) ïiäãðóïè Ni â ãðóïi
G íàçèâà¹òüñÿ iíäåêñîì M -ïàðè (Ni,Hi). Ðîçøèðåíîþ ìíîæèíîþ M -ïàð
ãðóïè G, ÿêà âiäïîâiäà¹ ãîëîâíîìó ðÿäó (1), áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó
Ñ, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ iç ìíîæèíè N, ÿêùî êîæíó M -ïàðó (Ni,Hi) ∈ N

ïîâòîðèòè ϕ((Ni : Hi)) ðàçiâ (ϕ � ôóíêöiÿ Åéëåðà).
Ëåìà 1 (Ñ. Ä. Áåðìàí, [3]). Íåõàé (Ni,Hi) ¹ M -ïàðà iç ìíîæèíè N.

Ïàðà (Ni,Hi) âèçíà÷à¹ òî÷íî ki = ϕ((Ni : Hi)) êîìïëåêñíèõ ëiíiéíèõ
õàðàêòåðiâ χ

(i)
1 , . . . , χ

(i)
ki

ãðóïè Ni ç ÿäðîì Hi, êîæíèé iç ÿêèõ iíäóêó¹
õàðàêòåð íåçâiäíîãî êîìïëåêñíîãî çîáðàæåííÿ ãðóïè G. Åëåìåíòè

e
(i)
j = |Ni|−1

∑

a∈Ni

χ
(i)
j (a)a (i = 1, . . . , q; j = 1, . . . , ki)

óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ iäåìïî-
òåíòiâ àëãåáðè CG (òóò |Ni| � ïîðÿäîê ãðóïè Ni). Ìíîæèíà {e(i)

j |j =
1, . . . , q; j = 1, . . . , ki} ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãðóïè âíóòðiøíiõ àâòî-
ìîðôiçìiâ ãðóïè G.

Ëåìà 2 (Ñ. Ä. Áåðìàí, [3]). Íåõàé G � ñêií÷åííà íàäðîçâ'ÿçíà ãðó-
ïà i W � ïîâíà ñèñòåìà ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ iäåìïî-
òåíòiâ ãðóïîâî¨ àëãåáðè CG, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ãðóïè Φ âíóòðiøíiõ
àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G. Íåõàé {e(1)

1 , . . . , e
(1)
r1 }, . . . , {e(t)

1 , . . . , e
(t)
rt } � ðiçíi

îáëàñòi òðàíçèòèâíîñòi, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ ìíîæèíà W ïiä äi¹þ ïå-
ðåòâîðåíü iç Φ. Òîäi åëåìåíòè ēj = e

(j)
1 + . . .+e

(j)
rj (j = 1, . . . , t) óòâîðþ-

þòü ïîâíó ñèñòåìó ìiíiìàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ öåíòðà
àëãåáðè CG.

Ñòåïiíü íåçâiäíîãî êîìïëåêñíîãî ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨
ãðóïè G, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì iäåìïîòåíòîì e ãðóïîâî¨ àëãåáðè
CG, íàçèâà¹òüñÿ iíäåêñîì iäåìïîòåíòà e.
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Ëåìà 3 (Ñ. Ä. Áåðìàí, [2]). Íåõàé χi � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé õàðà-
êòåð ïiäãðóïè Ni(i = 1, 2) ñêií÷åííî¨ ãðóïè G,N = N1

⋂
N2 i

ei = |Ni|−1
∑

a∈Ni

χi(a)a (i = 1, 2).

Íåðiâíiñòü e1e2 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íà ïiäãðóïi
N õàðàêòåðè χ1 i χ2 ñïiâïàäàþòü.

Ëåìà 4. Íåõàé N � ïiäãðóïà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G, H � òàêà íîð-
ìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè N , ùî ôàêòîðãðóïà N/H öèêëi÷íà. Íåõàé

e = |N |−1
∑

a∈N

χ(a)a,

äå χ � êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé õàðàêòåð ãðóïè N ç ÿäðîì H. Íåðiâíiñòü
ege 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Qg = N

⋂
gNg−1 = Fg

(g ∈ G, g /∈ N), äå Fg � ïiäãðóïà ãðóïè N , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òàêèõ
åëåìåíòiâ a ∈ N , ùî g−1ag = ah (h ∈ H).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äëÿ g ∈ G

g−1eg = |N |−1
∑

b∈gNg−1

χ(g−1bg)b = |N |−1
∑

b∈gNg−1

χ′(b)b.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîìïëåêñíi ëiíiéíi õàðàêòåðè χ i χ′ ãðóï N i gNg−1

âiäïîâiäíî iíäóêóþòü íà ïiäãðóïi Qg îäèí i òîé æå ëiíiéíèé õàðàêòåð
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ b ∈ Qg âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
χ(g−1bg) = χ(b), òîáòî g−1bg = bh (h ∈ H). Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi òà ëåìè
3 îäåðæó¹ìî, ùî ege 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fg = Qg (g ∈ G, g /∈ N).
Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 5. Íåõàé Ḡ � ñêií÷åííà ãðóïà, ÿêà ¹ öèêëi÷íèì ðîçøèðåííÿì
íàäðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè G, i ē = e1 + . . . + er � ìiíiìàëüíèé iäåìïîòåíò
öåíòðà àëãåáðè CG, äå e1, . . . , er � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi ìiíiìàëüíi
iäåìïîòåíòè àëãåáðè CG. Íåõàé T � ïiäãðóïà ãðóïè Ḡ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
iç òàêèõ åëåìåíòiâ g ∈ Ḡ, ùî g−1ēg = ē. Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
g ∈ T ó ñóìiæíîìó êëàñi gG çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò b, ùî eibei 6=
6= 0 (1 ≤ i ≤ r).

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äîâîäèòè ëåìó âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé eibei = 0
äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ gG (g ∈ T ). Î÷åâèäíî, b = ga (a ∈ G). Òîäi

eigaei(ga)−1 = eigaeia
−1g−1 = 0 (2)
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äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ G. Çà ëåìîþ 2 äëÿ êîæíîãî j (1 ≤ j ≤ r) iñíó¹
òàêèé åëåìåíò aj ∈ G, ùî ei = ajeia

−1
j . Çâiäñè òà ç (2) îäåðæó¹ìî, ùî

eigejg
−1 = 0 (3)

äëÿ äîâiëüíîãî j (1 ≤ j ≤ r). Ç iíøîãî áîêó, gēg−1 = ē, òîáòî

ge1g
−1 + . . . + gerg

−1 = e1 + . . . + er. (4)

Iç (4) âèïëèâà¹, ùî

eige1g
−1 + . . . + eigerg

−1 = ei.

Ç îãëÿäó íà öå, iñíó¹ òàêå j, ùî eigejg
−1 6= 0. Çâiäñè òà ç (3) îäåðæó¹ìî

ñóïåðå÷íiñòü. Ëåìà äîâåäåíà.
Íåõàé äàëi Ḡ � ñêií÷åííà ãðóïà, ÿêà ¹ öèêëi÷íèì ðîçøèðåííÿì íàä-

ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè G, ïðè÷îìó G � ìàêñèìàëüíà íàäðîçâ'ÿçíà íîðìàëüíà
ïiäãðóïà ãðóïè Ḡ. Íåõàé (Ni,Hi) � äåÿêà M -ïàðà iç ìíîæèíè N, g ∈ Ḡ,
Q

(i)
g = Ni

⋂
gNig

−1 i F
(i)
g � ïiäãðóïà ãðóïè Ni, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ

òàêèõ åëåìåíòiâ a ∈ Ni, ùî g−1ag = ah (h ∈ Hi). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ti

ìíîæèíó âñiõ åëåìåíòiâ g ∈ Ḡ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi: ñóìiæíèé êëàñ
gG ìiñòèòü òàêèé åëåìåíò b, ùî Q

(i)
b = F

(i)
b . Î÷åâèäíî, Ti � ïiäãðóïà ãðó-

ïè Ḡ. Çà ëåìîþ 1 ïîâíà ñèñòåìà W = {e1, . . . , en} ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ àëãåáðè CG ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêî¨ æ êiëüêîñòi
åëåìåíòiâ, ùî é ðîçøèðåíà ìíîæèíà M -ïàð N ãðóïè G. Ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèí W i Ñ iñíó¹ òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü f , ùî ÿêùî
f(ei) = (Ni,Hi) ∈ Ñ, òî iíäåêñ iäåìïîòåíòà ei äîðiâíþ¹ iíäåêñó ïàðè
(Ni,Hi).

Ëåìà 6. Íåõàé ēi � ìiíiìàëüíèé iäåìïîòåíò öåíòðà àëãåáðè CG,
ÿêèé âiäïîâiäà¹ ìiíiìàëüíîìó iäåìïîòåíòó ei ∈ W , i f(ei) = (Ni,Hi) ∈
∈ Ñ. Òîäi ïiäãðóïà Ti ãðóïè Ḡ ñïiâïàäà¹ ç ïiäãðóïîþ T̄i ãðóïè Ḡ, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ g ∈ Ḡ, ùî g−1ēig = ēi.

Äîâåäåííÿ. Iç ëåìè 5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà g ∈ T̄i â
ñóìiæíîìó êëàñi gG çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò b ∈ gG, ùî eibei 6= 0, äå
ei � ìiíiìàëüíèé iäåìïîòåíò àëãåáðè CG, ùî âiäïîâiäà¹ iäåìïîòåíòîâi
ēi. Çà ëåìîþ 1

ei = |Ni|−1
∑

a∈Ni

χi(a)a,

i ÿêùî Hi = kerχi, òî (Ni,Hi) ¹ M -ïàðîþ ãðóïè G iç ìíîæèíè N. Äàëi
iç ëåìè 4 îäåðæó¹ìî, ùî eibei 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F

(i)
b = Q

(i)
b .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïiäãðóïà T̄i ñïiâïàäà¹ ç Ti. Ëåìà äîâåäåíà.
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Ñèñòåìó òðüîõ ïiäãðóï (Ti, Ni, Hi) áóäåìî íàçèâàòè S-òðiéêîþ ãðóïè
Ḡ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ìíîæèíó âñiõ S-òðiéîê ãðóïè Ḡ, ÿêi âiäïîâiäàþòü
ìíîæèíi M -ïàð Ñ. Ðîçøèðåíîþ ìíîæèíîþ S-òðiéîê ãðóïè Ḡ íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíà M̃, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ iç ìíîæèíè M, ÿêùî êîæíó S-òðiéêó
(Ti, Ni,Hi) iç M ïîâòîðèòè (Ti : G) ðàçiâ. Iíäåêñîì S-òðiéêè (Ti, Ni,Hi)
íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî (Ḡ : Ti)(G : Ni).

Òåîðåìà 1. Íåõàé Ḡ � ñêií÷åííà ãðóïà, ÿêà ¹ öèêëi÷íèì ðîçøè-
ðåííÿì íàäðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè G, ïðè÷îìó G � ìàêñèìàëüíà íàäðîçâ'ÿ-
çíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè Ḡ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m1, . . . , mr ðiçíi ií-
äåêñè S-òðiéîê ìíîæèíè M̃. Íåõàé â M̃ ìiñòèòüñÿ òî÷íî si S-òðiéîê
ç iíäåêñîì mi (i = 1, . . . , r). Òîäi ðiçíi ñòåïåíi íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ
ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ãðóïè Ḡ ¹ m1, . . . , mr, à êiëüêiñòü íååêâiâàëåí-
òíèõ íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ñòåïåíÿ mi ãðóïè
Ḡ äîðiâíþ¹ si

mi
(i = 1, . . . , r).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé W � ïîâíà ñèñòåìà ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ àëãåáðè CG, îïèñàíà â ëåìi 1. Ïiä äi¹þ âíóòðiøíiõ
àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G ìíîæèíà W ðîçáèâà¹òüñÿ íà îáëàñòi òðàíçè-
òèâíîñòi {e1, . . . , e1r1}, . . . , {es1, . . . , esrs}, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ
(eij ∈ W ). Çà ëåìîþ 2 åëåìåíòè

ēi = ei1 + . . . + eiri (i = 1, . . . , s)

óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ìiíiìàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ öåíòðà àëãåáðè CG.
Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

eij = |Nij |−1
∑

a∈Nij

χij(a)a (j = 1, . . . , ri; i = 1, . . . , s),

äå χij � ëiíiéíèé õàðàêòåð ãðóïè Nij ç ÿäðîì Hij , ri = (G : Ni1) (i = =
1, . . . , s), ïðè÷îìó (Nij ,Hij) ¹ M -ïàðîþ ãðóïè G iç ìíîæèíè N. Êîæíèé
åëåìåíò g ∈ Ḡ âèçíà÷à¹ àâòîìîðôiçì ψg àëãåáðè CG: ψg(a) = g−1ag
(a ∈ CG). Íåõàé B = {ψg|g ∈ Ḡ}. Î÷åâèäíî, ùî B ¹ ãðóïîþ. Ìíîæèíà
V = {ē1, . . . , ēs} ïiä äi¹þ åëåìåíòiâ ãðóïè B ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè
V1, . . . , Vm, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Íåõàé Vi = {ē1i, . . . , ēqii}, äå

ēki =
ri∑

j=1

e
(j)
ki (k = 1, . . . , qi; i = 1, . . . , m) (5)

i e
(j)
ki ∈ W . Ïîêëàäåìî

ui =
qi∑

k=1

ēki (i = 1, . . . ,m). (6)
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Î÷åâèäíî, qi = (Ḡ : T ′i ), äå T ′i � ïiäãðóïà ãðóïè Ḡ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ
åëåìåíòiâ g ∈ Ḡ òàêèõ, ùî gē1i = ē1ig. Çà ëåìîþ 6 ïiäãðóïà T ′i ñïiâïàäà¹
ç ïiäãðóïîþ Tij , ÿêà âõîäèòü â S-òðiéêó (Tij , Nij ,Hij) iç ìíîæèíè M.
Íåõàé Fd (1 ≤ d ≤ m) ¹ ïiäãðóïîþ ôàêòîðãðóïè Ḡ/G = 〈aG〉 (a ∈ Ḡ),
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ åëåìåíòiâ aiG (1 ≤ i ≤ r, r = (Ḡ : G)), ùî â aiG
çíàéäåòüñÿ òàêèé êëàñ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ Ci ãðóïè Ḡ, ùî wiud 6= 0,
äå wi � ñóìà åëåìåíòiâ êëàñó Ci. Íåõàé nd � ïîðÿäîê ãðóïè Fd = 〈bG〉
(b ∈ Ḡ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç w′d ñóìó åëåìåíòiâ òàêîãî êëàñó ñïðÿæåíèõ
åëåìåíòiâ C ′

d ãðóïè Ḡ, ùî C ′
d ⊂ bG i w′dud 6= 0. Òîäi

(w′dud)nd = λdud (0 6= λd ∈ C).

Íåõàé
vd =

w′dud
nd
√

λd
(d = 1, . . . , m)

i εd � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ d iç îäèíèöi. Ó [1] ïîêàçàíî, ùî iäåìïî-
òåíòè

ū
(d)
i = n−1

d (ud + εi
dvd + · · ·+ ε

i(nd−1)
d vnd−1

d ) (7)
(i = 0, 1, . . . , nd − 1; d = 1, . . . ,m)

óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ìiíiìàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ öåí-
òðà àëãåáðè CG. Iç [1] òàêîæ âèïëèâà¹, ùî iäåìïîòåíòè

ũ
(d)
i,t,j = ū

(d)
i e

(j)
td (8)

(d = 1, . . . , m; t = 1, . . . , qd; j = 1, . . . , rd; i = 0, . . . , nd − 1)

óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ iäåìïî-
òåíòiâ àëãåáðè CG. Î÷åâèäíî,

ū
(d)
i =

qd∑

t=1

rd∑

j=1

ũ
(d)
i,t,j .

Iç ëåìè 2 òà ëåìè 6 îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹ òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiä-
ïîâiäíiñòü ìiæ iäåìïîòåíòàìè ei ∈ W i S-òðiéêàìè (Ti, Ni,Hi) iç M, ùî
iíäåêñ iäåìïîòåíòà ei äîðiâíþ¹ (G : Ni) (i = 1, . . . , n), äå n � êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ìíîæèíè W .

Iç (8) âèïëèâà¹, ùî êîæíîìó ìiíiìàëüíîìó iäåìïîòåíòó e
(i)
td àëãåáðè

CG âiäïîâiäà¹ nd = |Fd| ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåí-
òiâ àëãåáðè CḠ ç îäíèì i òèì æå iíäåêñîì, ÿêèé äîðiâíþ¹ (Ḡ : Hd)(G :
N), äå Fd = 〈bG〉 = Hd/G, Hd � ïiäãðóïà ãðóïè Ḡ i (G : N) � iíäåêñ
iäåìïîòåíòà e

(j)
td .
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Îòæå, ÿêùî ìè êîæíó S-òðiéêó (T, N, H) iç M ïîâòîðèìî (T : G)
ðàçiâ, òî îäåðæèìî ðîçøèðåíó ìíîæèíó S-òðiéîê M̃, â ÿêié êiëüêiñòü
S-òðiéîê äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ìiíiìàëüíèõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ iäåì-
ïîòåíòiâ àëãåáðè CḠ. Îòæå, ìiæ S-òðiéêàìè iç ìíîæèíè M̃ i ìiíiìàëüíè-
ìè îðòîãîíàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè ũ

(d)
i,t,j àëãåáðè CG̃ iñíó¹ òàêà âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ïðè ÿêié iíäåêñè S-òðiéîê ñïiâïàäàþòü ç iíäå-
êñàìè âiäïîâiäíèõ ¨ì iäåìïîòåíòiâ. ßê âiäîìî, iíäåêñè iäåìïîòåíòiâ ũ

(d)
i,t,j

¹ ñòåïåíÿìè íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ çîáðàæåíü ãðóïè Ḡ. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî ÿêùî m1, . . . , mr � ðiçíi iíäåêñè S-òðiéîê iç ìíîæèíè M̃, òî ði-
çíi ñòåïåíi íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ çîáðàæåíü ãðóïè Ḡ äîðiâíþâàòèìóòü
m1, . . . , mr. Iç ôîðìóë (5)�(8) îäåðæó¹ìî, ùî âñi ìiíiìàëüíi iäåìïîòåíòè
ũ

(d)
i,t,j , ÿêi âõîäÿòü ó ðîçâèíåííÿ ū

(d)
i , ìàþòü iíäåêñ mid . Çíà÷èòü, êiëüêiñòü

iäåìïîòåíòiâ ũ
(d)
i,t,j , ÿêi âõîäÿòü ó ðîçâèíåííÿ ū

(d)
i , äîðiâíþ¹ mi. Çâiäñè äi-

ñòà¹ìî, ùî êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ ìàòðè÷íèõ
çîáðàæåíü ñòåïåíÿ mi ãðóïè Ḡ äîðiâíþ¹ si

mi
, äå si � êiëüêiñòü S-òðiéîê

iç M̃ ç îäíèì i òèì æå iíäåêñîì mi (i = 1, . . . , r). Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íàñëiäîê.Íåõàé Gi � ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà íàäðîçâ'ÿçíà ïiäãðó-

ïà ñêií÷åííî¨ ãðóïè Ḡi i ôàêòîðãðóïà Ḡi/Gi öèêëi÷íà (i = 1, 2). Êîìï-
ëåêñíi ãðóïîâi àëãåáðè CḠ1 i CḠ2 içîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìiæ ðîçøèðåíèìè ìíîæèíàìè S-òðiéîê ãðóï Ḡ1 i Ḡ2 iñíó¹ òàêà âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ïðè ÿêié ñïiâïàäàþòü iíäåêñè âiäïîâiä-
íèõ S-òðiéîê.
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