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Âñòàíîâëåíî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f : X × T → Y , íåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à
âiäíîñíî äðóãî¨, íàëåæèòü äî α+1-ãî êëàñó Áåðà ó âèïàäêó, êîëè X
� ìåòðèçîâíèé (÷è íàâiòü PP -) ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
à Y � äîñêîíàëèé ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið, ÿêèé ñëàáêî íàêðèâà¹òüñÿ
äåÿêèì ñåïàðàáåëüíèì ìåòðèçîâíèì òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðî-
ñòîðîì.

Ñèñòåìó âñiõ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X áóäåìî ïîçíà÷àòè G∗0 , ñèñòåìó âñiõ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ
ïiäìíîæèí áóäåìî ïîçíà÷àòè F∗0 , à åëåìåíòè öèõ ñèñòåì íàçèâàòèìå-
ìî ìíîæèíàìè íóëüîâîãî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó òà íóëüîâîãî
ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó âiäïîâiäíî. Äàëi, ÿêùî âæå
âèçíà÷åíi êëàñè G∗ξ i F∗ξ äëÿ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ξ < α äëÿ äåÿêîãî
0 < α < ω1, òî äëÿ íåïàðíèõ îðäèíàëiâ α êëàñ G∗α (F∗α) ñêëàäà¹òüñÿ
ç óñiõ çëi÷åííèõ ïåðåòèíiâ (îá'¹äíàíü) ìíîæèí ç íèæ÷èõ êëàñiâ, à äëÿ
ïàðíîãî α � ç óñiõ çëi÷åííèõ îá'¹äíàíü (ïåðåòèíiâ) ìíîæèí ç íèæ÷èõ
êëàñiâ. Êëàñè F∗α äëÿ íåïàðíèõ α i G∗α äëÿ ïàðíèõ α íàçâåìî ôóíêöiî-
íàëüíî àäèòèâíèìè, à êëàñè F∗α äëÿ ïàðíèõ α i G∗α äëÿ íåïàðíèõ α íà-
çâåìî ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíèìè. Ìíîæèíè, ÿêi îäíî÷àñíî ¹
ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî i ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó
α, áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiìè êëàñó α.

ÓÄÊ 517.51; MSC 2000: 26B05
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Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X, Y , Z i çëi÷åííîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà
α ïîçíà÷èìî ÷åðåç H∗

α(X, Y ) êëàñ óñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ôóíêöi-
îíàëüíîãî α-ãî êëàñó Ëåáå à, òîáòî òàêèõ, äëÿ ÿêèõ ïðîîáðàç f−1(F )
¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α äëÿ äîâiëü-
íî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F â Y , ÷åðåç CH∗

α(X × Y, Z) � ñóêóïíiñòü óñiõ
âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨
i ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à âiäíîñíî äðóãî¨. Áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç CH

∗
α(X × Y, Z) ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi

íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i XHα(f) = X, äå XHα(f) = {x ∈ X :
fx ∈ Hα(Y,Z)}. Ñóêóïíiñòü âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y
áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Bo(X, Y ). Íåõàé êëàñè Bξ(X, Y ) âæå âèçíà-
÷åíi äëÿ âñiõ ξ < α. Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàëåæèòü
äî α-ãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíóþòü òàêà ïîñëiäîâíiñòü ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë
ξn < α i ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü fn ∈ Bξn(X,Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî íà X
çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f .

Çãiäíî ç êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Ëåáå à�Ãàóñäîðôà [2], ÿêùî X � ìåò-
ðè÷íèé ïðîñòið, à Y = [0, 1]n, äå n ≤ ℵo, òî Hα(X, Y ) ⊆ Bα(X,Y ) äëÿ
ñêií÷åííîãî îðäèíàëó α i Hα(X, Y ) ⊆ Bα+1(X, Y ) äëÿ íåñêií÷åííîãî α. Ó
[1] ç'ÿñîâàíî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ H∗

1 (X, Y ) ⊆ B1(X,Y ), ÿêùî
X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à Y � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷-
íèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Ëåáå iâñüêó êëàñèôiêàöiþ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ
àíàëîãiâ äîñëiäæóâàëè Ê. Êóðàòîâñüêèé i Ä. Ìîíò îìåði. Âiäîìó òåî-
ðåìó Êóðàòîâñüêîãî�Ìîíò îìåði [2] óçàãàëüíèâ Â. Ìàñëþ÷åíêî [3], ïî-
êàçàâøè, ùî CHα(X × Y, Z) ⊆ Hα+1(X × Y,Z), ÿêùî X � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, Y � äîñêîíàëèé ïðîñòið i Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið.
Ó ðîáîòi [1], àâòîð, ðîçâèâàþ÷è ìåòîä Â. Ìàñëþ÷åíêà, çîêðåìà, âñòàíî-
âèâ âêëþ÷åííÿ CC(X × Y,Z) ⊆ H∗

1 (X × Y,Z), ÿêùî X � ìåòðèçîâíèé,
Y � òîïîëîãi÷íèé i Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòîðè.

Êðiì òîãî, ó [1] ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôiç-
ìó (äèâ. îçíà÷åííÿ â ï.3) i êëàñ K ïðîñòîðiâ Y , äëÿ ÿêèõ iñíóþòü ìåò-
ðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið Z i ñëàáêèé
ëîêàëüíèé ãîìåîìîðôiçì ϕ : Z → Y , i ç'ÿñîâàíî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó X, ëiíäåëåôîâîãî ïðîñòîðó Y , òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Z,
ñëàáêîãî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôiçìó ϕ : Z → Y i f ∈ H∗

1 (X, Y ) iñíó¹
g ∈ H∗

1 (X,Z) òàêå, ùî f = ϕ ◦ g. Íà îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ âñòàíîâ-
ëåíî, ùî âêëþ÷åííÿ H∗

1 (X,Y ) ⊆ B1(X, Y ) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî X � òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið ç êëàñó K, à âêëþ÷åííÿ
CC(X × Y,Z) ⊆ B1(X × Y, Z) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî X � ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � äîñêîíàëèé ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið
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ç êëàñó K.
Ó äàíié ðîáîòi ìè óçàãàëüíþ¹ìî òåîðåìè ç [1] íà âèïàäîê äîâiëüíîãî

çëi÷åííîãî îðäèíàëó α.
1. Ó öüîìó ïóíêòi ðîáîòè âñòàíîâèìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ

f : X × T → Z,

íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à
âiäíîñíî äðóãî¨ íàëåæèòü äî α+1-ãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáå à, êî-
ëè X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé ïðîñòið.

Ëåìà 1.1. Íåõàé α � çëi÷åííèé ãðàíè÷íèé îðäèíàë, αn ↗ α, i A
� ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî (ìóëüòèïëiêàòèâíîãî) êëàñó α
â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òîäi iñíó¹ çðîñòàþ÷à (ñïàäíà) ïîñëiäîâ-
íiñòü ìíîæèí An ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî (àäèòèâíîãî)
êëàñó αn òàêà, ùî A =

∞⋃
n=1

An (A =
∞⋂

n=1
An).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó
α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ ìíîæèí Bn ∈ F∗βn

, ùî A =
∞⋃

n=1
Bn.

Îñêiëüêè α = lim
n→∞αn, òî iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ nk òàêà,

ùî αnk
≥ βk. Ïîêëàäåìî An = ∅ ïðè n < n1 i An =

k⋃
i=1

Bi ïðè nk ≤
n < nk+1, k = 1, 2, . . . . Îñêiëüêè βk ≤ αnk

, òî Bi ∈ F∗αnk
, i = 1, k, îòæå,

An ∈ F∗αn
äëÿ êîæíîãî n.

ßêùî A � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α, òî
X \ A � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α i çà äîâåäåíèì
âèùå, iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Bn ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòè-
ïëiêàòèâíîãî êëàñó αn òàêà, ùî X \A =

∞⋃
n=1

Bn. Ïîêëàäåìî An = X \Bn.
Òîäi (An)∞n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî
êëàñó αn i A =

∞⋂
n=1

An.

Ëåìà 1.2. Íåõàé α � çëi÷åííèé îðäèíàë, A i B � ìíîæèíè ôóíê-
öiîíàëüíî àäèòèâíîãî (ìóëüòèïëiêàòèâíîãî) êëàñó α â òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî. Òîäi A × B � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî
àäèòèâíîãî (ìóëüòèïëiêàòèâíîãî) êëàñó α â X × Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = 0. Ìíîæèíè A òà B ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi,
òîìó iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : X → [0, 1] i g : Y → [0, 1] òàêi, ùî
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A = f−1((0, 1]) i B = g−1((0, 1]). Ïîêëàäåìî h(x, y) = f(x) · g(y) äëÿ âñiõ
(x, y) ∈ X × Y . Çðîçóìiëî, ùî A×B = h−1((0, 1]), îòæå, ìíîæèíà A×B
¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ â X × Y , àäæå ôóíêöiÿ h : X × Y → [0, 1]
íåïåðåðâíà. ßêùî ìíîæèíè A i B ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi, òî iñíóþòü
íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : X → [0, 1] i g : Y → [0, 1] òàêi, ùî A = f−1(0) i
B = g−1(0). Ïîêëàäåìî h(x, y) = (f(x) + g(y))/2 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ X × Y .
Ëåãêî áà÷èòè, ùî A×B = h−1(0), îòæå, ìíîæèíà A×B ¹ ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíîþ â X × Y .

Íåõàé òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ξ < α i ìíîæèíè A ⊆ X òà
B ⊆ Y ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α. ßêùî α = β + 1, òî iñíóþòü
çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí An i Bn ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêà-
òèâíîãî êëàñó β â X òà Y âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè

A×B =

( ∞⋃

n=1

An

)
×

( ∞⋃

n=1

Bn

)
=

∞⋃

n=1

(An ×Bn)

i çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì ìíîæèíè An×Bn ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòè-
ïëiêàòèâíîãî êëàñó β, òî A×B ¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî
êëàñó α. ßêùî α = lim

n→∞αn, òî, çãiäíî ç ëåìîþ 1.1, iñíóþòü çðîñòàþ÷i
ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí An i Bn ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëà-
ñó αn â X òà Y âiäïîâiäíî. Òîäi, çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, An×Bn

� ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó αn â X×Y , îòæå,
A×B � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X ×Y . ßêùî æ
A ⊆ X òà B ⊆ Y � ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó
α, òî çà äîâåäåíèì âèùå, ìíîæèíè (X \ A)× Y i X × (Y \B) íàëåæàòü
äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α, òîäi (X ×Y ) \ (A×B) � ìíîæè-
íà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X × Y , à òîäi ìíîæèíà A × B
íàëåæèòü äî ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α.

Ëåìà 1.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Ui : i ∈ I) � ëîêàëüíî
ñêií÷åííà ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí â X, (Fi : i ∈ I) �
ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí â X òàêà, ùî Fi ⊆ Ui äëÿ âñiõ
i ∈ I. Òîäi ìíîæèíà F =

⋃
i∈I

Fi � ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â X.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ I ìíîæèíè Fi òà X \ Ui

äèç'þíêòíi i ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi, âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ fi : X → [0, 1] òàêi, ùî Fi = f−1

i (0) i X \ Ui = f−1
i (1). Äëÿ

êîæíîãî x ∈ X ïîêëàäåìî f(x) = min
i∈I

fi(x). Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ
f : X → [0, 1] íåïåðåðâíà. Ñïðàâäi, íåõàé x0 ∈ X. Îñêiëüêè (Ui : i ∈ I)
� ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ, òî iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â X òàêèé, ùî
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ìíîæèíà I0 = {i ∈ I : U∩Ui 6= ∅} ñêií÷åííà. Òîäi, ÿêùî I0 6= ∅, çâóæåííÿ
f |U (x) = min

i∈I0
fi(x) íåïåðåðâíå, ÿê ìiíiìóì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié, i f |U (x) = 1, ÿêùî ìíîæèíà I0 ïîðîæíÿ. Çðîçóìiëî, ùî
F = f−1(0), îòæå, ìíîæèíà F � ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â X.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé α � çëi÷åííèé îðäèíàë, X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, (Ui : i ∈ I) � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðè-
òèõ ìíîæèí â X, (Bi : i ∈ I) � ñiì'ÿ ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâ-
íîãî (ìóëüòèïëiêàòèâíîãî) êëàñó α â X òàêà, ùî Bi ⊆ Ui äëÿ êîæíîãî
i ∈ I. Òîäi ìíîæèíà B =

⋃
i∈I

Bi ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî (ìóëüòè-

ïëiêàòèâíîãî) êëàñó α â X.
Äîâåäåííÿ. Ïðè α = 0 òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.3 i ç òîãî, ùî

îá'¹äíàííÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí
¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ îðäèíàëiâ ξ < α,
i äîâåäåìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ α. ßêùî α � ãðàíè÷íå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, òî âèáåðåìî äåÿêó çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü îðäèíàëiâ αn, ÿêà
ïðÿìó¹ äî α. ßêùî α = β + 1, òî ïîêëàäåìî αn = β.

Íåõàé Bi ∈ G∗α äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Òîäi ç ëåìè 1.1 âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Bi,n ∈ F∗αn

òàêà, ùî Bi =
∞⋃

n=1
Bi,n. Îñêiëüêè

Bi ⊆ Ui, òî é Bi,n ⊆ Ui äëÿ êîæíîãî i ∈ I i äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi
çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì ìíîæèíà Fn =

⋃
i∈I

Bi,n ¹ ôóíêöiîíàëüíî

ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó αn. Îòæå, ìíîæèíà B =
⋃
i∈I

Bi =
∞⋃

n=1
Fn ¹

ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α.
Íåõàé òåïåð Bi ∈ F∗α äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Òîäi íà îñíîâi ëåìè 1.1 iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Bi,n ∈ G∗αn
òàêà, ùî Bi =

∞⋂
n=1

Bi,n. Ïîêëàäåìî
Gi,n = Bi,n ∩ Ui, òîäi ìíîæèíè Gi,n ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó
αn, ïðè÷îìó Gi,n ⊆ Ui i Bi =

∞⋂
n=1

Gi,n äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Ïîêëàäåìî
Gn =

⋃
i∈I

Gi,n, òîäi Gn � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó αn.

Ïîêàæåìî, ùî B =
∞⋂

n=1
Gn. Âêëþ÷åííÿ B ⊆

∞⋂
n=1

Gn î÷åâèäíå, ïîêàæåìî,
ùî âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Äiéñíî, íåõàé x íàëåæèòü ïðàâié
÷àñòèíi ðiâíîñòi i íåõàé U � îêië òî÷êè x òàêèé, ùî ìíîæèíà I0 = {i ∈
I : U ∩ Ui 6= ∅} ñêií÷åííà. Òîäi
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x ∈
( ∞⋂

n=1

⋃

i∈I

Gi,n

) ⋂
U =

∞⋂

n=1

(⋃

i∈I

(Gi,n ∩ U)

)
=

∞⋂

n=1

⋃

i∈I0

(Gi,n ∩ U) =

=




∞⋂

n=1

⋃

i∈I0

Gi,n


 ⋂

U =


 ⋃

i∈I0

∞⋂

n=1

Gi,n


⋂

U =

=


 ⋃

i∈I0

Bi


 ⋂

U ⊆
(⋃

i∈I

Bi

)⋂
U.

Îòæå, B ∈ F∗α.
Òåîðåìà 1.5. Íåõàé α � çëi÷åííèé îðäèíàë, X, Y � òîïîëîãi÷-

íi ïðîñòîðè, (Vi : i ∈ I) � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòèõ ìíîæèí â X, (Ai : i ∈ I) � ñiì'ÿ ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî àäè-
òèâíîãî êëàñó α â Y . Òîäi A =

⋃
i∈I

(Vi × Ai) � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî
àäèòèâíîãî êëàñó α â X × Y .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî i ∈ I ïîêëàäåìî Ui = Vi × Y , òîäi ìíî-
æèíè Ui ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi â X × Y i ñiì'ÿ (Ui : i ∈ I) ëîêàëüíî
ñêií÷åííà â X × Y . Ïîçíà÷èìî Bi = Vi × Bi, òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 1.2,
Bi � ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X × Y , ïðè÷îìó
Bi ⊆ Ui äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 1.4 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
A =

⋃
i∈I

Bi áóäå ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X × Y .
Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ PP-ïðîñòîðîì,

ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïîêðèòòiâ ((U (n)
i : i ∈

In))∞n=1 öüîãî ïðîñòîðó ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè i iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü ñiìåé òî÷îê ((x(n)

i : i ∈ In))∞n=1 ç X òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ
âñiõ n ≥ n0 i äëÿ âñiõ i ∈ In ç óìîâè x ∈ U

(n)
i âèïëèâà¹, ùî x

(n)
i ∈ U .

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ ÐÐ-ïðî-
ñòîðiâ iç [5].

Òâåðäæåííÿ 1.6. Íåõàé α � çëi÷åííèé îðäèíàë, X � PP-ïðîñòið,
T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið i âiäî-
áðàæåííÿ f : X × T → Z òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ ft : X → Z íåïåðåðâíå
äëÿ êîæíîãî t ∈ T i âiäîáðàæåííÿ fx

(n)
i : T → Z íàëåæèòü äî ôóíêöiî-

íàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à äëÿ âñiõ x
(n)
i ç îçíà÷åííÿ ÐÐ-ïðîñòîðó. Òîäi

f ∈ H∗
α+1(X × T, Z).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � çàìêíåíà â Z ìíîæèíà. Ïðîñòið Z ¹ äîñêî-
íàëî íîðìàëüíèì, òîìó ìíîæèíà F ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi F =

∞⋂
m=1

Gm,

äå Gm � âiäêðèòi â Z ìíîæèíè òàêi, ùî Gm+1 ⊆ Gm äëÿ êîæíîãî m.
Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.1 ç [1], âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f−1(F ) =
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

⋃

i∈In

U
(n)
i × (fx

(n)
i )−1(Gm). (∗)

Îñêiëüêè äëÿ òî÷îê x
(n)
i âiäîáðàæåííÿ fx

(n)
i : T → Z íàëåæàòü äî

ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à, òî ìíîæèíè (fx
(n)
i )−1(Gm) íàëåæàòü

äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â T . Ìíîæèíè U
(n)
i ¹ ôóíêöiî-

íàëüíî âiäêðèòèìè â X. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.5, ìíîæèíè En =
⋃

i∈In

U
(n)
i ×

(fx
(n)
i )−1(Gm) íàëåæàòü äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α äëÿ êîæ-

íîãî n, òîäi i
∞⋃

n=m
En ¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α,

îòæå, ïðîîáðàç f−1(F ) ¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî
êëàñó α + 1.

Ç òâåðäæåííÿ 1.6 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
Òåîðåìà 1.7. Íåõàé X � ÐÐ-ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið. Òîäi

CH∗
α(X × T,Z) ⊆ H∗

α+1(X × T,Z).

Òåîðåìà 1.8. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið. Òîäi

CH
∗
α(X × T, Z) ⊆ H∗

α+1(X × T,Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | · − · | � ìåòðèêà íà X, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òî-
ïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ X ïîêëàäåìî
U 1

3n
= {x′ ∈ X : |x − x′| < 1

3n}. Ñiì'ÿ ìíîæèí (U 1
3n

(x) : x ∈ X) óòâî-
ðþ¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X äëÿ êîæíîãî n. Çãiäíî ç òåîðåìîþ
Ñòîóíà [4], ïðîñòið X ¹ ïàðàêîìïàêòíèì, òîìó â êîæíå òàêå ïîêðèòòÿ
ìîæíà âïèñàòè âiäêðèòå ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ (U (n)

i : i ∈ In)
ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè ìíîæèíà XH∗

α
(f) âñþäè ùiëüíà â X, òî äëÿ êîæ-

íîãî n ∈ N i êîæíîãî i ∈ In iñíó¹ x
(n)
i ∈ XH∗

α
(f) ∩ U

(n)
i . ßê âiäîìî ç

[3], âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (*). Ìíîæèíè U
(n)
i ¹ âiäêðèòèìè, à îòæå,
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i ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè â X, îñêiëüêè X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.
Òîäi ç òåîðåìè 1.5 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè

∞⋃
n=m

⋃
i∈In

U
(n)
i × (fx

(n)
i )−1(Gm)

¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X × T . Îòæå, ïðîîáðàç f−1(F )
áóäå ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α + 1, òîáòî,
f ∈ H∗

α+1(X × T, Z).
2. Ëåãêî áà÷èòè, ùî G∗0 ,F∗0 ⊆ G∗1 ∩ F∗1 . Iíäóêöi¹þ çà α ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî G∗β,F∗β ⊆ G∗α ∩ F∗α äëÿ âñiõ 0 ≤ β < α < ω1, òîáòî äîâiëüíà
ìíîæèíà ç êëàñó G∗β àáî ç êëàñó F∗β ¹ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííüîþ
ìíîæèíîþ êëàñó α.

Ëåìà 2.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå ïî-
ðÿäêîâå ÷èñëî, A ⊆ X � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α.
Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (An) äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîí-
íiõ ìíîæèí êëàñó α â X òàêèõ, ùî A =

∞⋃
n=1

An.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëà-
ñó α, òî A =

∞⋃
n=1

Bn, äå Bn � ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâ-
íèõ êëàñiâ, ìåíøèõ α. Ìíîæèíè Bn ¹ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiìè êëà-
ñó α. Ïîêëàäåìî A1 = B1, A2 = B2\B1, . . . , An = Bn\

n−1⋃
k=1

Bk, . . . . Ìíîæè-
íè An ¹ äèç'þíêòíèìè i ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiìè êëàñó α, ïðè÷îìó
A =

∞⋃
n=1

An.

Ëåìà 2.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α � çëi÷åííå ïîðÿäêî-
âå ÷èñëî, (An)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî
êëàñó α â X, ïðè÷îìó X =

∞⋃
n=1

An. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Bn)∞n=1 äè-
ç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí êëàñó α â X òàêèõ,
ùî Bn ⊆ An i X =

∞⋃
n=1

Bn.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü (Fn,m)∞m=1 äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíî-
æèí êëàñó α òàêèõ, ùî An =

∞⋃
m=1

Fn,m. Ïåðåíóìåðó¹ìî ïîäâiéíó ïî-
ñëiäîâíiñòü (n,m) â çâè÷àéíó ïîñëiäîâíiñòü. Íåõàé k = k(n,m) � öiëå
÷èñëî, ÿêå âiäïîâiäà¹ ïàði (n,m). Ïîêëàäåìî

Cn,m = Fn,m \
⋃

k(p,s)<k(n,m)

Fp,s.
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Çðîçóìiëî, ùî
∞⋃

n,m=1
Cn,m =

∞⋃
n,m=1

Fn,m =
∞⋃

n=1
An = X. Ïîêëàäåìî Bn =

∞⋃
m=1

Cn,m. Òîäi
∞⋃

n=1
Bn =

∞⋃
n=1

An = X i Bn ⊆
∞⋃

m=1
Fn,m = An. Çðîçóìiëî,

ùî îñêiëüêè ìíîæèíè Cn,m ¹ äèç'þíêòíèìè ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîí-
íiìè êëàñó α, òî òàêèìè áóäóòü i ìíîæèíè Bn, àäæå X \ Bn =

∞⊔
k 6=n

Bk

� ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α, îòæå, Bn � ìíîæèíè
ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α.

Ëåìà 2.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åí-
íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, A,B ⊆ X � äèç'þíêòíi ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî
ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α. Òîäi iñíó¹ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííÿ
ìíîæèíà C êëàñó α òàêà, ùî A ⊆ C i C ∩B = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöi-
îíàëüíî äâîñòîðîííi ìíîæèíè E1 i E2 êëàñó α òàêi, ùî E1 ⊆ X \ A,
E2 ⊆ X \ B i E1 ∪ E2 = X. Ïîêëàäåìî C = E2. Òîäi A ⊆ X \ E1 = E2 i
E2 ∩B = ∅.

Ëåìà 2.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α > 1 � çëi÷åííå
ïîðÿäêîâå ÷èñëî, A ⊆ X � ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííÿ ìíîæèíà êëàñó
α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (An) ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí
êëàñiâ, ìåíøèõ α, òàêà, ùî A =

∞⋃
n=0

∞⋂
k=0

An+k =
∞⋂

n=0

∞⋃
k=0

An+k.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ⊆ X � ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííÿ ìíîæè-
íà êëàñó α, òî A =

∞⋃
n=0

Bn i X \ A =
∞⋃

n=0
Cn, äå (Bn) i (Cn) � çðîñòàþ÷i

ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíèõ êëàñiâ ìåíøèõ
α. Ç ëåìè 2.3 i òîãî, ùî Bn ∩ Cn = ∅, âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(An) ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí êëàñiâ, ìåíøèõ α, òàêà, ùî
Bn ⊆ An i An ∩ Cn = ∅. Òîäi Bn ⊆ An ⊆ (X \ Cn). Ïîñëiäîâíîñòi (Bn)

i (Cn) çðîñòàþòü, òîìó Bn =
∞⋂

k=0

Bn+k i Cn =
∞⋂

k=0

Cn+k äëÿ êîæíîãî n.
Òîäi

A =
∞⋃

n=0

Bn =
∞⋃

n=0

∞⋂

k=0

Bn+k ⊆
∞⋃

n=0

∞⋂

k=0

An+k ⊆

⊆
∞⋂

k=0

∞⋃

n=0

An+k ⊆
∞⋂

k=0

∞⋃

n=0

(X \ Cn+k) =
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=
∞⋂

k=0

(X \
∞⋂

n=0

Cn+k) =
∞⋂

k=0

(X \ Ck) = X \
∞⋃

k=0

Ck = A,

çâiäêè é âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.
Ëåìà 2.5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå ïî-

ðÿäêîâå ÷èñëî, A1, . . . , An � äèç'þíêòíi ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â X. Òîäi iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî
äâîñòîðîííi ìíîæèíè B1, . . . , Bn êëàñó α òàêi, ùî Ai ⊆ Bi, 1 ≤ i ≤ n i
X = B1 ∪ · · · ∪Bn.

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê n = 2 äîâåäåíèé ó ëåìi 2.3. Íåõàé òâåðäæåííÿ
ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k < n. Iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî
äâîñòîðîííi ìíîæèíè B̃1, . . . , B̃n−1 êëàñó α, òàêi, ùî Ai ⊆ B̃i ïðè 1 ≤
i ≤ n − 2, An−1 ∪ An ⊆ B̃n−1 i X =

n−1⋃
i=1

B̃i. Ç ëåìè 2.3. âèïëèâà¹, ùî
iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííi ìíîæèíè C i D êëàñó α
òàêi, ùî An−1 ⊆ C i An ⊆ D. Ïîêëàäåìî Bi = B̃i äëÿ i = 1, . . . , n − 2,
Bn−1 = B̃n−1 ∩ C, Bn = B̃n−1 ∩D.

Ëåìà 2.6. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, α > 0 � çëi÷åí-
íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, (Fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí ôóíêöiîíàëüíî
àäèòèâíîãî êëàñó α â X òàêà, ùî X =

∞⋃
n=1

Fn i f : X → Y � òàêå
âiäîáðàæåííÿ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè G ìíîæèíà
f−1(G) ∩ Fn íàëåæèòü äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X äëÿ
âñiõ n ≥ 1. Òîäi f ∈ H∗

α(X, Y ).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � âiäêðèòà â Y ìíîæèíà, òîäi

f−1(G) = f−1(G) ∩ (
∞⋃

n=1

Fn) =
∞⋃

n=1

(f−1(G) ∩ Fn),

äå ìíîæèíè f−1(G)∩Fn ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíèìè êëàñó α â X, îòæå,
i ìíîæèíà f−1(G) ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîþ êëàñó α â X.

Ëåìà 2.7. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, α > 0 � çëi÷åí-
íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, F1, . . . , Fn � äèç'þíêòíi ìíîæèíè ôóíêöiîíàëüíî
ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â X, y1, . . . , yn ∈ Y . Òîäi iñíó¹ âiäîáðàæåí-
íÿ f ∈ H∗

α(X, Y ) òàêå, ùî f(x) = yi äëÿ x ∈ Fi.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.5, iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî

äâîñòîðîííi ìíîæèíè A1, . . . , An êëàñó α â X òàêi, ùî Fi ⊆ Ai i X =
A1 ∪ · · · ∪ An. Ïîêëàäåìî f(x) = yi äëÿ x ∈ Ai, i = 1, . . . , n. Çðîçóìiëî,
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ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè G i äëÿ êîæíîãî i ìíîæèíè
f−1(G) ∩ Ai íàëåæàòü äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X. Òîäi
ç ëåìè 2.6 âèïëèâà¹, ùî f ∈ H∗

α(X, Y ).
Òåîðåìà 2.8. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, α > 1 � çëi÷åí-

íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, {y1, . . . , yn} � ïiäïðîñòið Y , f ∈ H∗
α(X, Y ), im f =

{y1, . . . , yn}. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fk ∈ H∗
αk

(X,Y ), αk < α,
im fk ⊆ im f , ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f .

Äîâåäåííÿ.Äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n, ìíîæèíè Ai = f−1(yi) ¹ ôóíê-
öiîíàëüíî äâîñòîðîííiìè ìíîæèíàìè êëàñó α. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.4,
äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Ai,k)∞k=1 ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ
ìíîæèí êëàñiâ αi,k < α òàêà, ùî

Ai =
∞⋃

k=0

∞⋂

m=0

Ai,k+m =
∞⋂

k=0

∞⋃

m=0

Ai,k+m. (1)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ïîêëàäåìî

F1,k = A1,k, F2,k = A2,k \A1,k, Fn,k = An,k \
n−1⋃

i=1

Ai,k.

Ïîçíà÷èìî αk = max{α1,k, . . . , αn,k}. Îñêiëüêè ïðè ôiêñîâàíîìó k ìíî-
æèíè Fi,k, i = 1, . . . , n, äèç'þíêòíi i íàëåæàòü äî ôóíêöiîíàëüíî ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî êëàñó αk, òî, çãiäíî ç ëåìîþ 2.7, iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ
fk ∈ H∗

αk
(X,Y ) òàêå, ùî fk(x) = yi äëÿ x ∈ Fi,k. Ïîêàæåìî, ùî f(x) =

lim
k→∞

fk(x). Äiéñíî, íåõàé x0 ∈ X. Îñêiëüêè X =
n⊔

i=1
Ai, òî iñíó¹ i òàêå,

ùî x0 ∈ Ai i x0 6∈ Aj ïðè i 6= j. Ç (1) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ k0 òàêå, ùî äëÿ
âñiõ k ≥ k0

x0 ∈ Ai,k i x0 6∈ Aj,k.

Òîìó x0 ∈ Fi,k, çâiäêè fk(x0) = yi = f(x0) äëÿ âñiõ k ≥ k0.
Ëåìà 2.9. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Y, d) � ñåïàðàáåëüíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, f1 ∈ H∗
α(X,Y ),

f2 ∈ H∗
α(X, Y ) i g(x) = d(f1(x), f2(x)). Òîäi g ∈ H∗

α(X,R).
Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî h(x) = (f1(x), f2(x)) i ïîêàæåìî, ùî h ∈

H∗
α(X, Y × Y ). Ñïðàâäi, íåõàé (Un)∞n=1 � áàçà â Y i G � âiäêðèòà â Y 2

ìíîæèíà. Òîäi G =
∞⋃

k=1

Unk
× Umk

i

h−1(G) =
∞⋃

k=1

h−1(Unk
× Umk

) =
∞⋃

k=1

(f−1
1 (Unk

) ∩ f−1
2 (Umk

)).
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Îñêiëüêè f−1
1 (Unk

) i f−1
2 (Umk

) ¹ ìíîæèíàìè ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî
êëàñó α â X, òî ¨õ ïåðåòèí òàêîæ ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîþ ìíîæèíîþ
êëàñó α â X, òîìó i ïðîîáðàç h−1(G) ¹ ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîþ ìíîæè-
íîþ êëàñó α. Îòæå, îñêiëüêè d : Y ×Y → R � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ,
òî g = d ◦ h ∈ H∗

α(X, Y ) ÿê êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ i âi-
äîáðàæåííÿ ç ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó H∗

α(X,Y ).
Òåîðåìà 2.10. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Y, d) � ìåòðè÷-

íèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, (fn), (gn) � ïîñëiäîâíî-
ñòi âiäîáðàæåíü ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ Ëåáå à ìåíøèõ α, fn, gn : X →
Y , êîæíå ç ÿêèõ íàáóâà¹ çíà÷åíü â äåÿêîìó ñêií÷åííîìó ïiäïðîñòîði
ïðîñòîðó Y , i

lim
n→∞ fn(x) = f(x), lim

n→∞ gn(x) = g(x), sup
x∈X

d(f(x), g(x)) < c. (2)

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (hn) âiäîáðàæåíü hn : X → Y ôóíêöiîíàëüíèõ
êëàñiâ ìåíøèõ α, ìíîæèíà çíà÷åíü ÿêèõ ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó ñêií-
÷åííîìó ïiäïðîñòîði ïðîñòîðó Y i

lim
n→∞hn(x) = g(x), d(hn(x), fn(x)) ≤ c. (3)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.9, âiäîáðàæåííÿ d(gn(x), fn(x)) ¹ ôóíê-
öiîíàëüíîãî êëàñó ìåíøå α i íàáóâà¹ çíà÷åíü â ñêií÷åííîìó ïiäïðîñòîði
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Òîäi ìíîæèíà An = {x ∈ X : d(gn(x), fn(x)) ≤ c} ¹
ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííüîþ êëàñó ìåíøå α. Ïîêëàäåìî

hn(x) =
{

gn(x), ÿêùî x ∈ An,
fn(x), ÿêùî x 6∈ An.

Íåõàé G � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà Y i n ∈ N. Òîäi ìíîæèíà h−1
n (G)∩An =

g−1
n (G)∩An íàëåæèòü äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó ìåíøå α â X
i h−1

n (G)∩(X\An) = f−1
n (G)∩(X\An) òàêîæ ¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî

àäèòèâíîãî êëàñó ìåíøå α â X. Ç ëåìè 2.6 âèïëèâà¹, ùî hn : X → Y
¹ âiäîáðàæåííÿì ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáå à ìåíøå α. Ïîêàæåìî,
ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3). Ñïðàâäi, íåõàé x0 ∈ X, òîäi ç (2)
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
d(gn(x0), fn(x0)) ≤ c. Òîìó x0 ∈ An äëÿ n ≥ n0 i hn(x0) = gn(x0), îòæå,

lim
n→∞hn(x0) = lim

n→∞ gn(x0) = g(x0).



Áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü ... 109

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Y, d) � ìåòðè÷-
íèé öiëêîì îáìåæåíèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî i
f ∈ H∗

α(X,Y ). Òîäi iñíó¹ ðiâíîìiðíî çáiæíà äî ôóíêöi¨ f ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié fn ∈ H∗

α(X, Y ) òàêà, ùî im f � ñêií÷åííèé ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó Y .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið Y öiëêîì îáìåæåíèé, òî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà Yn = {y(n)

i ∈ Y : i ∈ In} òàêà, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ i ∈ In òàêå, ùî d(y, y

(n)
i ) < 1/n. Ïîêëàäåìî

An
i = {x ∈ X : d(f(x), y(n)

i ) < 1/n}, n ∈ N, i ∈ In.

Ìíîæèíè An
i íàëåæàòü äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X,

ïðè÷îìó
⋃

i∈In

An
i = X. Òîäi çà ëåìîþ 2.2 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü Fn

i äèç'þíêò-

íèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí êëàñó α â X òàêà, ùî Fn
i ⊆ An

i ,⋃
i∈In

Fn
i = X. Îçíà÷èìî ôóíêöi¨ fn íàñòóïíèì ÷èíîì:

fn(x) = y
(n)
i , ÿêùî x ∈ Fn

i , i ∈ In.

Çðîçóìiëî, ùî âñi âiäîáðàæåííÿ fn : X → Y ¹ ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α
Ëåáå à. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f .
Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X, n ∈ N. Òîäi iñíó¹ i ∈ In òàêå, ùî x ∈ Fn

i , fn(x) =
y

(n)
i . Îñêiëüêè x ∈ Fn

i ⊆ An
i , òî d(f(x), fn(x)) = d(f(x), y(n)

i ) < 1/n.

Òåîðåìà 2.12.Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé
ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið, α>1 � çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî i f ∈ H∗

α(X,Y ).
Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü gn ∈ H∗

αn
(X, Y ), αn < α òàêà, ùî

lim
n→∞ gn(x) = f(x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d � ìåòðèêà íà Y , ç ÿêîþ ïðîñòið Y ¹ öiëêîì îá-
ìåæåíèì. Ç òåîðåìè 2.11 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü
fm ∈ H∗

α(X,Y ), ÿêi íàáóâàþòü ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü i ðiâíîìiðíî
ïðÿìóþòü äî f . Ìîæíà ââàæàòè, ùî

d(fm+1(x), fm(x)) <
1

2m
. (4)

Çà òåîðåìîþ 2.10 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fm,n)∞n=1 âiäîáðàæåíü fm,n : X→Y
ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ìåíøèõ α, ÿêi íàáóâàþòü ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
çíà÷åíü, i ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f .
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Ïîêëàäåìî h1,n = f1,n. Íåõàé âæå âèçíà÷åíi âiäîáðàæåííÿ hi,n : X →
Y äëÿ i ≤ m òàêi, ùî

lim
n→∞hi,n(x) = fi(x) i d(hi,n, hi−1,n) ≤ 1

2i−1
, i = 1, . . . , m.

Îñêiëüêè fm(x) = lim
n→∞hm,n(x), à fm+1(x) = lim

n→∞ fm+1,n(x), òî ç íå-
ðiâíîñòi (4) i òåîðåìè 10 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (hm+1,n)∞n=1

âiäîáðàæåíü hm+1,n : X → Y ç ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ìåíøèõ α, ÿêi
íàáóâàþòü ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü i

lim
n→∞hm+1,n(x) = fm+1(x), d(hm+1,n, hm,n) ≤ 1

2m
.

Ïîêëàäåìî gn(x) = hn,n(x) i ïîêàæåìî, ùî lim
n→∞ gn(x) = f(x).

Íåõàé x0 ∈ X i ε > 0. Iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî 1
2m−1 < ε

3 i

d(fm(x0), f(x0)) ≤ ε/3.

Îñêiëüêè lim
n→∞hm,n(x0) = fm(x0), òî iñíó¹ n0 > m òàêå, ùî äëÿ âñiõ

n ≥ n0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(hm,n(x0), fm(x0)) ≤ ε/3. Òîäi ïðè n ≥ n0

îòðèìà¹ìî, ùî

d(hn,n(x0), f(x0)) ≤ d(hn,n(x0), hn−1,n(x0))+. . .+d(hm+1,n(x0), hm,n(x0))+

+d(hm,n(x0), fm(x0)) + d(fm(x0), f(x0)) <

(
1

2n−1
+ . . . +

1
2m

)
+

ε

3
+

ε

3
<

<
1

2m−1
+

2ε

3
< ε.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè α = β +1, äå β � ãðàíè÷íèé îðäèíàë, âiäîáðàæåííÿ
gn : X → Y íàëåæàòü äî ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ Ëåáå à ìåíøèõ β.

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñåïàðàáåëü-
íèé ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, α > 0 � çëi÷åííå
ïîðÿäêîâå ÷èñëî. Òîäi H∗

α(X, Y ) ⊆ Bα(X,Y ), ÿêùî α � ñêií÷åííèé îð-
äèíàë, i H∗

α(X, Y ) ⊆ Bα+1(X,Y ), ÿêùî α � íåñêií÷åííèé îðäèíàë.
Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ çà α. Òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå ïðè

α = 0. Âèïàäîê α = 1 ðîçãëÿíóòî â [1].
Íåõàé f ∈ H∗

n+1(X, Y ), äå n ∈ N. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðà-
æåíü fn ∈ H∗

n(X, Y ) ⊆ Bn(X, Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . Òàêèì
÷èíîì, f ∈ Bn+1(X, Y ) i òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ α < ωo.



Áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü ... 111

Íåõàé òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ξ < α i α � ãðàíè÷íèé îð-
äèíàë. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ H∗

α(X, Y ), çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ 2.12, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü fn ∈ H∗

αn
(X, Y ), αn < α, ÿêà

ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi, çãiäíî ç iíäóêòèâíèì ïðè-
ïóùåííÿì, fn ∈ Bαn+1(X,Y ), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî fn ∈ Bα(X,Y ). Òîäi
f ∈ Bα+1(X,Y ).

3. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
ϕ : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêèì ëîêàëüíèì ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y iñíóþòü ¨¨ âiäêðèòèé îêië Vy i âiäêðèòà â X ìíî-
æèíà U ⊆ ϕ−1(Vy) òàêi, ùî ϕ|U : U → Vy � ãîìåîìîðôiçì.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôî-
âèé ïðîñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið òàêèé, ùî iñíó¹ ñëàáêèé ëî-
êàëüíèé ãîìåîìîðôiçì ϕ : Z → Y , α > 0 � çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñ-
ëî i f ∈ H∗

α(X,Y ). Òîäi iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ g ∈ H∗
α(X, Z) òàêå, ùî

f(x) = ϕ(g(x)) äëÿ âñiõ x ∈ X.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕ : Z → Y � ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãîìåîìîð-

ôiçì, òî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíóþòü âiäêðèòèé îêië Vy òî÷êè y i
âiäêðèòà ìíîæèíà Uy â Z òàêi, ùî ϕ|Uy : Uy → Vy � ãîìåîìîðôiçì.

Ñiì'ÿ ìíîæèí (Vy : y ∈ Y ) óòâîðþ¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó Y .
Îñêiëüêè ïðîñòið Y ëiíäåëåôîâèé, òî iñíó¹ ïiäïîêðèòòÿ (Vyn : n ∈ N)
ïðîñòîðó Y . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (Un)∞n=1 ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ âiäêðè-
òèõ ìíîæèí â Z òàêèõ, ùî ϕn = ϕ|Un : Un → Vyn � ãîìåîìîðôiçì.

Îñêiëüêè f ∈ H∗
α(X, Y ), òî ìíîæèíè An = f−1(Vyn) íàëåæàòü äî

ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.2, iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü (Fn)∞n=1 äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí
êëàñó α â X òàêèõ, ùî Fn ⊆ An i X =

∞⋃
n=1

Fn. Ïîêëàäåìî Bn = f(Fn),

òîäi Bn ⊆ Vyn . Íåõàé Cn = ϕ−1
n (Bn) ⊆ Un, òîäi ϕ|Cn : Cn → Bn �

ãîìåîìîðôiçì. Ïîçíà÷èìî ψn = (ϕ|Cn)−1 : Bn → Cn i ïîêëàäåìî g(x) =
ψn(f(x)), ÿêùî x ∈ Fn. Ïîêàæåìî, ùî f(x) = ϕ(g(x)). Ñïðàâäi, íåõàé
x ∈ X. Òîäi iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî x ∈ Fn. Îñêiëüêè f(x) ∈ Bn, òî
ψn(f(x)) = ϕ−1

n (f(x)), òîäi

ϕ(g(x)) = ϕ(ψn(f(x))) = ϕ(ϕ−1
n (f(x))) = f(x).

Íåõàé G � âiäêðèòà â Z ìíîæèíà i n ∈ N. Ïåðåâiðèìî, ùî

g−1(G) ∩ Fn = f−1(ϕ(G ∩ Un)) ∩ Fn.

ßêùî x ∈ g−1(G) ∩ Fn, òî g(x) ∈ G i f(x) ∈ Bn. Òîäi g(x) = ψn(f(x)) ∈
Cn ⊆ Un, çâiäêè g(x) ∈ G ∩ Un i f(x) = ϕ(g(x)) ⊆ ϕ(G ∩ Un).
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Íåõàé òåïåð x íàëåæèòü äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi. Òîäi f(x) =
ϕ(g(x)) ∈ ϕ(G ∩ Un). Ç òîãî, ùî x ∈ Fn âèïëèâà¹, ùî g(x) = ψn(f(x)) ∈
Cn ⊆ Un, à f(x) ∈ Bn ⊆ Vyn . Âiäîáðàæåííÿ ϕ|Uyn

: Un → Vyn � ái¹êöiÿ,
òîìó g(x) ∈ G ∩ Un, îòæå, g(x) ∈ G.

Îñêiëüêè ϕn : Un → Vyn � ãîìåîìîðôiçì, òî ìíîæèíà ϕ(G ∩ Un) ¹
âiäêðèòîþ â Vyn , à îòæå, i â Y . Òîìó ìíîæèíà f−1(ϕ(G∩Un)) íàëåæèòü
äî ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α â X, òîäi é ìíîæèíà g−1(G)∩Fn

¹ òàêîþ æ. Ç ëåìè 2.6 âèïëèâà¹, ùî g ∈ H∗
α(X,Z).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôî-
âèé ïðîñòið, Z � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé
ïðîñòið, òàêèé, ùî iñíó¹ ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãîìåîìîðôiçì ϕ : Z → Y ,
0 < α < ω1. Òîäi H∗

α(X,Y ) ⊆ Bα(X,Y ), ÿêùî α � ñêií÷åííèé îðäèíàë, i
H∗

α(X,Y ) ⊆ Bα+1(X, Y ), ÿêùî α � íåñêií÷åííèé îðäèíàë.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1, iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ g : X → Z

ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó α Ëåáå à òàêå, ùî f(x) = ϕ(g(x)) äëÿ âñiõ x ∈ X.
Ç òåîðåìè 2.13 âèïëèâà¹, ùî g ∈ Bα(X, Z), ÿêùî α � ñêií÷åííèé

îðäèíàë i g ∈ Bα+1(X,Z), ÿêùî α � íåñêií÷åííèé îðäèíàë. Òîìó iñ-
íó¹ ïîñëiäîâíiñòü (gn)∞n=1 ôóíêöié gn ∈ Bαn(X, Z) òàêèõ, ùî gn → g
ïîòî÷êîâî íà X i αn < α àáî αn < α + 1 çàëåæíî âiä òîãî, ñêií÷åí-
íèì ÷è íåñêií÷åííèì ¹ α. Ïîêëàäåìî fn = ϕ ◦ gn. Òîäi fn ∈ Bαn(X,Y ).
Ïîêàæåìî, ùî fn → f ïîòî÷êîâî íà X. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X. Òîäi
lim

n→∞ fn(x) = lim
n→∞ϕ(gn(x)) = ϕ( lim

n→∞ gn(x)) = ϕ(g(x)) = f(x). Îòæå,
f ∈ Bα(X, Y ), ÿêùî α � ñêií÷åííå, i f ∈ Bα+1(X,Y ), ÿêùî α � íå-
ñêií÷åííå.

Ç òåîðåì 1.7, 1.8, 3.2 âèïëèâàþòü íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 3.3. Íåõàé X � PP-ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

Y � äîñêîíàëèé ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið ç êëàñó K i 0 ≤ α ≤ ω1. Òî-
äi CH∗

α(X × T, Y ) ⊆ Bα+1(X × T, Y ), ÿêùî α � ñêií÷åííèé îðäèíàë i
CH∗

α(X × T, Y ) ⊆ Bα+2(X × T, Y ), ÿêùî α � íåñêií÷åííèé îðäèíàë.
Òåîðåìà 3.4. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷-

íèé ïðîñòið, Y � äîñêîíàëèé ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið ç êëàñó K i α �
çëi÷åííèé îðäèíàë. Òîäi CH

∗
α(X × T, Y ) ⊆ Bα+1(X × T, Y ), ÿêùî α �

ñêií÷åííèé îðäèíàë i CH
∗
α(X × T, Y ) ⊆ Bα+2(X × T, Y ), ÿêùî α � íå-

ñêií÷åííèé îðäèíàë.
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THE BAIRE CLASSIFICATION OF MAPPINGS WHICH ARE
CONTINUOUS WITH RESPECT TO THE FIRST VARIABLE
AND OF THE FUNCTIONAL CLASS α WITH RESPECT TO

THE SECOND ONE

Olena KARLOVA

Yuriy Fed'kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsyubyns'koho Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

It is proved that every mapping f : X×T → Y which is continuous with
respect to the �rst variable and of the functional class α with respect to the
second one is of the α + 1 Baire class when X is a metrizable (or even PP -)
space, T is a topological space and Y is a perfect Lindel�of space which is
weakly covered by a separable metrizable topological vector space.




