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Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 8 ëþòîãî 2005 ð.

Ìè íàâîäèìî äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ âiäîìî¨ òåîðåìè Õ. Ï. Ðî-
çåíòàëÿ, ÿêà ìà¹ íàçâó ¾ëåìè Ðîçåíòàëÿ ïðî ðîçùåïëåííÿ ïiäïî-
ñëiäîâíîñòåé¿: äîâiëüíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü (xn) â L1 ìiñòèòü
ïiäïîñëiäîâíiñòü (yn), ÿêà ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè yn = dn + un

äëÿ êîæíîãî n, äå (dn) ìàþòü äèç'þíêòíi íîñi¨, à ïîñëiäîâíiñòü (un)
¹ îäíîñòàéíî iíòåãðîâíîþ (àáî, åêâiâàëåíòíî, ñëàáêî çáiæíîþ).

Ó ðîáîòi [2] Äæ. Áóð åéí òà Õ. Ðîçåíòàëü âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíó
ëåìó Ðîçåíòàëÿ ïðî ðîçùåïëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi. Ïðè öüîìó àâòîðè
öèòóþòü ðîáîòó Ðîçåíòàëÿ, ÿêà, ÿê íàì ëþá'ÿçíî ñïîâiñòèâ ñàì Õ. Ðî-
çåíòàëü, íiêîëè íå áóëà îïóáëiêîâàíà. Ó ñòàòòi [4] ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè
áëèçüêèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìîæíà íàâiòü ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì ëåìè
Ðîçåíòàëÿ ïðî ðîçùåïëåííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi. Êðiì òîãî, ëåìà Ðîçåíòà-
ëÿ ìà¹ óçàãàëüíåííÿ íà óëüòðàñòåïåíi ïðîñòîðiâ L1(µ) â [3]. Ïðîòå ç âêà-
çàíèõ äæåðåë íå ìîæíà äiñòàòè ïðîçîðîãî i áåçïîñåðåäíüîãî äîâåäåííÿ
ëåìè Ðîçåíòàëÿ ïðî ðîçùåïëåííÿ. Ñàìà ëåìà ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê.

Òåîðåìà. Äîâiëüíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü (xn) â L1 ìiñòèòü ïiä-
ïîñëiäîâíiñòü (yn), ÿêà ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè yn = dn + un äëÿ êî-
æíîãî n, äå (dn) ìàþòü äèç'þíêòíi íîñi¨, à ïîñëiäîâíiñòü (un) ¹ îäíî-
ñòàéíî iíòåãðîâíîþ (àáî, åêâiâàëåíòíî, ñëàáêî çáiæíîþ).

Íàøå äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹ ëèøå åëåìåíòàðíi âiäîìîñòi ç òåîði¨
ìiðè òà iíòåãðàëà. ×åðåç Σ ìè ïîçíà÷à¹ìî σ-àëãåáðó âñiõ âèìiðíèõ çà
Ëåáå îì ïiäìíîæèí [0, 1]; ÷åðåç µ � ìiðó Ëåáå à íà Σ.

ÓÄÊ 517.51; MSC 2000: 46E30
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Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà X ⊆ L1 íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî iíòåãðîâ-
íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìíîæèíè A ∈ Σ, äëÿ ÿêî¨ µ(A) < δ, i äîâiëüíîãî x ∈ X

∫

A

|x|dµ < ε.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ìíîæèíà X ⊆ L1 ¹ îäíîñòàéíî iíòå-
ãðîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ M ∈ [0, +∞)
òàêå, ùî ∫

|x|>M

|x|dµ < ε (1)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Âëàñòèâiñòü îäíîñòàéíî¨ iíòåãðîâíîñòi ìíîæèíè
âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â áàãàòüîõ äîñëiäæåííÿõ ïðî L1.

Çà êðèòåði¹ì ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â L1 [1, c. 117], ç îäíîãî áîêó, êîæíà
ñëàáêî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü â L1 ¹ îäíîñòàéíî iíòåãðîâíîþ, à ç iíøîãî,
âèêîðèñòîâóþ÷è òîé æå êðèòåðié, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç êîæíî¨ îäíî-
ñòàéíî iíòåãðîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè ñëàáêî çáiæíó ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü. Öå ïîÿñíþ¹ ñëîâà â äóæêàõ ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü (xn)∞1 íå ¹ îäíî-
ñòàéíî iíòåãðîâíîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε0 iíôiìóì òàêèõ ε > 0, ùî iñíó¹
M ≥ 0, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (1).

Îòæå,
(∀ε > ε0

) (∃M ≥ 0
) (∀n ∈ N) ∫

|xn|>M

|xn|dµ < ε, (2)

ïðè÷îìó iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (yn) ïîñëiäîâíîñòi (xn) òàêà, ùî äëÿ êîæ-
íîãî n ∈ N ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫

|yn|>n

|yn|dµ ≥ ε0 − 1
n

. (3)

Ïîêëàäåìî: Bn = {t ∈ [0, 1] : |yn(t)| ≤ n}, wn = yn · χ(Bn), n ∈ N.
Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (wn)∞1 ¹ îäíîñòàéíî iíòåãðîâíîþ. ßêùî

öå íå òàê, òî iñíó¹ δ > 0 òà ïiäïîñëiäîâíiñòü (wkn)∞n=1 òàêà, ùî
∫

|wkn |>n

|wkn |dµ ≥ δ (4)
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äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Ç îçíà÷åííÿ ε0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ M1 ≥ 0 òàêå, ùî
∫

|ykn |>M1

|ykn |dµ < ε0 +
δ

2
(5)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Ç iíøîãî áîêó, ç îöiíîê (3), (4) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ
n ≥ M1

∫

|ykn |>M1

|ykn |dµ ≥
∫

|ykn |>n

|ykn |dµ =
∫

n<|ykn |≤kn

|ykn |dµ +
∫

|ykn |>kn

|ykn |dµ =

=
∫

|wkn |>n

|wkn |dµ +
∫

|ykn |>kn

|ykn |dµ ≥ δ + ε0 − 1
n

,

ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (5) äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n.
Ïîêëàäåìî òåïåð An = [0, 1] \ Bn, vn = yn − wn = yn · χ(An), n ∈ N.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (vn) îáìåæåíà i äëÿ âñiõ n

‖vn‖ =
∫

An

|vn|dµ ≥ nµ(An),

òî lim
n→∞µ(An) = 0. Âèáåðåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü (vmn)∞n=1 òàêó, ùî äëÿ âñiõ

n ∈ N ∫

∞⋃
i=n+1

Ami

|vmn |dµ <
1
n

. (6)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî äèç'þíêòíi ìíîæèíè Cn = Amn \
∞⋃

i=n+1
Ami , äëÿ

ÿêèõ ôóíêöi¨ dn = vkn · χ(Cn) ìàòèìóòü äèç'þíêòíi íîñi¨ òà âíàñëiäîê
(6) ïiäïîñëiäîâíiñòü sn = vkn − dn ïðÿìó¹ äî 0 çà íîðìîþ, i îòæå, ¹
îäíîñòàéíî iíòåãðîâíîþ. Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî çîáðàæåííÿ

ykn = vkn + wkn = dn + (sn + wkn),

äå ôóíêöi¨ (dn) � äèç'þíêòíi, à ïîñëiäîâíiñòü un = sn+wkn � îäíîñòàéíî
iíòåãðîâíà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ âäÿ÷íiñòü Õ. Ðîçåíòàëþ çà êîðèñíó iíôîðìàöiþ òà
Î. Â. Ìàñëþ÷åíêó i Â. Â. Ìèõàéëþêó çà äîïîìîãó â ðîáîòi.
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THE ROSENTHAL SUBSEQUENCE
SPLITTING LEMMA IN L1

Mykhaylo POPOV

Yuriy Fed'kovych Chernivtsi National University
2 Kotsyubyns'koho Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

We prove the following known theorem of H. P. Rosenthal called ¾Ro-
senthal subsequence splitting lemma¿: every bounded sequence (xn) in L1

contains a subsequence (yn) which is a sum yn = dn + un for each n where
(dn) have disjoint supports and the sequence (un) is equi-integrable (or
equivalently, weakly null).




