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Ïðîiíòåãðîâàíî ðiâíÿííÿ Ëÿìå ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò,
çíàéäåíî íîâi ðîçâ'ÿçêè òðèâèìiðíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi i âèðàæåíî
¨õ ÷åðåç ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. Äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê ìiñòèòü òiëü-
êè òðè íåçàëåæíi ôóíêöi¨. Îäåðæàíî äåêiëüêà âèðàçiâ äëÿ âåêòîðà
ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü. Ïîáóäîâàíî çàãàëüíå çîáðàæåííÿ äëÿ ðîç-
â'ÿçêó ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi ó êðèâîëiíiéíié îðòîãîíàëüíié ñèñòå-
ìi êîîðäèíàò. ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, íàâåäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿíü Ëÿìå ó öèëiíäðè÷íié i åëiïòè÷íié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

ÂÑÒÓÏ

Çíàõîäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÍÄÑ) êîíñòðóêòèâíèõ
åëåìåíòiâ ó êðèâîëiíiéíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ¹ âàæëèâîþ ïðàêòè÷íîþ
ïðîáëåìîþ, ÿêié ïðèñâÿ÷åíî âåëèêó êiëüêiñòü ïðàöü [6, 7, 14]. Ïðè ðîç-
â'ÿçóâàííi òðèâèìiðíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi [6, 13], ÿê ïðàâèëî, çà-
äàþòü õàðàêòåð ðîçïîäiëó ïåðåìiùåíü, ùî ïðèâîäèòü äî çíàõîäæåííÿ
÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëÿìå. Òîìó iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü Ëÿìå i
çíàõîäæåííÿ âåêòîðà ïåðåìiùåíü â ïðóæíîìó òiëi äëÿ çàãàëüíîãî âèïàä-
êó íàâàíòàæåííÿ ¹ äóæå âàæëèâîþ çàäà÷åþ. Ó ðîáîòi [14] íàâåäåíî îãëÿä
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ðîáiò i âiäçíà÷åíî, ùî îñíîâíèì ñïîñîáîì ðîçâ'ÿçêó ¹ ìåòîä ðîçêëàäó çà
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Õî÷à íà äàíèé
÷àñ âiäîìî äåêiëüêà çîáðàæåíü çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó [2, 6, 8, 12, 13] ó
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü âiä äâîõ äî ÷îòèðüîõ
íåçàëåæíèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ¨õ íå çàâæäè ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðè
âèêîðèñòàííi öüîãî ìåòîäó ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Ïðè âè-
êîðèñòàííi ìåòîäó ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó â ðÿä çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè
ïîòðiáíî ñïî÷àòêó âèäiëèòè îñíîâíèé íàïðóæåíèé ñòàí, ÿêèé âiäïîâiäà¹
çàäàíèì ãîëîâíèì âåêòîðàì çóñèëü i ìîìåíòiâ, i âæå äëÿ çáóðåíî¨ (ñàìî-
çðiâíîâàæåíî¨ âiäíîñíî îêðåìî¨ êîîðäèíàòíî¨ ïîâåðõíi) ÷àñòèíè ñòàâèòè
âiäïîâiäíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ôóíêöié, ÿêi îïèñó-
þòü öåé çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí.

Âiäçíà÷èìî, ùî âèäiëåííÿ çáóðåíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ¹ çàâæäè äî-
öiëüíå i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè çàñòîñóâàííi ÷èñëîâèõ òà íàáëèæåíèõ ìå-
òîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi [1, 3]. Ïîòðiáíî
âèêîðèñòîâóâàòè íàéïðîñòiøi çîáðàæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü
Ëÿìå, ùî äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ïîâíèé íàáið âëàñíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü íóëüîâi ãðàíè÷íi óìîâè íà âèäiëåíié êîîðäèíàòíié ïîâåðõíi.
Ó âèïàäêó îñåñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ öèëiíäðà öåé ïiäõiä çíàéøîâ
ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ó ðîáîòi [10].

Ââàæà¹òüñÿ [7, 13], ùî îäíå ç íàéïîøèðåíiøèõ çîáðàæåíü çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Ëÿìå ÷åðåç ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ áóëî îäåðæàíî íåçà-
ëåæíî Ïàïêîâè÷åì [8] i Íåéáåðîì [15] ó âèãëÿäi

u = ψ − 1
4(1− ν)

grad(Ψ + xψ1 + yψ2 + zψ3), (1)

äå Ψ, ψj , j = 1, 3, � ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, ν � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà. Ó ðî-
áîòi [12] àíàëiçóâàëèñü ïèòàííÿ ïîâíîòè çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàëåæíî
âiä çâ'ÿçíîñòi îáëàñòi. Ïèòàííÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òðèâèìiðíî¨
òåîði¨ ïðóæíîñòi â íàïðóæåííÿõ äîñëiäæóâàëèñÿ â [2, 5]. Ïðè çíàõîäæåí-
íi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëÿìå âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ðiçíi ïiäõîäè, àëå íå áóëî
ñòðîãî äîâåäåíî, ùî çíàéäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê [7, 13].

Çàóâàæåííÿ. Âåêòîð ïðóæíîãî ïåðåìiùåííÿ (1) ìiñòèòü ÷îòèðè
ãàðìîíi÷íi òðèâèìiðíi ôóíêöi¨, òîäi ÿê ãðàíè÷íèõ óìîâ ó òåîði¨ ïðóæ-
íîñòi � òðè. ßâíå âõîäæåííÿ â íüîãî òðüîõ çìiííèõ x, y, z óñêëàäíþ¹
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i i ïîáóäîâó âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ôóíê-
öié.

Íèæ÷å ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíü Ëÿìå ó ïðîñòî-
ìó âåêòîðíîìó âèãëÿäi â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò i äîâåäåíî éîãî
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çàãàëüíiñòü. Íà îñíîâi iíâàðiàíòíîñòi öüîãî âåêòîðíîãî çîáðàæåííÿ çíàé-
äåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíü Ëÿìå â êðèâîëiíiéíié îð-
òîãîíàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, à òàêîæ ïîäàíî êîíêðåòíèé ðîçâ'ÿçîê
äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ i åëiïòè÷íî¨ ñèñòåì êîîðäèíàò.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I

Iíòåãðóâàííÿ òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíü Ëÿìå ó êðèâîëiíiéíié îðòîãîíàëüíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ¹ ñêëàäíîþ ïðîáëåìîþ, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ âèêî-
ðèñòà¹ìî iíâàðiàíòíiñòü âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü âiäíîñíî çàìiíè
ñèñòåìè êîîðäèíàò [4]. Îòæå, äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü
Ëÿìå ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò â iíâàðiàíòíîìó âèãëÿäi, à ïîòiì
îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðåâåñòè â çàäàíó êðèâîëiíiéíó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. Ðiâíÿííÿ Ëÿìå â ïåðåìiùåííÿõ (äèâ. [7, 13]) çàïèøåìî â äåêàðòîâié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:

α∇2u + grad e = 0, (2)

äå ∇2 = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3
� îïåðàòîð Ëàïëàñà; e = divu = ∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3
�

îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ; α = 1− 2ν, u = u1i+ u2j+ u3k � âåêòîð ïðóæíèõ
ïåðåìiùåíü; i, j, k � îäèíè÷íi îðòè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Ðîçãëÿíåìî òðèâèìiðíå òiëî D. Áóäåìî ââàæàòè, ùî êîìïîíåíòè âåê-
òîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü â îáëàñòi D ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiä-
íi äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ïðè ïîáóäîâi òðèâèìiðíîãî âåêòî-
ðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè íàáið ôóíêöié, ÿêi
ìîæíà ââàæàòè âåêòîðàìè [4, 14]. Òîäi öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ôiçè÷íèé çìiñò,
ïîâ'ÿçàíèé ç iíâàðiàíòíiñòþ âiäíîñíî çàìiíè ñèñòåìè êîîðäèíàò i éîãî
ìîæíà íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòè â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

2. ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÇÀÃÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÐIÂÍßÍÜ
ËßÌÅ Â IÍÂÀÐIÀÍÒÍÎÌÓ ÂÈÃËßÄI Ó ÄÅÊÀÐÒÎÂIÉ
ÑÈÑÒÅÌI ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü Ëÿìå áóäåìî âèõîäèòè iç âiäîìîãî ôàêòó, ùî
êîæíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü ¹ ðîçâ'ÿçêîì áiãàðìî-
íi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Çãiäíî ç öèì, ðîçâ'ÿçîê áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ ðîç-
äiëèìî íà äâà êëàñè, ÿêi âiäïîâiäíî âèðàæàþòüñÿ òiëüêè ÷åðåç: I) ãàð-
ìîíi÷íi; II) áiãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ (ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ äîìíîæåíi íà x, y
àáî z). Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ.
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2.1. Êîæíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü ¹ ãàð-
ìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ. Ó öüîìó âèïàäêó ç ðiâíÿíü Ëÿìå (2) âèïëèâà¹,
ùî îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ áóäå ñòàëèì, à ñèñòåìà ðiâíÿíü ñïðîùó¹òüñÿ

∇2u = 0, e = div u =
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
+

∂u3

∂x3
= C, (3)

äå C � ñòàëà. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) ðîçiá'¹ìî íà ÷àñò-
êîâèé ïîëiíîìíèé (ðîçãëÿíóòèé ó ï. 2.3) òà îäíîðiäíèé ãàðìîíi÷íèé.

Òåîðåìà 1. ßêùî âåêòîð ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü u ìà¹ íóëüîâå îá'-
¹ìíå ðîçøèðåííÿ (div v = 0), òî éîãî ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

u = gradΨ + rot Qk, (4)

äå Ψ i Q � ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ òðüîõ çìiííèõ.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, âåêòîð ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì Ëÿìå. Ðiâíÿííÿ Ëÿìå (2) ñïðîùóþòüñÿ äî ñèñòåìè
(3), äå C = 0. Îòæå, âñi êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü ¹
ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ïîëå ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü çàäàíå ó âèãëÿäi
ãðàäi¹íòà

w = grad Ψ,

äå Ψ � äîâiëüíà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìi ðiâíÿíü (3).
Äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëÿìå (ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè) çàâ-
æäè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u1 =
∂ψ1

∂x3
, u2 =

∂ψ2

∂x3
, u3 =

∂ψ3

∂x3
, (5)

äå ψj � ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. Âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨
Ψ, ÿêà îïèñó¹ ãðàäi¹íòíå ïîëå ïåðåìiùåíü, ïîêëàäåìî Ψ = ψ3. Âiäíiìà-
þ÷è âiä ïîëÿ ïåðåìiùåíü (5) öå ãðàäi¹íòíå ïîëå, îäåðæèìî íîâå ïîëå
ïåðåìiùåíü

v1 =
∂ψ1

∂x3
− ∂ψ3

∂x1
, v2 =

∂ψ2

∂x3
− ∂ψ3

∂x2
, v3 = 0.

Îñêiëüêè div v = 0, òî ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ∂v1
∂x1

= − ∂v2
∂x2

. Îòæå, iñíó¹
òàêà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ Q, ùî v1 = ∂Q

∂x2
, v2 = − ∂Q

∂x1
. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî v = rot Qk. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çíàéäåìî çàãàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äðóãîãî êëàñó.
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2.2. Êîæíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü ¹ áiãà-
ðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ òðüîõ çìiííèõ. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íà-
ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà. ßêùî êîìïîíåíòè âåêòîðà W ¹ ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè,
òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

divW = −∂2P

∂x2
3

(6)

ìà¹ âèãëÿä

W = grad K + rot Mk + x1rot

(
∂P

∂x2
k
)
− x2rot

(
∂P

∂x1
k
)

, (7)

äå P , K, M � äîâiëüíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨.
Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê, êîëè P ≡ 0, ðîçãëÿíóòî â òåîðåìi 1. Îòæå, íàì

ïîòðiáíî çíàéòè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
ãàðìîíi÷íèé âåêòîð B

B1 = x1
∂2P

∂x2
2

− x2
∂2P

∂x2∂x1
, B2 = x2

∂2P

∂x2
1

− x1
∂2P

∂x2∂x1
, B3 = 0,

¹ ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì. Ëåìó äîâåäåíî.
Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè àíàëîã òåîðåìè Ãåëüìãîëüöà [4] ïðî ðîçêëàä

ãàðìîíi÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Íàñëiäîê 1. Äîâiëüíå ãàðìîíi÷íå âåêòîðíå ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi (7), äå îêðåìî âèäiëåíi äèâåðãåíòíà, ãðàäi¹íòíà i ðîòîðíà ÷àñ-
òèíè âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 2. Çàãàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëÿìå äðóãîãî
êëàñó ç òî÷íiñòþ äî ãàðìîíi÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (4) ìà¹ âèãëÿä

u = x3grad R− (3− 4ν)Rk, (8)

äå R � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ òðüîõ çìiííèõ.
Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî çàãàëüíèé âèãëÿä áiãàðìîíi÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿíü Ëÿìå
u = x1B1 + x2B2 + x3B3 + ψ, (9)

äå ψ= ψ1i + ψ2j + ψ3k, Bj = Bj1i + Bj2j + Bj3k; ψj , Bjk � ãàðìîíi÷íi
ôóíêöi¨. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 1, îäíà ÷àñòèíà âåêòîðà ψ âðàõîâàíà ãàð-
ìîíi÷íèì ðîçâ'ÿçêîì (4), à äðóãó ìîæíà âêëþ÷èòè ó êîåôiöi¹íòè Bjk,
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îòæå, éîãî ìîæíà íå âðàõîâóâàòè.
Çíàéäåìî îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ

e = div u = N + x1div B1 + x2div B2 + x3div B3, (10)

äå N = B11 + B22 + B33, òà ëàïëàñiàíè

∇2uj = 2
(

∂B1j

∂x1
+

∂B2j

∂x2
+

∂B3j

∂x3

)
, j = 1, 3. (11)

Ïîêàæåìî, ùî div Bj = 0. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòè-
âíîãî. ßêùî ïiäñòàâèòè ñïiââiäíîøåííÿ (10), (11) â ðiâíÿííÿ Ëÿìå, òî
îòðèìà¹ìî âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ, äî ÿêîãî, êðiì ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié,
âõîäÿòü â ÿêîñòi êîåôiöi¹íòiâ çìiííi x1, x2, x3. Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿí-
íÿ âèçíà÷àëè á ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. À öå íå òàê, îñêiëüêè ãàðìîíi÷íi
ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òiëüêè ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè áiëÿ çìiííèõ x1, x2, x3 ó âèçíà÷àëüíîìó ðiâíÿííi
äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî

div Bj ≡ 0, (12)
äå j = 1, 3, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ ïiñëÿ âðàõó-
âàííÿ óìîâ (12) ìàþòü âèãëÿä

2α

(
∂B1j

∂x1
+

∂B2j

∂x2
+

∂B3j

∂x3

)
+

∂N

∂xj
= 0, j = 1, 3. (13)

Âèðàçèìî ç óìîâ (12) êîìïîíåíòè Bjj , j = 1, 3, ïiäñòàâèìî ¨õ â (13) i
ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ

2α rotW = grad N, (14)

äå êîìïîíåíòè âåêòîðà W ìàþòü òàêi çíà÷åííÿ: W1 = B23 − B32, W2 =
B31−B13, W3 = B12−B21. Ïîäàìî âåêòîð W ó âèãëÿäi (7), âiçüìåìî âiä
íüîãî ðîòîð, ïiäñòàâèìî ó ðiâíÿííÿ (14) i ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ âåêòîðíèõ
ôîðìóë [4] îäåðæèìî, ùî

rotW = grad
∂M

∂x3
+ x1rotrot

(
∂P

∂x2
k
)
−

−x2rotrot

(
∂P

∂x1
k
)

=
1
2α

gradN.

(15)

Iç ðiâíÿíü (14), (15) âèïëèâà¹, ùî

P = 0, M =
1
2α

F, (16)
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äå ∂F
∂x3

= N . Âèçíà÷àëüíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè Bjk ïðèéìàþòü âèãëÿä

W = gradK +
1
2α

rotFk, B11 + B22 + B33 =
∂F

∂x3
. (17)

Ìè îäåðæàëè ñiì ðiâíÿíü (12), (17) äëÿ âèçíà÷åííÿ îäèíàäöÿòè íåâi-
äîìèõ ôóíêöié. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü ìîæå ìiñòèòè ÷îòèðè
äîâiëüíi ôóíêöi¨. Iç ëåìè, ïiñëÿ âðàõóâàííÿ óìîâ (12), âèïëèâà¹, ùî êîå-
ôiöi¹íòè Bjk ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Bj1 =
∂ψj

∂x1
+

∂Hj

∂x2
, Bj2 =

∂ψj

∂x2
− ∂Hj

∂x1
, Bj3 =

∂ψj

∂x3
, (18)

äå ψj , Hj , j = 1, 3, � äîâiëüíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. Ââåäåìî íîâi ïîçíà-
÷åííÿ

G1 = H1 + ψ2, G2 = ψ1 −H2, G3 = H3 −K, A1 = ψ3 +
1
2α

F. (19)

Ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ ðiâíîñòåé (18), îäåðæèìî òàêó âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó:
∂G3

∂x1
− ∂A1

∂x2
+

∂ψ2

∂x3
= 0,

∂A1

∂x1
+

∂G3

∂x2
− ∂ψ1

∂x3
= 0,

∂G1

∂x1
− ∂G2

∂x2
+

∂K

∂x3
= 0,

∂G2

∂x1
+

∂G1

∂x2
+

∂(ψ3 − F )
∂x3

= 0.

(20)

Ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ó ñèñòåìi (20) ïîäàìî ó âèãëÿäi

G3 =
∂Φ
∂x1

+
∂Q

∂x2
, A1 = ψ3 +

1
2α

F =

=
∂Q

∂x1
− ∂Φ

∂x2
, ψ2 =

∂Φ
∂x3

.

(21)

Ïiäñòàâèìî ψ3 â ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (20), ç ÿêîãî ïiñëÿ éîãî ðîç-
â'ÿçàííÿ îäåðæèìî

G1 =
∂A

∂x2
+

∂Φ
∂x3

− ∂χ

∂x1
, F = − 2α

2α + 1
∂A

∂x3
,

G2 =
∂A

∂x1
− ∂Q

∂x3
+

∂χ

∂x2
,

(22)

äå Φ, Q, A, χ � ÷îòèðè äîâiëüíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. Iç äðóãîãî i òðå-
òüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (20) òà äðóãîãî ðiâíÿííÿ ó ôîðìóëàõ (21) çíà-
õîäèìî, ùî

K = − ∂Q

∂x2
− ∂χ

∂x3
− ∂Φ

∂x1
, ψ1 = − ∂Q

∂x3
,

ψ3 =
∂Q

∂x1
− ∂Φ

∂x2
+

1
2α + 1

∂A2

∂x3
.

(23)
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Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ôóíêöi¨ (21)�(23) ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó ó ñïiââiä-
íîøåííÿ (18), (19) i çíàéäåìî íåâiäîìi Bk,j :

B11 =
∂2A

∂x2
2

− ∂2Q

∂x1∂x3
− ∂2χ

∂x1∂x2
, B12 = − ∂2A

∂x2∂x1
− ∂2Q

∂x2∂x3
+

+
∂2χ

∂x2
1

, B13 = −∂2Q

∂x2
3

, B21 = − ∂2A

∂x2∂x1
+

∂2Φ
∂x1∂x3

− ∂2χ

∂x2
2

,

B22 =
∂2A

∂x2
1

+
∂2Φ

∂x2∂x3
+

∂2χ

∂x1∂x2
, B23 =

∂2Φ
∂x2

3

,

B31 = b
∂2A

∂x3∂x1
+

∂

∂x1

(
∂Q

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
− ∂2χ

∂x2∂x3
,

B32 = b
∂2A

∂x3∂x2
+

∂

∂x2

(
∂Q

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
+

∂2χ

∂x1∂x3
,

B33 = b
∂2A

∂x2
3

+
∂

∂x3

(
∂Q

∂x1
− ∂Φ

∂x2

)
,

(24)

äå b = (2α + 1)−1 = (3 − 4ν)−1. Áåçïîñåðåäíüî ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî
ôóíêöi¨ Bk,j çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (12), (13).

Ôîðìóëè (24) ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó (9) çàäàþòü íîâi âåêòîðè ïðóæíèõ
ïåðåìiùåíü

u = x3grad
∂Q

∂x1
− x1grad

∂Q

∂x3
, v = x2grad

∂Φ
∂x3

− x3grad
∂Φ
∂x2

(25)

äëÿ ôóíêöié Q, Φ i

w = x1rotk
∂Π
∂x1

+ x2rotk
∂Π
∂x2

+ x3rotk
∂Π
∂x3

(26)

äëÿ ôóíêöi¨ Π. Çàçíà÷èìî, ùî ïîëÿ ïåðåìiùåíü (25), (26) çàäàþòü íîâi
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ëÿìå. Öi ãàðìîíi÷íi âåêòîðè ïåðåìiùåíü ìàþòü íó-
ëüîâó äèâåðãåíöiþ, îòæå, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, ¨õ (ïiñëÿ ïåðåâèçíà÷åííÿ)
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (4).

Òiëüêè ôóíêöiÿ A çàäà¹ áiãàðìîíi÷íèé âåêòîð ïåðåìiùåíü ó âèãëÿäi

u =
x3

3− 4ν
grad

∂A

∂x3
+ x1rot

(
k

∂A

∂x2

)
− x2rot

(
k

∂A

∂x1

)
, (27)

i éîãî îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ âiäìiííå âiä íóëÿ. Âåêòîð ïåðåìiùåíü (27) ç
òî÷íiñòþ äî ãàðìîíi÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ëÿìå ìîæíà ïîäàòè

u =
x3

3− 4ν
grad

∂A

∂x3
− ∂A

∂x3
k, (28)
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i ïiñëÿ ââåäåííÿ ïîçíà÷åííÿ R = 1
3−4ν

∂A
∂x3

âií íàáóäå âèãëÿäó (8). Ðîçâ'ÿ-
çîê (8) öèêëi÷íîþ çàìiíîþ çìiííèõ ìîæíà âèðàçèòè ùå ó äâîõ ñèìåòðè-
÷íèõ ôîðìàõ. Íàâåäåìî öi ôîðìè

v = x2gradH − (3− 4ν)Hj, (29)

w = x1gradG− (3− 4ν)Gi, (30)

äå H, G � äîâiëüíi ãàðìîíi÷íi âåêòîðè. Âåêòîð ïåðåìiùåíü (29) ïåðå-
õîäèòü ç òî÷íiñòþ äî ãàðìîíi÷íîãî âåêòîðà (4) â ðîçâ'ÿçîê (8), ÿêùî
âèáðàòè ôóíêöiþ H ç óìîâè ∂H

∂x2
= ∂R

∂x3
, îòæå, âîíè ¹ âçà¹ìîçàìiííi ç

òî÷íiñòþ äî ãàðìîíi÷íîãî âåêòîðà. Àíàëîãi÷íî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó (30) ïî-
òðiáíî ïîêëàñòè ∂G

∂x1
= ∂R

∂x3
. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíóâøè ñïiëüíî òåîðåìè 1, 2, ñôîðìóëþ¹ìî çàãàëüíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 3. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ëÿìå ÷åðåç ãàðìîíi÷íi ôóí-

êöi¨ âiä òðüîõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä

u = x3gradR− (3− 4ν)Rk + gradΨ + rot Qk, (31)

äå òðè ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ R, Ψ, Q ¹ íåçàëåæíèìè.
Äîâåäåííÿ. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2 áóëà âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü

div Bj ≡ 0. Ïîêàæåìî, ùî çàãàëüíó òåîðåìó 3 ìîæíà äîâåñòè áåç ïî-
ñèëàíü íà òåîðåìó 2.

Äëÿ âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü (31) çíàéäåìî îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ

div u = −2(1− 2ν)
∂R

∂x3
.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé òðèâèìiðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ëÿìå u(x1, x2, x3),
äëÿ ÿêîãî îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ äîðiâíþ¹ e(x1, x2, x3). Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿç-
êó çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè òàêó ãàðìîíi÷íó ôóíêöiþ

R(x1, x2, x3) = − 1
2(1− 2ν)

∫
e(x1, x2, x3)dx3, (32)

äëÿ ÿêî¨ âåêòîð ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü çàäàíèé ôîðìóëîþ (8) ìà¹ îá'¹ìíå
ðîçøèðåííÿ e. Âiäíiìåìî âiä äîâiëüíîãî âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü u
ïåðåìiùåííÿ, çàäàíå ôîðìóëàìè (8), (32), i îäåðæèìî âåêòîð ïðóæíèõ
ïåðåìiùåíü, ÿêèé ìà¹ íóëüîâó äèâåðãåíöiþ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, éîãî
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (4). Îòæå, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ëÿìå
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (31). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.3. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ëÿìå ÿê ïîëiíîìè òðüîõ çìiííèõ. ×à-
ñòêîâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ëÿìå ó öüîìó âèïàäêó çàëåæàòü âiä òîãî, ÿêi
çóñèëëÿ ïðèêëàäåíi äî ìåæi îáëàñòi D. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðåìi-
ùåííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (31), äå ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ R, Ψ, Q òðåáà
øóêàòè ó âèãëÿäi ïîëiíîìiâ

Pj =
∑

k+m+n<5

aj
k,m,nxk

1x
m
2 xn

3 , j = 1, 3.

Ó ðîáîòi [9] çíàéäåíî êîíêðåòíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ aj
k,m,n äëÿ òðè-

âèìiðíî¨ çàäà÷i çãèíó ïðèçìàòè÷íîãî áðóñà ïîïåðå÷íîþ ñèëîþ. Äëÿ öi¹¨
çàäà÷i ãîëîâíèé âåêòîð i ìîìåíò çîâíiøíiõ çóñèëü çðiâíîâàæó¹òüñÿ çó-
ñèëëÿìè, ÿêi ñòâîðþþòü ïåðåìiùåííÿ Pj , ïiñëÿ ïåðåðàõóíêó äåôîðìà-
öié ó íàïðóæåííÿ. Îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òiëüêè ïîëiíîìíèì
ðîçâ'ÿçêîì i ïðèéìà¹ òàêå çíà÷åííÿ e = P (1−2ν)

2aEJx
(z − c)y ó ïîçíà÷åííÿõ

ðîáîòè [9].

3. ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÇÀÃÀËÜÍÎÑÒI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß
ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ Ó ÔÎÐÌI ÏÀÏÊÎÂÈ×À�ÍÅÉÁÅÐÀ

Ðîçâ'ÿçîê ó ôîðìi Ïàïêîâè÷à�Íåéáåðà àáî éîãî àíàëîãè [7, 12, 13] øè-
ðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ëiíiéíié òåîði¨ ïðóæíîñòi i ¹ îñíîâíèìè ïðè
äîñëiäæåííi òðèâèìiðíèõ çàäà÷. Òîìó ïèòàííÿ ùîäî éîãî çàãàëüíîñòi i
íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ôóíêöié øèðîêî îáãîâîðþâàëèñÿ â 30-
òi � 50-òi ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Ïðîàíàëiçó¹ìî ôîðìóëè Ïàïêîâè÷à�
Íåéáåðà (1). Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ âîíè íàáóâàþòü âèãëÿäó

4(1− ν)u = (3− 4ν)ψ − gradΨ + x gradψ1 + y gradψ2 + z gradψ3.

Íàìè áóëî ïîêàçàíî, ùî âêëàä ôóíêöié ψ1, ψ2 ó âåêòîð ïðóæíèõ ïåðå-
ìiùåíü ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ψ3 i ãàðìîíi÷íèé âåêòîð (4). Îòæå, çîáðà-
æåííÿ Ïàïêîâè÷à�Íåéáåðà (1) çâîäèòüñÿ äî ôîðìóë (31) i â íüîìó iñíó¹
òiëüêè òðè íåçàëåæíèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöi¨.

Ïîêàæåìî, ùî iç çîáðàæåííÿ Ïàïêîâè÷à�Íåéáåðà áåç âðàõóâàííÿ
ôóíêöi¨ Ψ âèïëèâàþòü ôîðìóëè (31). Íåõàé ψ = gradU . Âðàõó¹ìî, ùî
ñêàëÿðíèé äîáóòîê X · gradU , äå X = x1i + x2j + x3k, ¹ ãàðìîíi÷íîþ
ôóíêöi¹þ. Îäåðæèìî, ùî òàêèé âåêòîð ψ ó çîáðàæåííi (1) óòâîðþ¹ ãðà-
äi¹íòíó ÷àñòèíó ãàðìîíi÷íîãî âåêòîðà. ßêùî ïîêëàñòè ψ = rot(Mk), òî
öåé âåêòîð çàäàñòü ðîòîðíó ÷àñòèíó ïåðåìiùåíü (31).

Íàñëiäîê 2. Çîáðàæåííÿ Ïàïêîâè÷à�Íåéáåðà (1) ìiñòÿòü îäíó çàé-
âó ôóíêöiþ ψ1 (àáî áóäü-ÿêó iíøó).
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4. ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÇÀÃÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÐIÂÍßÍÜ
ËßÌÅ Ó ÊÐÈÂÎËIÍIÉÍIÉ ÑÈÑÒÅÌI ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Ðîçãëÿíåìî êðèâîëiíiéíó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ξj(x1, x2, x3),
j = 1, 3. Îñêiëüêè âåêòîð ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü òåîði¨ ïðóæíîñòi çíàé-
äåíî â iíâàðiàíòíîìó âèãëÿäi (31), òî â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi ξj éîãî
ïîçíà÷èìî uξ, i êîìïîíåíòè çãiäíî ç ôîðìóëàìè âåêòîðíèõ ïåðåòâîðåíü
[4], áóäóòü ìàòè âèãëÿä
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x3
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,
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(33)

äå hj =
√

(∂x1
∂ξj

)2 + (∂x2
∂ξj

)2 + (∂x3
∂ξj

)2 � ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè Ëÿìå. Ôîð-
ìóëè (33) äàþòü ìîæëèâiñòü çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ëÿìå ó äîâiëüíié
îðòîãîíàëüíié êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ öüî-
ãî íàì íå ïîòðiáíî çàïèñóâàòè ðiâíÿííÿ Ëÿìå â çàäàíié êðèâîëiíiéíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò.

4.1. Öèëiíäðè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Öèëiíäðè÷íi êîîðäèíàòè
ξ1 = r, ξ2 = ϕ, ξ3 = x çâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè ðiâíÿííÿ-
ìè [4]:

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = x,

à ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè Ëÿìå íàáóâàþòü çíà÷åíü h1 = 1, h2 = r, h3 = 1.
Îòæå, êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü (33) ó öèëiíäðè÷íié ñèñ-
òåìi êîîðäèíàò âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òðè ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨
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,
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+ x
∂Φ
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− (3− 4ν)Φ.

(34)
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Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ âñòàíîâëþ¹ìî, ùî âåêòîð ïðóæíèõ ïåðåìi-
ùåíü (34) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëÿìå [11] â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîð-
äèíàò.

4.2. Åëiïòè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Åëiïòè÷íi êîîðäèíàòè ξ1 = λ,
ξ2 = µ, ξ3 = x çâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè ðiâíÿííÿìè [4]:

x1 = cλµ, x2 = c
√

(λ2 − 1)(1− µ2), x3 = x,

à ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè Ëÿìå íàáóâàþòü çíà÷åíü h1 = c
√

λ2−µ2

λ2−1
, h2 =

c
√

λ2−µ2

1−µ2 , h3 = 1. Îòæå, êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü (33)
ó åëiïòè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàþòü âèãëÿä
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,

ux = x
∂Φ
∂x

+
∂Ψ
∂x

− (3− 4ν)Φ,

(35)

äå Φ, Ψ, Q � òðè íåçàëåæíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ ó åëiïòè÷íié ñèñòåìi
êîîðäèíàò.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ñèñòåìàòèçîâàíî âiäîìi çîáðàæåííÿ äëÿ âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü é
îäåðæàíî íîâi. Çíàéäåíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Ëÿìå i âèðàæåíî
éîãî ÷åðåç ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨. Äîâåäåíî, ùî iñíó¹ òiëüêè òðè íåçàëåæ-
íèõ ôóíêöi¨ ó ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó. Íàÿâíiñòü òðüîõ íåçàëåæíèõ ãàðìîíi÷-
íèõ ôóíêöié äà¹ çìîãó îäíîçíà÷íî çàäîâîëüíèòè òðè ãðàíè÷íi óìîâè
íà ïîâåðõíi òðèâèìiðíîãî òiëà. Âiäçíà÷åíî, ùî ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè îñ-
íîâíi ðîëiíîìiàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi âðàõîâóþòü äiþ ãîëîâíîãî âåêòîðà i
ìîìåíòó çóñèëü, ïðèêëàäåíèõ äî òiëà.

Ðîçáèòòÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Ëÿìå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî çàãàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê ñêëàäà¹òüñÿ ç îñíîâíîãî i çáóðåíîãî. Êîìïîíåíòè ÍÄÑ çáóðåíîãî
ñòàíó çàíèêàþòü ïðè âiääàëåííi âiä ãðàíèöi òiëà i îïèñóþòüñÿ âiäïî-
âiäíèìè ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè. Îñíîâíèé ðîçâ'ÿçîê íå çàíèêà¹ ïðè
âiääàëåííi âiä ãðàíèöi òiëà i îïèñó¹òüñÿ ïîëiíîìàìè, ÿêi âðàõîâóþòü äiþ
ãîëîâíèõ âåêòîðiâ ñèë i ìîìåíòiâ ïðèêëàäåíèõ äî ïîâåðõíi òðèâèìiðíîãî
òiëà.

Îäåðæàíî íîâi âèðàçè âåêòîðà ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü, ÿêi çíàéäóòü
øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êîíêðåòíèõ çàäà÷ ìåõàíiêè äå-
ôîðìiâíîãî òâåðäîãî òiëà ó äåêàðòîâié i êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò
(öèëiíäðè÷íà, åëiïòè÷íà, ñôåðè÷íà òà ií.).
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LAME THREE-DIMENSIONS EQUATIONS OF ELASTICITY

THEORY
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The Lame equation is integrated, new solutions for three-dimensions elasti-
city theory are found. They are expressed in terms of harmonic functions.
It is proved that exist only three independent functions. A general equation
is proposed to de�ne the presentation of displacement vector. Several forms
of the displacement vector expression in terms of harmonic functions are
obtained. The solution is constructed in the curvilinear coordinate system in
terms of three independent harmonic functions. As a special case the general
solution of the Lame equations is presented in a cylindrical and elliptical
coordinate system.




