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Ó ñòàòòi ïîäàíî êîðîòêèé îãëÿä äåÿêèõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ
ïðî åðãîäè÷íi âëàñòèâîñòi äèñêðåòíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ¨õ çà-
ñòîñóâàííÿ äî îïèñó ÿâèù äèíàìi÷íîãî õàîñó òà ïîðÿäêó â ïðèðîäi.

1. Íåõàé Mn � äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi dimMn =
n ∈ Z+, íàäiëåíèé éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ Ëåáåãà µ, µ(M) = 1, à íà íüîìó
ïåâíå âiäîáðàæåííÿ: ψ : M → M .

Ãîâîðèòèìåìî [2, 3], ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : M → M çàäà¹ äèñêðåò-
íó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ÿêùî µ(A) = µ(ψ−1A) äëÿ êîæíî¨ µ-âèìiðíî¨
ïiäìíîæèíè A ⊂ M , òîáòî âiäîáðàæåííÿ çáåðiãà¹ ìiðó ïiäìíîæèí â M .

Îçíà÷åííÿ 1. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M→ M íàçèâà¹òüñÿ åðãîäè÷-
íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ µ-âèìiðíèõ ìíîæèí A,B ⊂ M iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

µ(A ∩ ψ−n(B)) = µ(A) · µ(B).

ÓÄÊ 517.946, 519.63; MSC 2000: 37�01
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Îçíà÷åííÿ 2. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M íàçèâà¹òüñÿ ïåðå-
ìiøóâàííÿì, ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞µ(A ∩ ψ−n(B)) = µ(A) · µ(B)

äëÿ âñiõ µ-âèìiðíèõ ìíîæèí A,B ⊂ M .
Î÷åâèäíî, ùî êîæíå ïåðåìiøóâàííÿ ψ : M → M ¹ åðãîäè÷íèì, àëå

íå íàâïàêè. Äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà M iñíóþòü òàê çâàíi ñïåêòðàëüíi
iíâàðiàíòè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Uψ : L

(µ)
2 → L

(µ)
2

òàêîãî, ùî
Uψf(x) := f(ψ(x)), x ∈ M,

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L
(µ)
2 (M). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ f, g ∈ L

(µ)
2 (M)

(Uψf, Uψg) = (f, g),

òîáòî Uψ : L
(µ)
2 (M) → L

(µ)
2 (M) ¹ içîìåòði¹þ.

Ñïðàâåäëèâèé [2] òàêèé êðèòåðié.
Òåîðåìà 1. (Êóïìàí Â.) Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ åðãî-

äè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ = 1 ∈ σ(Uψ) ¹ ïðîñòèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì îïåðàòîðà Uψ : L

(µ)
2 (M) → L

(µ)
2 (M).

ßêùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ ïåðåìiøóâàííÿì, òî ñïðàâåä-
ëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ ïåðåìiøóâàííÿì,
ÿêùî λ = 1 ∈ σ(Uψ) ¹ ¨¨ ¹äèíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì.

Êîðèñíèì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ (äèâ. [2]).
Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé ó ïðîñòîði Lµ

2 (M) ìîæíà âèáðàòè òàêèé ïîâ-
íèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ fi,j ∈ L

(µ)
2 (M), i ∈ I, j ∈ Z, ùî äëÿ óíiòàð-

íîãî îïåðàòîðà Uψ : L
(µ)
2 → L

(µ)
2 äëÿ âñiõ i ∈ I, j ∈ Z, âèêîíóþòüñÿ

óìîâè
Uψfi,j = fi,j+1.

Òîäi êàæóòü, ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ìà¹ ëåáåãiâñüêèé
ñïåêòð êðàòíîñòi dim I.

Ïðè öüîìó, çà òåîðåìîþ Ñòîóíà, âèðàç

Uψ =
∫

R
e2πiλdE(λ)
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¹ ñïåêòðàëüíèì ðîçâèíåííÿì îïåðàòîðà Uψ : L
(µ)
2 (M) → L

(µ)
2 (M), äî

òîãî æ, ñïåêòðàëüíà ìiðà (f,E(λ)f) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ çà ìiðîþ
Ëåáåãà äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L

(µ)
2 (M) òàêî¨, ùî (f, 1) = 0.

Ñïðàâåäëèâå [2] íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðî äèíàìi÷íi ñèñòåìè iç ëåáå-
ãiâñüêèì ñïåêòðîì.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ìà¹ ëåáå-
ãiâñüêèé ñïåêòð. Òîäi âîíà ¹ ïåðåìiøóâàííÿì, à îòæå, é åðãîäè÷íîþ
äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ.

2. ßêùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ åðãîäè÷íîþ, òî ëåãêî
âñòàíîâèòè, ùî ¹äèíèìè iíâàðiàíòíèìè ïiäìíîæèíàìè â M ¹ òiëüêè M
àáî ∅. Îêðiì öüîãî, çàâæäè iñíó¹ ãðàíèöÿ ìàéæå âñþäè çà ìiðîþ µ

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

f(ψkx) = f∗(x),

ïðè÷îìó f∗ = f ìàéæå âñþäè (òóò f :=
∫
M f(x)dµ(x) � ñåðåäí¹ çíà÷åí-

íÿ ôóíêöi¨ f ∈ L
(µ)
2 (M)). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f∗ : M → R ¹ ìàéæå

âñþäè êîíñòàíòîþ, ðiâíîþ f ∈ R. Öå òâåðäæåííÿ ñòàíîâèòü çìiñò êëà-
ñè÷íî¨ òåîðåìè Áiðêãîôà�Õií÷èíà, ÿêà ìà¹ áàãàòî çàñòîñóâàíü [1, 4] â
ðiçíèõ íàóêàõ, âiä ÷èñòî¨ ìàòåìàòèêè äî áiîëîãi¨.

Ïåðåéäåìî äî äåÿêèõ çàñòîñóâàíü òåîðåìè Áiðêãîôà�Õií÷èíà. Ñïî-
÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ åðãîäè÷íîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ½÷àñ� ïåðåáóâàííÿ òðà¹êòîði¨ {ψnx : n = 0, N}, ÿêà
âèõîäèòü ç äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ M , ó äîâiëüíié µ-âèìiðíié ïiäìíîæèíi
A ⊂ M ¹ ïðîïîðöiéíèì ïðè N →∞ äî ìiðè µ(A) öi¹¨ ìíîæèíè, òîáòî
äëÿ ìàéæå âñiõ òî÷îê x ∈ M

∃ lim
N→∞

τψ(N ; A|x)
N

= µ(A),

äå τψ(N ; A|x) := ñard {n ∈ {0, N}, ψnx ∈ A}.
Ëåìà 1. (Äàíæóà) Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : x → x + α(mod 1) ¹

åðãîäè÷íîþ, ÿêùî α ∈ R+\Q.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ R+\Q. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà A ⊆ [0, 1)

¹ iíâàðiàíòíîþ. Äîâåäåìî, ùî A = [0, 1). Îñêiëüêè µ(A) > 0, òî iñíó¹
òî÷êà çãóùåííÿ x0 ∈ A, òàêà, ùî

∀ε > 0 ∃Iε = (x0 − δε, x0 + δε) µ(A ∩ Iε) ≥ (1− ε)µ(Iε).
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Îñêiëüêè ìíîæèíà A ⊆ [0, 1) ¹ iíâàðiàíòíîþ, òî

µ(A ∩ ψ−nIε) ≥ µ(ψ−nIε)(1− ε).

ßêùî òåïåð ÷èñëà n1, n2, . . . , nk ∈ Z+ ¹ òàêèìè, ùî âiäðiçêè ψ−niIε, i =
1, k, íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî

µ(A) ≥
k∑

i=1

µ(A ∩ ψ−niIε) ≥ (1− ε)µ

(
k∑

i=1

ψ−niIε

)
.

Îñêiëüêè µ(Iε) ≤ 2δε, òî iñíóþòü ÷èñëà ni, i = 1, k, òàêi, ùî ìíî-
æèíè ψ−niIε, i = 1, k, íå ïåðåòèíàþòüñÿ i ïîêðèâàþòü ïðîìiæîê [0, 1) ç
òî÷íiñòþ äî 2ε. Îòæå,

µ

(
k∑

i=1

ψ−niIε

)
≥ 1− 2ε,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî µ(A) ≥ (1−ε)(1−2ε). Îñêiëüêè ε > 0 ¹ äîâiëüíèì,
òî µ(A) = 1 i, îòæå, äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : [0, 1) → [0, 1) ¹ åðãîäè÷íîþ.

2. Ïðèêëàä 1. Ðîçïîäië ïåðøèõ öèôð ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi ÷èñåë
2n, n ∈ Z+. Äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà 2n ìà¹ âèãëÿä:

2n = kn · 10rn + ln · 10rn−l + . . . , äå 0 < kn ≤ 9, 0 ≤ ln ≤ 9.

Ïåðøîþ öèôðîþ ÷èñëà 2n áóäå, î÷åâèäíî, kn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

kn · 10rn ≤ 2n < (kn + 1) · 10rn ,

àáî
rn + log10 kn ≤ n log10 2 ≤ rn + log10(kn + 1).

Íåõàé α := log10 2, i {nα} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà nα ∈ R. Òîäi îòðè-
ìó¹ìî, ùî

log10 kn ≤ {nα} < log10(kn + 1).

Àëå, îñêiëüêè α ∈ R+ ¹ iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òî, çà ëåìîþ Äàíæóà,
äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : x → x + α (mod 1), x ∈ [0, 1) ' S1, ¹ åðãîäè÷íîþ.
Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {{nα} : n ∈ Z+} ¹ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîþ
íà ïðîìiæêó [0, 1). Çîêðåìà, ÿêùî âçÿòè A := [log10 k, log10(k + 1)], òî

lim
N→∞

τψ(N ;A|x)
N

= µ(A) = log10(k + 1)− log10 k =
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= log10

k + 1
k

= log10

(
1 +

1
k

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòêà öiëèõ ÷èñåë ó ïîñëiäîâíîñòi {2n : n ∈ Z+}, äåñÿòêî-
âèé çàïèñ ÿêèõ ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç öèôðè k = 1, 9, äîðiâíþ¹ log10(1 + 1

k ),
äîëÿ ñiìîê � P7 = log10(1 + 1

7), à âiñiìîê � P8 = log10(1 + 1
8), çâiäêè

áà÷èìî, ùî ñiìîê ¹ â P7/P8 = log 8
7

9
8 ðàç áiëüøå, íiæ âiñiìîê.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Ãàóññà ψ : x = {1/x}, x ∈
(0, 1] := M. Íåõàé an(x) := [1/ψnx] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà 1/ψnx ∈ (0, 1].
Òîäi äëÿ ÷èñëà x ∈ (0, 1] iñíó¹ ðîçâèíåííÿ ó âiäïîâiäíèé ëàíöþãîâèé
(íåïåðåðâíèé) äðiá

x =
1

a1(x) + 1
a2(x)+ 1

a3(x)+...

:= [a1(x), a2(x), . . . , an(x), . . .].

Íà M = (0, 1] iñíó¹ iíâàðiàíòíà ìiðà Ãàóññà-Ëåáåãà òàêà, ùî

µ(A) :=
1

ln 2

∫

A

dx

1 + x
, A ⊂ (0, 1],

âiäíîñíî ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ Ãàóññà ψ : (0, 1] → (0, 1] ¹ åðãîäè÷íèì, òîáòî
µ(ψ−1A) = µ(A) äëÿ äîâiëüíî¨ A ⊂ (0, 1]. ßêùî äëÿ x ∈ (0, 1] âèçíà÷èòè
÷èñëà pn(x)/qn(x) = [a1(x), a2(x), . . . , an(x)], òî íà îñíîâi òåîðåìè ïðî
åðãîäè÷íiñòü âiäîáðàæåííÿ ψ : (0, 1] → (0, 1] ìîæíà âñòàíîâèòè [3], ùî
iñíóþòü ãðàíèöi

lim
n→∞

ln qn(x)
n

=
π2

12 ln 2
,

lim
n→∞

n

√√√√
n∏

j=1

aj(x) =
∞∏

k=1

(
1 +

1
k(k + a)

) ln k
ln 2

.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî íà M := [0, 1] âiäîáðàæåííÿ

ψ : x → 4x(1− x), x ∈ M.

Öå âiäîáðàæåííÿ âîëîäi¹ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ Óëàìà-Ëåáåãà

µ(A) =
2
π

∫

A

dx√
x(1− x)

äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ [0, 1], âèìiðíî¨ çà ëåáåãîâîþ ìiðîþ dx íà
[0, 1], i âiäíîñíî ÿêî¨ äèíàìi÷íà ñèñòåìà ψ : M → M ¹ åðãîäè÷íîþ. Öå
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îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ L1(M)

2
π

∫ 1

0

f(x)dx√
x(1− x)

= lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

f(ψkx).

Ïðèêëàä 4. Âiäáðàæåííÿ

ψ : x →
{

2x, x ∈ [0, 1
2),

2(1− x), x ∈ [12 , 1],

íà âiäðiçêó M := [0, 1], ¹ òàêîæ åðãîäè÷íèì âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ ìiðè
Ëåáåãà dx íà [0, 1], òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(0, 1)

∫ 1

0
f(x)dx = lim

n→∞
1
n

n−1∑

k=0

f(ψkx).

Ïðèêëàä 5. Íåõàé ψ : S1 → S1 � äåÿêèé ãîìåîìîðôiçì, ùî çáåðiãà¹
îði¹íòàöiþ íà S1 ' [0, 1).

Îçíà÷åííÿ 4. Ãîìåîìîðôiçì ψ̂ : R→ R íàçèâà¹òüñÿ ëiôòîì ãîìå-
îìîðôiçìó ψ : S1 → S1, ÿêùî ψ(π(x)) = π(ψ̂) äëÿ êîæíîãî x ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 5. Òðàíñëÿöiéíèì ÷èñëîì òî÷êè x ∈ R ïðè âiäîáðàæåí-
íi ψ̂ : R→ R íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

τ(x; ψ̂) := lim
n→∞

ψ̂n(x)− x

n
.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ψ : S1 → S1 � ãîìåîìîðôiçì, ÿêèé çáåðiãà¹ îði¹í-
òàöiþ, i íåõàé ψ̂ : R→ R � éîãî ëiôò. Òîäi

i) ÷èñëî τ(x; ψ̂) iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R;
ii) τ(x; ψ̂m) = mτ(x; ψ̂) äëÿ âñiõ m ∈ Z;
iii) τ(x; ψ̂ + m) = τ(x; ψ̂) + m äëÿ âñiõ m ∈ Z;
iv) ÷èñëî τ(x; ψ̂) := τ(ψ̂) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó òî÷êè x ∈ R.
Òåîðåìà 4. Íåõàé τ(ψ̂) ¹ òðàíñëÿöiéíèì ÷èñëîì âiäîáðàæåííÿ ψ :

S1 → S1. Òîäi
i) τ(ψ̂) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäîáðàæåííÿ ψ̂ : R → R ìà¹

íåðóõîìó òî÷êó;
ii) ψ : S1 → S1 ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè τ(ψ̂) ∈

Z;
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iii) ψ : S1 → S1 ìà¹ ïåðiîäè÷íó òî÷êó ïåðiîäó q ∈ Z+ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè τ(ψ̂) = p/q ∈ Q, äå p/q � íåñêîðîòíèé äðiá.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [2] âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ëiôòîì ψ̂ : R → R
òà åðãîäè÷íiñòþ âiäíîñíî ïåâíî¨ iíâàðiàíòíî¨ ìiðè µ íà S1.

Òåîðåìà 5. ßêùî âiäîáðàæåííÿ ψ : S1 → S1 � ãîìåîìîðôiçì, ÿêèé
çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, òî

τ(ψ̂) =
∫

S1
[ψ̂(x)− x]dµ(x)

âiäíîñíî äîâiëüíî¨ iíâàðiàíòíî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ íà S1.

Çàóâàæèìî òóò, ùî ëiâà ñòîðîíà âèðàçó äëÿ τ(ψ̂) çîâñiì íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó iíâàðiàíòíî¨ ìiðè µ íà S1.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áiðêãîôà�Õií÷èíà, iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

∆ψ̂(ψ̂kx) = τ(x + Z; ψ̂), x ∈ R,

ÿêà ¹ iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ íà S1 (òóò ∆ψ̂ := ψ̂ − id), òîáòî,

τ(ψ̂) =
∫

S1
τ(x; ψ̂)dµ(x) =

∫

S1
[ψ̂(x)− x]dµ(x),

îñêiëüêè τ(ψ̂) ∈ R íå çàëåæèòü âiä x ∈ R.
Íàñòóïíà òåîðåìà Î.Ì. Øàðêîâñüêîãî [4] äà¹ íàéáiëüø çàãàëüíó

ìîæëèâó õàðàêòåðèñòèêó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âi-
äîáðàæåííÿ ψ :R→ R.

Òåîðåìà 6. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ψ : R → R ¹ íåïåðåðâíèì. Òîäi
ïåðiîäè òî÷îê öüîãî âiäîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâàíi íàñòóïíèì ëåêñèêîãðà-
ôi÷íèì ÷èíîì:

1 ¢ 2 ¢ 4 ¢ 8 · · ·¢2n ¢ · · ·¢ 5 · 2n ¢ 3 ·¢ · · ·¢7 · 22¢

¢5 · 22 ¢ 3 · 22 ¢ · · ·¢ 7 · 21 ¢ 5 · 21 ¢ 3 · 21 ¢ · · ·¢ 7 ¢ 5 ¢ 3.

Òîäi, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ψ : R → R ìà¹ öèêë ïåðiîäó n ∈ Z+ i k C n,
òî âîíî ìà¹ i öèêëè ïåðiîäó k ∈ Z+.
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