
Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê ÍÒØ ò. 2, 2005 p. 57

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIß ÌÍÎÆÈÍ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ
CD-ÔÓÍÊÖIÉ

c©2005 ð. Âàñèëü ÃÅÐÀÑÈÌ×ÓÊ,
Âîëîäèìèð ÌÀÑËÞ×ÅÍÊÎ,
Îëåêñàíäð ÌÀÑËÞ×ÅÍÊÎ

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à,
âóë. Êîöþáèíñüêîãî, 2, ×åðíiâöi 58012

Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 8 ëþòîãî 2005 ð.

Äëÿ ìåòðèçîâíîãî áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X îõàðàêòåðèçîâàíi
ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié f : X × Rd → R, ÿêi íåïåðåðâ-
íi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i äèôåðåíöiéîâíi âiäíîñíî äðóãî¨.

ÂÑÒÓÏ

Ìíîæèíó D(f) òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié f : R2 → R, ÿêi íåïåðåðâíi âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i äèôåðåíöiéîâíi âiäíîñíî äðóãî¨ (êîðîòêî CD-
ôóíêöié), ïî÷àâ äîñëiäæóâàòè ùå Ê. Áå åëü [9]. Âií ç'ÿñóâàâ, ùî ó CD-
ôóíêöi¨ f : R2 → R ìíîæèíà D(f) íiäå íå ùiëüíà. Ðåçóëüòàò Áå åëÿ áóâ
óçàãàëüíåíèé ó [3], äå âèâ÷àëèñÿ é iíøi âëàñòèâîñòi ìàëîñòi ìíîæèíè
òî÷îê ðîçðèâó CD-ôóíêöié. Çîêðåìà, ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [3] âèïëèâà¹,
ùî äëÿ êîæíî¨ CD-ôóíêöi¨ f : R2 → R i íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : R → R
ìíîæèíà Dg(f) = {x ∈ R : (x, g(x)) ∈ D(f)} íiäå íå ùiëüíà â R. ßêùî
æ ôóíêöiÿ f : R2 → R íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî¨, òî äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó V = (c, d)
ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f) ∩ (R× V ) íà âiñü àáñöèñ íiäå íå ùiëüíà.

ßê ïîêàçàíî â [3], îñòàííié ðåçóëüòàò ¹ íåïðàâèëüíèì äëÿ CD-ôóíê-
öié. Áiëüøå òîãî, â [1] ç'ÿñîâàíî, ùî iñíóþòü êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g :
R→ R i CD-ôóíêöiÿ f : R2 → R òàêi, ùî ìíîæèíà Dg(f) âñþäè ùiëüíà

ÓÄÊ 517.51; MSC 2000: 26B05
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â R. Ó äîâåäåííi öüîãî ðåçóëüòàòó âàæëèâó ðîëü âiäiãðàëî ââåäåíå â [1]
ïîíÿòòÿ ëàêóíàðíîñòi ìíîæèíè E â R2 (äèâ. äàëi ï.1).

Êðiì òîãî, ó [3] äàíî ïîâíèé îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié f : R2 → R. À ñàìå, ìíîæèíà
E ⊆ R2 áóäå ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f : R2 → R òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè E � öå ìíîæèíà
òèïó Fσ, ÿêà ¹ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå ùiëüíîþ, òîáòî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè p ∈ R2 iñíó¹ ¨¨ îêië U , òàêèé, ùî ïðîåêöi¨ ïåðåòèíó E∩U íà êîæíó
ç îñåé íiäå íå ùiëüíi. Öÿ òåîðåìà iñòîòíî ðîçâèíóëà ðåçóëüòàòè Êåøíåðà
[10] i Êîëåñíèêîâà [4] íà öþ òåìó.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî ïîñòàþòü ïèòàííÿ ïðî õàðàêòåðèçàöiþ ìíî-
æèí òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ ÷è CD-ôóíêöié f : R2 →
R. Ó öié ñòàòòi ìè äîâîäèìî, ùî íèìè â äðóãîìó âèïàäêó áóäóòü íàâõðåñò
íiäå íå ùiëüíi ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíi Fσ-ìíîæèíè i òiëüêè âîíè (äèâ.
òåîðåìó 7.3). Íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè, òîáòî ìíîæèíè ç íiäå
íå ùiëüíèì õðåñòîì-îêîëîì (äèâ. ï. 4), áóëè ââåäåíi â [5]. Ç ðåçóëüòàòiâ
ïðàöi [6] ìîæíà âèâåñòè [7, ï. 2.10], ùî êîæíà íiäå íå ùiëüíà ïiäìíîæèíà
ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : R2 → R ¹ íàâ-
õðåñò íiäå íå ùiëüíîþ. Ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíi ìíîæèíè ââåäåíi â ï. 1
äàíî¨ ðîáîòè i â ï. 2 ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî òàêèìè ¹ ìíîæèíè D(f) äëÿ CD-
ôóíêöié f : X × R → R, äå X � áåðiâñüêèé ïðîñòið. Ó äîâåäåííi öüîãî
ðåçóëüòàòó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iãðîâà õàðàêòåðèçàöiÿ áåðîâîñòi [11]. Ïîáó-
äîâà CD-ôóíêöi¨ f ç äàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó E çäiéñíþ¹òüñÿ â
ïï. 3�7 i ðîçáèâà¹òüñÿ íà òðè êðîêè: (I) E � çàìêíåíà íàâõðåñò íiäå íå
ùiëüíà ìíîæèíà (ïï. 3, 4); (II) E � ëàêóíàðíà íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíà
Fσ-ìíîæèíà (ïï. 5, 6); (III) E � ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà íàâõðåñò íiäå
íå ùiëüíà Fσ-ìíîæèíà (ï. 7).

Âèïàäîê íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié äâîõ i áiëüøîãî ÷èñëà
çìiííèõ áóäå ðîçãëÿíóòèé ó íàñòóïíèõ ïðàöÿõ àâòîðiâ. Çàóâàæèìî, ùî
ïåðøi êðîêè äëÿ n çìiííèõ áóëè çðîáëåíi â [2].

1. ËÀÊÓÍÀÐÍI ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÀ �Õ ÐIÇÍÎÂÈÄÈ

Íàãàäà¹ìî [1], ùî ïiäìíîæèíà E äîáóòêó P òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X
òà Y íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíîþ â òî÷öi p = (x, y) ∈ P , ÿêùî
iñíóþòü âiäêðèòà â X ìíîæèíà U i îêië V òî÷êè y, òàêi, ùî x ∈ U i
(U × V )∩E = ∅. Ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíîþ, ÿê-
ùî âîíà âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà â êîæíié òî÷öi p ∈ E. Êàçàòèìåìî, ùî
ìíîæèíà E ñïàäêîâî äåñü âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨
íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè S ⊆ E iñíó¹ âiäíîñíî âiäêðèòà â S íåïîðîæíÿ
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âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà ìíîæèíà U . Äàëi, äëÿ ñêîðî÷åííÿ, îïóñêàòèìå-
ìî ñëîâî ½âåðòèêàëüíî� ó ââåäåíèõ âèùå òåðìiíàõ.

Ïîäiáíî, ÿê ó [5], ââåäåìî ïîíÿòòÿ ëàêóíàðíîãî ðàíãó ìíîæèíè. Äëÿ
ìíîæèíè E ⊆ P = X×Y ïîêëàäåìî N(E) = {p ∈ E : E íå ¹ ëàêóíàðíîþ
â òî÷öi p} i L(E) = E ∩ N(E). Çàóâàæèìî, ùî L(E) ⊆ E i L(E1) ⊆
L(E2), ÿêùî E1 ⊆ E2. Íåõàé L0(E) = E i Lα(E) = L(

⋂
ξ<α

Lξ(E)), ÿêùî

ïîðÿäêîâå ÷èñëî α > 0. Çðîçóìiëî, ùî Lα(E) ⊇ Lβ(E), ÿêùî α ≤ β.
Ëàêóíàðíèì ðàíãîì ìíîæèíè E íàçèâàòèìåìî ïîðÿäêîâå ÷èñëî lr (E) =
min{α : Lα(E) = ∅}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà E áóäå ëàêóíàðíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L(E) = ∅, òîáòî lr (E) ≤ 1. Î÷åâèäíî, ùî íå
êîæíà ìíîæèíà ìà¹ ëàêóíàðíèé ðàíã. Íàïðèêëàä, ÿêùî E = P 6= ∅, òî
Lα(E) = E = P 6= ∅ äëÿ êîæíîãî α ≥ 0. Íàø ïåðøèé ðåçóëüòàò äà¹
êðèòåðié iñíóâàííÿ ëàêóíàðíîãî ðàíãó.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé P � äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y i
E ⊆ P . Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà E ìàëà ëàêóíàðíèé ðàíã íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá âîíà áóëà ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìíîæèíà E ìà¹ ëàêóíàðíèé ðàíã
α = lr (E). Ïîêàæåìî, ùî E � ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà ìíîæèíà. Ðîç-
ãëÿíåìî äåÿêó íåïîðîæíþ ìíîæèíó S ⊆ E i ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ âiäíîñíî
âiäêðèòà â S íåïîðîæíÿ ëàêóíàðíà ïiäìíîæèíà. Ç'ÿñó¹ìî ñïî÷àòêó, ùî
S \ L(S) 6= ∅. Íåõàé öå íå òàê, òîáòî S ⊆ L(S). Òîäi S ⊆ Lξ(S) äëÿ
êîæíîãî ξ. Çîêðåìà, Lα(E) ⊇ Lα(S) ⊇ S 6= ∅, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî
α = lr (E). Îòæå, S \ L(S) 6= ∅. Îñêiëüêè L(S) âiäíîñíî çàìêíåíà â S,
òî U = S \ L(S) � âiäíîñíî âiäêðèòà â S íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà. Êðiì
òîãî, L(U) ⊆ L(S) i L(U) ⊆ U . Òîìó L(U) ⊆ U ∩L(S) = ∅. Òàêèì ÷èíîì,
L(U) = ∅, à, îòæå, ìíîæèíà U ëàêóíàðíà.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé E � ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà ìíîæèíà. Îñ-
êiëüêè òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü Lξ(E) ñïàäíà, òî iñíó¹ òàêå α, ùî
Lα(E) = Lα+1(E) (çà α ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ïîòóæ-
íiñòü ÿêîãî áiëüøà çà ïîòóæíiñòü E). Ïîêëàäåìî S = Lα(E). Òîäi L(S) =
Lα+1(E) = Lα(E) = S. Äîâåäåìî, ùî S = ∅. Íåõàé S 6= ∅. Îñêiëüêè ìíî-
æèíà E ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà, òî iñíó¹ íåïîðîæíÿ âiäíîñíî âiäêðèòà
â S ëàêóíàðíà ïiäìíîæèíà U . Àëå S = L(S) = S ∩ N(S). Òîìó iñíó¹
òî÷êà p ∈ U ∩N(S). Îñêiëüêè U âiäêðèòà â S i S íå ëàêóíàðíà â òî÷öi
p, òî é U íå ëàêóíàðíà â òî÷öi p. Îòæå, p ∈ L(U), à îòæå, L(U) 6= ∅, ùî
ñóïåðå÷èòü ëàêóíàðíîñòi U . Òàêèì ÷èíîì, Lα(E) = S = ∅, îòæå, E ìà¹
ëàêóíàðíèé ðàíã lr (E) < α.
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2. ÑÏÀÄÊÎÂÀ ÄÅÑÜ ËÀÊÓÍÀÐÍIÑÒÜ ÌÍÎÆÈÍ ÒÎ×ÎÊ
ÐÎÇÐÈÂÓ CD-ÔÓÍÊÖIÉ

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðîþ Øîêå [11] íàçèâà¹òüñÿ ãðà äâîõ ãðàâöiâ α i β, â
ÿêié öi ãðàâöi ïî ÷åðçi õîäÿòü âiäïîâiäíî íåïîðîæíiìè âiäêðèòèìè ìíî-
æèíàìè Un i Vn äåÿêîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X (ïî÷èíà¹ β) òàê,
ùî Vn ⊇ Un ⊇ Vn+1 äëÿ êîæíîãî n, ïðè÷îìó ãðàâåöü α âèãðà¹, ÿêùî
∞⋂

n=1
Un 6= ∅, iíàêøå âèãðà¹ β. Â [11] äîâåäåíî, ùî ïðîñòið X áóäå áåðiâñü-

êèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ β-íåñïðèÿòëèâèì äëÿ ãðè Øîêå, òîáòî,
êîëè ãðàâåöü β íå ìà¹ âèãðàøíî¨ ñòðàòåãi¨ ó ãði Øîêå.

Íåõàé X i Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. �õ ìåòðèêè ìè ïîçíà÷àòèìåìî
âiäïîâiäíî | · − · |X i | · − · |Y . Íàãàäà¹ìî [3], ùî ôóíêöiÿ f : X → Y íàçè-
âà¹òüñÿ ëiïøèöåâîþ â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî iñíóþòü ÷èñëà δ = δ(x0) > 0
i C = C(x0) > 0 òàêi, ùî |f(x)− f(x0)|Y ≤ C|x− x0|X , ÿêùî |x− x0| < δ.
Ãîâîðèòèìåìî, ùî f òî÷êîâî ëiïøèöåâà, ÿêùî âîíà ëiïøèöåâà â êîæíié
òî÷öi x ∈ X. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ ¹ òî÷êîâî ëiïøè-
öåâîþ, à òî÷êîâî ëiïøèöåâà � íåïåðåðâíîþ. ßêùî X i Y � íîðìîâàíi
ïðîñòîðè, òî êîæíà äèôåðåíöiéîâíà çà Ôðåøå ôóíêöiÿ f : X → Y ¹
òî÷êîâî ëiïøèöåâîþ.

ßêùî X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, f : X → Y
� âiäîáðàæåííÿ, E ⊆ X i x ∈ X, òî ñèìâîëàìè ωf (E) i ωf (x) ïîçíà÷à-
òèìåìî êîëèâàííÿ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi E i â òî÷öi x âiäïîâiäíî, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

ωf (E) = sup
x′,x′′∈E

|f(x′)− f(x′′)|Y , ωf (x) = inf
U−îêië x

ωf (U).

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � ïîâíèé ìåò-
ðè÷íèé ïðîñòið, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X × Y → Z
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ëiïøèöåâà âiäíîñíî äðóãî¨.
Òîäi ìíîæèíà D(f) òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ f ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà D(f) íå ¹ ñïàäêîâî äåñü ëà-
êóíàðíîþ. Òîäi iñíó¹ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà S ⊆ D(f) òàêà, ùî êîæíà
¨¨ íåïîðîæíÿ âiäíîñíî âiäêðèòà ÷àñòèíà íå ¹ ëàêóíàðíîþ. Íåõàé G �
íåïîðîæíÿ âiäíîñíî âiäêðèòà ïiäìíîæèíà S. Òîäi G íå ¹ ëàêóíàðíîþ,
îòæå, âîíà íå ¹ ëàêóíàðíîþ â äåÿêié òî÷öi p = (x, y) = p(G) ∈ G. Öå
îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷êè y â Y ìíîæèíà V = V (G, W ) =
prX((X ×W ) ∩G) ¹ îêîëîì òî÷êè x â X.

Çàðàç ïîáóäó¹ìî äåÿêó ñòðàòåãiþ äëÿ ãðàâöÿ β ó ãði Øîêå. Ïîêëà-
äåìî G1 = S i p1 = (x1, y1) = p(G1). Îñêiëüêè p1 ∈ G1 ⊆ D(f), òî



Õàðàêòåðèçàöiÿ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó CD-ôóíêöié 61

ωf (p1) > 0. Âiçüìåìî ε1 > 0 òàêå, ùî 2ε1 < ωf (p1). Äàëi, îñêiëüêè fx1 i
fy1 íåïåðåðâíi, òî iñíó¹ îêië W1 = B(y1, δ1) = {y ∈ Y : |y−y1|Y < δ1} òî÷-
êè y1 i âiäêðèòèé îêië Ṽ1 ⊆ V (G1,W1) òî÷êè x1 òàêi, ùî ωfx1 (W1) ≤ ε1

4 ,
ωfy1

(Ṽ1) ≤ ε1
4 i δ1 < ε1

4 . Ç òîãî, ùî ωf (p1) > 2ε1, ëåãêî îòðèìàòè iñíóâàí-
íÿ òî÷êè p′1 = (x′1, y

′
1) ∈ Ṽ1 × W1 òàêî¨, ùî |f(p1) − f(p′1)|Z ≥ ε1. Äàëi,

ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ fy′1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V1 ⊆ Ṽ1

òî÷êè x′1 òàêèé, ùî ωfy′1
(V1) ≤ ε1

4 . Òîäi äëÿ x ∈ V1 ìàòèìåìî

|f(x, y1)− f(x, y′1)|Z ≥ |f(x1, y1)− f(x′1, y
′
1)|Z − |f(x, y1)− f(x1, y1)|Z−

−|f(x, y′1)− f(x′1, y
′
1)|Z ≥ ε1 − ε1

4
− ε1

4
=

ε1

2
.

Ìíîæèíà V1 i ¹ ïåðøèì êðîêîì ãðàâöÿ β çà ñâî¹þ ñòðàòåãi¹þ. Íåõàé
U1 ⊆ V1 äåÿêà âiäïîâiäü ãðàâöÿ α íà öåé õiä β. Îñêiëüêè U1 ⊆ V1 ⊆ Ṽ1 ⊆
V (G1,W1) = prX((X ×W1) ∩G1), òî ìíîæèíà G2 = (U1 × W1) ∩ G1 ¹
íåïîðîæíüîþ âiäíîñíî âiäêðèòîþ â S. Ç ìíîæèíîþ G2 äi¹ìî òàê ñàìî,
ÿê i ç G1. Ïîêëàäà¹ìî p2 = (x2, y2) = p(G2). Îñêiëüêè p2 ∈ G2 ⊆ D(f),
òî iñíó¹ ε2 < ε1 òàêå, ùî ωf (p2) > 2ε2 > 0. Çà íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöié
fx2 i fy2 âèáèðà¹ìî îêië W2 = B(y2, δ2) ⊆ W1 òî÷êè y2 i âiäêðèòèé îêië
Ṽ2 ⊆ U1 ∩ V (G2,W2) òî÷êè x2 òàêi, ùî ωfx2 (W2) ≤ ε2

8 , ωfy2
(Ṽ2) ≤ ε2

8 i
δ2 ≤ ε2

8 . Àëå ωf (p2) > 2ε2, òîìó iñíó¹ p′2 = (x′2, y
′
2) ∈ Ṽ2 ×W2, òàêå, ùî

|f(p1)− f(p′1)|Z ≥ ε2. Òîäi äëÿ x ∈ V2 ìàòèìåìî, ùî

|f(x, y1)− f(x, y′2)|Z ≥ ε2 − ε2

8
− ε2

8
>

ε2

2
.

Ìíîæèíà V2 ¹ äðóãèì õîäîì ãðàâöÿ β çãiäíî ñâî¹¨ ñòðàòåãi¨. Íåõàé
U2 ⊆ V2 âiäïîâiäü ãðàâöÿ β. Ç òîãî, ùî U2 ⊆ V2 ⊆ Ṽ2 ⊆ V (G2, W2) ìà¹ìî,
ùî prX((X ×W2) ∩G2) ⊇ U2. Îòæå, G3 = (U2×W2)∩G2 ¹ íåïîðîæíüîþ
âiäíîñíî âiäêðèòîþ â S ìíîæèíîþ.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, âèçíà÷à¹ìî äåÿêó ñòðà-
òåãiþ ãðàâöÿ β, ïðè÷îìó |f(x, yn) − f(x, y′n)|Z ≥ εn

2 äëÿ x ∈ Vn òà |yn −
y′n|Y ≤ δn ≤ εn

4n , áî y′n ∈ Wn = B(yn, δn) i δn ≤ εn
4n . Àëå öÿ ñòðàòå-

ãiÿ íå ìîæå áóòè âèãðàøíîþ, àäæå ïðîñòið X áåðiâñüêèé. Òîìó α ìîæå
âèáèðàòè ìíîæèíè Un òàêèì ÷èíîì, ùîá

∞⋂
n=1

Un =
∞⋂

n=1
Vn 6= ∅. Âiçüìåìî

x0 ∈
∞⋂

n=1
Vn. Îñêiëüêè diamWn ≤ 2δn ≤ εn

2n ≤ ε1
2n → 0, à ïðîñòið Y ïîâíèé,

òî iñíó¹ y0 ∈
∞⋂

n=1
Wn. Àëå y0, y

′
n ∈ Wn ⊆ B[yn, δn]. Òîìó |yn − y′n|Y ≤ δn i

|y0−yn|Y ≤ δn, à, îòæå, lim
n→∞ yn = lim

n→∞ y′n = y0. Ôóíêöiÿ fx0 ëiïøèöåâà â
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òî÷öi y0. Òîìó iñíóþòü C, δ > 0 òàêi, ùî |f(x0, y)−f(x0, y0)|Z ≤ C|y−y0|Y ,
ÿêùî |y−y0|Y < δ. Òîäi iñíó¹ íîìåð n0, òàêèé, ùî äëÿ n ≥ n0 âèêîíóþòü-
ñÿ íåðiâíîñòi

|f(x0, yn)− f(x0, y0)|Z ≤ C|y − y0|Y
i

|f(x0, y
′
n)− f(x0, y0)|Z ≤ C|y − y0|Y .

Òàêèì ÷èíîì,
εn

2
≤ |f(x0, yn)− f(x0, y

′
n)|Z ≤

≤ |f(x0, yn)− f(x0, y0)|Z + |f(x0, y
′
n)− f(x0, y0)|Z ≤

≤ C(|yn − y0|Y + |y′n − y0|Y ) ≤ C(δn + 2δn) = 3Cδn ≤ 3Cεn

4n
<

Cεn

n
.

Îòæå, εn
2 < Cεn

n , à òîìó n < 2C äëÿ êîæíîãî n ≥ n0, ùî íåìîæëèâî.
Íåñêëàäíî çðîçóìiòè, ùî êîæíà ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà ìíîæèíà

E ⊆ X × Y ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â X × Y i ¨¨ ïåðåòèí ç ãðàôiêîì Grg
äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : X → Y òàêîæ íiäå íå ùiëüíèé ó Grg.
Òîìó ïîïåðåäíÿ òåîðåìà óòî÷íþ¹ òåîðåìè 1 i 3 ç ðîáîòè [3].

3. ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÄÀÍÈÌ ÍÎÑI�Ì

Ïî÷íåìî ç îäíîãî äîïîìiæíîãî òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 3.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñåïàðàáåëüíèé

ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç áàçîþ V, P = X×Y i G � âiäêðèòà â P ìíîæè-
íà. Òîäi iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ â X ìíîæèí Un i ìíîæèí
Vn ∈ V, òàêi, ùî G =

∞⋃
n=1

(Un × Vn).

Äîâåäåííÿ. Çà [8, ñ. 41], âèáåðåìî çëi÷åííó áàçóW = {V1, V2, . . . } ⊆
V. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîêëàäåìî Un =

⋃ {U : U âiäêðèòà â X i U ×
Vn ⊆ G} Çðîçóìiëî, ùî Un âiäêðèòà â X i Un × Vn ⊆ G. Îòæå,

∞⋃
n=1

(Un ×
Vn) ⊆ G. Äîâåäåìî çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé p = (x, y) ∈ G. Âiçüìåìî
âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x i âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, òàêi, ùî U×V ⊆ G.
ÎñêiëüêèW áàçà Y , òî iñíó¹ íîìåð n òàêèé, ùî y ∈ Vn ⊆ V . Òîäi U ⊆ Un,
àäæå U ×Wn ⊆ U × V ⊆ G. Òàêèì ÷èíîì, p ∈ Un × Vn.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið, Y = Rd â
G � âiäêðèòà â P = X × Y ìíîæèíà. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
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f : P → [0, 1], ÿêà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i
G = supp f = {p ∈ P : f(p) 6= 0}.

Äîâåäåííÿ. Íà ïðîñòîði Y áóäåìî ðîçãëÿäàòè åâêëiäîâó ìåòðèêó.
Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1, iñíóþòü òàêi ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ â X ìíîæèí
Un i âiäêðèòèõ êóëü Vn = B(yn, rn), ùî G =

∞⋃
n=1

(Un × Vn). Ïîêëàäåìî

ψn(y) =

{
e
− 1

|y−yn|2−r2
n , y ∈ Vn;

0 , y 6∈ Vn.

Çðîçóìiëî, ùî ψn : Y → [0, +∞) � îáìåæåíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íà ôóíêöiÿ i suppψn = Vn. Íåõàé

Mn = max

{∣∣∣∣∣
∂i1+···+idψk(y)
∂yi1

1 · · · ∂yid
d

∣∣∣∣∣ : i1 + · · ·+ id ≤ n, k ≤ n, y ∈ Y

}
.

Çà òåîðåìîþ Âåäåíiñîâà [8, c. 82], iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ϕn : X →
[0, 1] òàêi, ùî suppϕn = Un. Ïîêëàäåìî

fn(x, y) =
ϕn(x)ψn(y)
2n(Mn + 1)

, f(x, y) =
∞∑

n=1

fn(x, y).

Òîäi ïðè n ≥ i1 + · · ·+ id ìàòèìåìî
∣∣∣∣∣
∂i1+···+idfn(x, y)

∂yi1
1 · · · ∂yid

d

∣∣∣∣∣ =
ϕn(x)

2n(Mn + 1)
·
∣∣∣∣∣
∂i1+···+idψn(y)
∂yi1

1 · · · ∂yid
d

∣∣∣∣∣ ≤
Mn

2n(Mn + 1)
≤ 1

2n
.

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä
∞∑

n=1

∂i1+···+idfn(x,y)

∂y
i1
1 ···∂y

id
d

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äëÿ äîâiëüíèõ
iíäåêñiâ i1, . . . , id, à îòæå, f íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî y i
íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. I íàðåøòi, îñêiëüêè supp fn = Un×Vn

i
∞⋃

n=1
(Un × Vn) = G, òî supp f = G.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y = Rd, P = X×Y ,
G � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà P i G � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìíîæèíè G.
Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíå âiäíîñíî y ëîêàëüíî
ñêií÷åííå â G ðîçáèòòÿ îäèíèöi (ϕs)s∈S ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ G.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ñòîóíà [8, c. 414], ïiäïðîñòið G � ïà-
ðàêîìïàêòíèé. Òîìó iñíó¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå â G âiäêðèòå ïîêðèòòÿ
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{Gs : s ∈ S} ìíîæèíè G, âïèñàíå â G i òàêå, ùî Gs ⊆ G äëÿ êîæíîãî
s ∈ S. Çà òåîðåìîþ 3.2, äëÿ êîæíîãî s ∈ S iñíó¹ íåïåðåðâíà íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî y ôóíêöiÿ ϕ̃s : P → [0, 1] òàêà, ùî supp ϕ̃ = Gs.
Ïîêëàäåìî ϕ =

∑
s∈S

ϕ̃s i

ϕs(p) =

{
ϕ̃s(p)
ϕ(p) , p ∈ G;
0 , p 6∈ G.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî (ϕs)s∈S � øóêàíå ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

4. ÏÎÁÓÄÎÂÀ CD-ÔÓÍÊÖIÉ IÇ ÇÀÌÊÍÅÍÎÞ ÍÀÂÕÐÅÑÒ
ÍIÄÅ ÍÅ ÙIËÜÍÎÞ ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ

Íàñòóïíà ëåìà äîâåäåíà â [7, ï. 2.2], àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàâåäåìî
òóò ¨¨ äîâåäåííÿ.

Ëåìà 4.1. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, G � âiäêðèòà â X
ìíîæèíà i E ⊆ FrG � çàìêíåíà ìíîæèíà. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòà ìíî-
æèíà H ⊆ G, òàêà, ùî H \G = E.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρ � ìåòðèêà, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãi÷íó ñòðóê-
òóðó X. Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ Êóðàòîâñüêîãî�Öîðíà [8, c. 28], âiçüìåìî
ìàêñèìàëüíó 1

n -âiäîêðåìëåíó ìíîæèíó En ⊆ E, òîáòî òàêó, ùî ρ(x, y) >
1
n äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ x, y ∈ En i ρ(x,En) ≤ 1

n äëÿ êîæíîãî x ∈ E. Äëÿ
x ∈ En âiçüìåìî âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó Un(x) òàêó, ùî Un(x) ⊆
B(x, 1

3n)∩G. Îñêiëüêè ñèñòåìà Un = {Un(x) : x ∈ En} ëîêàëüíî ñêií÷åííà
(íàâiòü äèñêðåòíà), òî äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí Un =

⋃Un =
⋃

x∈En

Un(x)

ìàòèìåìî, ùî Un =
⋃

x∈En

Un(x) ⊆ B(En, 1
3n). Òîäi íåñêëàäíî çðîçóìiòè,

ùî ìíîæèíà H =
∞⋃

n=1
Un áóäå øóêàíîþ.

Íåõàé P = X × Y � äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Õðåñòîì ìíî-
æèíè E ⊆ P íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó xpE = (prX(E)×Y )∪(X×prY (E)).
Êàçàòèìåìî, ùî ìíîæèíà M ⊆ P ¹ õðåñòîì-îêîëîì òî÷êè p ∈ P , ÿêùî
iñíó¹ îêië W òî÷êè p, òàêèé, ùî W ∩ xp {p} ⊆ M . Ìíîæèíó M íàçèâà-
òèìåìî õðåñòîì-îêîëîì ìíîæèíè E ⊆ P , ÿêùî M � õðåñò-îêië êîæíî¨
òî÷êè ç ìíîæèíè E. Ìè êàæåìî, ùî ìíîæèíà E íàâõðåñò íiäå íå ùiëü-
íîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ íiäå íå ùiëüíèé õðåñò-îêië. Ôóíêöiþ f : X×Rd → R,
ÿêà íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
âiäíîñíî äðóãî¨, ìè íàçèâàòèìåìî CC∞-ôóíêöi¹þ.
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Òåîðåìà 4.2. Íåõàé X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið, Y = Rd,
G � âiäêðèòà â P = X × Y ìíîæèíà, E ⊆ FrG � çàìêíåíà ìíîæèíà,
ïðè÷îìó, P \ G � õðåñò-îêië E i iñíó¹ ìíîæèíà A ⊆ G òàêà, ùî A \
G = E. Òîäi iñíó¹ CC∞-ôóíêöiÿ f : P → [0, 1], òàêà, ùî supp f ⊆ G i
D(f) = E ⊆ f−1(0).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2, iñíóþòü òàêi íåïåðåðâíi CC∞-
ôóíêöi¨ ϕ,ψ : P → [0, 1], ùî suppϕ = G i suppψ = P \A. Ïîêëàäåìî

f(p) =

{
ϕ(p)

ϕ(p)+ψ(p) , p 6∈ E;
0 , p ∈ E.

Îñêiëüêè ϕ−1(0) = P \G i ψ−1(0) = A, òî E = A \G = ϕ−1(0) ∩ ψ−1(0).
Òàêèì ÷èíîì, f êîðåêòíî âèçíà÷åíà íà P , íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íà âiäíîñíî y i íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ïîçà E. Ç òîãî, ùî
suppϕ = G, îäåðæó¹ìî, ùî supp f ⊆ G, òîáòî f(p) = 0 íà P \ G. Àëå
P \G � õðåñò-îêië ìíîæèíè E. Òîìó f íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiä-
íîñíî y i íåïåðåðâíà âiäíîñíî x â òî÷êàõ ìíîæèíè E. Îòæå, f ¹ CC∞-
ôóíêöi¹þ i D(f) ⊆ E. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî D(f) ⊇ E. Âiçüìåìî
p0 ∈ E. Ïî-ïåðøå, f(p0) = 0. Ïî-äðóãå, îñêiëüêè ψ(p) = 0 íà ìíîæèíi A,
òî f(p) = 1 íà A. Àëå p0 ∈ A, áî E = A\G. Îòæå, f ðîçðèâíà â òî÷öi p0.

5. ÔÓÍÊÖIß ËÀÊÓÍÀÐÍÎÑÒI ÌÍÎÆÈÍÈ

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, P = X × Y
i E ⊆ P . Ôóíêöi¹þ ëàêóíàðíîñòi ìíîæèíè E íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ
λE : P → [0,∞], âèçíà÷åíó ïðàâèëîì

λE(x, y) = sup{ε ≥ 0 : (∃U âiäêðèòà â X, x ∈ U)((U ×B(y, ε)) ∩ E = ∅)}.

Çðîçóìiëî, ùî E áóäå ëàêóíàðíîþ â òî÷öi p òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
λe(p) > 0.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé
ïðîñòið, P = X × Y i E ⊆ P . Òîäi ôóíêöiÿ ëàêóíàðíîñòi λE ¹ íàïiâíå-
ïåðåðâíîþ çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äåÿêå α ∈ R i äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà Fα =
{p ∈ P : λE(p) ≥ α} çàìêíåíà. Îñêiëüêè Fα = P ïðè α ≤ 0, òî äîñèòü
ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α > 0. Âiçüìåìî äåÿêó çáiæíó íàïðÿìëåíiñòü òî÷îê
pi = (xi, yi) ∈ Fα, i ∈ I i äîâåäåìî, ùî p = (x, y) = lim

i∈I
pi ∈ Fα. Âiçüìåìî

òàêå δ, ùî 0 < δ ⊆ α
2 . Ïîêëàâøè ε = α − δ ìàòèìåìî, ùî λE(pi) ≥
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α > ε, àäæå pi ∈ Fα. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòà â X ìíîæèíà Ui òàêà, ùî
xi ∈ U i i (Ui × B(yi, ε)) ∩ E = ∅. Îñêiëüêè yi → y, òî iñíó¹ i0 ∈ I
òàêå, ùî |yi − y|Y < δ ïðè i ≥ i0. Ïîêëàäåìî U =

⋃
i≥i0

Ui. Ç òîãî, ùî

xi ∈ U i, âèïëèâà¹, ùî x ∈ U , àäæå xi → x. Àëå |yi − y|Y < δ ïðè i ≥ i0.
Òîìó B(y, ε − δ) ⊆ B(yi, ε). Îòæå, U × B(y, ε − δ) ⊆ ⋃

i≥i0

(Ui × B(yi, ε)).

Çíà÷èòü, (U ×B(y, ε− δ))∩E = ∅. Òàêèì ÷èíîì, λE(p) ≥ ε− δ = α− 2δ.
Ñïðÿìîâóþ÷è δ → 0, îòðèìà¹ìî, ùî λE(p) ≥ α, òîáòî p ∈ Fα.

6. ÏÎÁÓÄÎÂÀ CD-ÔÓÍÊÖIÉ Ç ËÀÊÓÍÀÐÍÎÞ
ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ

Ïåðø çà âñå ç'ÿñó¹ìî, ÿê ïîâ'ÿçàíà ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ç ìíîæèíàìè
òî÷îê ðîçðèâó äîäàíêiâ.

Ëåìà 6.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f, g : X → R � íà-
ïiâíåïåðåðâíi çíèçó ôóíêöi¨. Òîäi D(f + g) = D(f) ∪D(g).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî h = f + g. Âêëþ÷åííÿ D(h) ⊆ D(f) ∪D(g)
î÷åâèäíå. Äîâåäåìî çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Âiçüìåìî x0 ∈ D(f) ∪ D(g).
Íåõàé äëÿ ïåâíîñòi x0 ∈ D(f). Òîäi iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî
îêîëó U òî÷êè x0 iñíó¹ xU ∈ U òàêå, ùî |f(xU ) − f(x0)| > ε. Çà íàïiâ-
íåïåðåðâíiñòþ çíèçó ôóíêöié f òà g, âèáåðåìî îêië U0 òî÷êè x0 òàêèé,
ùî f(x) > f(x0) − ε

2 i g(x) > g(x0) − ε
2 íà U0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îêî-

ëó U òî÷êè x0, òàêîãî, ùî U ⊆ U0 ìàòèìåìî, ùî f(xU ) − f(x0) > − ε
2 i

|f(xU ) − f(x0)| > ε. Îòæå, f(xU ) − f(x0) > ε. Àëå g(xU ) − g(x0) > − ε
2 .

Òîìó h(xU ) − h(x0) = f(xU ) − f(x0) + g(xU ) − g(x0) > ε − ε
2 = ε

2 . Îòæå,
x0 ∈ D(h).

Ëåìà 6.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i fn : X → R � íàïiâ-
íåïåðåðâíi çíèçó ôóíêöi¨, ïðè÷îìó ðÿä

∞∑
n=1

fn � ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà

X. Òîäi D(
∞∑

n=1
fn) =

∞⋃
n=1

D(fn).

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ D(
∞∑

n=1
fn) ⊆

∞⋃
n=1

D(fn) î÷åâèäíå. Íåõàé x ∈
∞⋃

n=1
D(fn), òîáòî x ∈ D(fn0) äëÿ äåÿêîãî n0 ∈ N. Ïîêëàäåìî g =

∑
n 6=n0

fn.

Çðîçóìiëî, ùî g íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó. Îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 6.1,

D(
∞∑

n=1

fn) = D(fn0 + g) = D(fn0) ∪D(g) 3 x.
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Òåîðåìà 6.3. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y = Rd, E � íàâ-
õðåñò íiäå íå ùiëüíà ëàêóíàðíà Fσ-ìíîæèíà â P = X × Y . Òîäi iñíó¹
CD-ôóíêöiÿ f : P → [0, 1] òàêà, ùî D(f) = E ⊆ f−1(0).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíî-
æèí Fn òàêó, ùî E =

∞⋃
n=1

Fn. Ïîêëàäåìî En = {p ∈ Fn : λE(p) ≥ 2
n}.

Îñêiëüêè E ëàêóíàðíà, òî λE(p) > 0 äëÿ p ∈ E. Òîìó E =
∞⋃

n=1
En. Êðiì

òîãî, çà òåîðåìîþ 5.1, ìíîæèíè En çàìêíåíi. Ïðîñòið P � äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé. Îòæå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ìíîæèí Vn ⊆ P òà-
êà, ùî V n+1 ⊆ Vn i E =

∞⋂
n=1

Vn. Äàëi ç òîãî, ùî E íàâõðåñò íiäå íå
ùiëüíà îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ çàìêíåíà íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà M , ÿêà ¹
õðåñòîì-îêîëîì ìíîæèíè E.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíóWn âiäêðèòèõ ÷àñòèí W âiäêðèòî¨ â P ìíîæèíè
Vn\M , òàêèõ, ùî |y′−y′′|Y > 1

n , ÿê òiëüêè p′ = (x, y′) ∈ W i p′′ = (x, y′′) ∈
E. Íåõàé Wn =

⋃Wn. Äîâåäåìî, ùî En ⊆ Wn. Âiçüìåìî p0 = (x0, y0) ∈
En i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië G òî÷êè p0. Îñêiëüêè λE(p0) >
2
n , òî iñíó¹ âiäêðèòà â X ìíîæèíà U òàêà, ùî x0 ∈ U i (U ×B(y0,

3
2n)) ∩

E = ∅. Ïîêëàäåìî W = (U × B(y0,
1
2n)) ∩ ((Vn ∩G) \M). Çðîçóìiëî, ùî

W � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äîâåäåìî, ùî W ∈ Wn. Âiçüìåìî
p′ = (x, y′) ∈ W i p′′ = (x, y′′) ∈ E. Òîäi x ∈ U i y′ ∈ B(y0,

1
2n). Àëå

E ∩ (U ×B(y0,
3
2n)) = ∅. Òîìó p′′ = (x, y′′) 6∈ U ×B(y0,

3
2n). Òàêèì ÷èíîì,

y′′ 6∈ B(y0,
3
2n), òîáòî |y′′ − y0|Y ≥ 3

2n . Çíà÷èòü,

|y′′ − y′|Y ≥ |y′′ − y0|Y − |y′ − y0| > 3
2n

− 1
2n

=
1
n

,

à òîìó W ∈ Wn. Îòæå, G ∩Wn ⊇ W 6= ∅. Çíà÷èòü, p0 ∈ Wn.
Îñêiëüêè En ⊆ Wn, En ⊆ M i M ∩Wn = ∅, òî En ⊆ FrG′

n. Çà ëåìîþ
4.1, iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè Gn ⊆ Wn òàêi, ùî Gn \ Wn = En. Òîäi
Gn ∩M = En. Âèêîðèñòîâóþ÷è çíîâó ëåìó 4.1, îäåðæèìî, ùî iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè An ⊆ Gn òàêi, ùî An\Gn = En. Îñêiëüêè P \Gn ⊇ P \
Wn ⊇ M , òî P \Gn � õðåñò-îêië ìíîæèíè En. Çà òåîðåìîþ 4.2, iñíóþòü
CD-ôóíêöi¨ fn : P → [0, 1] òàêi, ùî supp fn ⊆ Gn i D(fn) = En ⊆ f−1(0).
Çîêðåìà, ôóíêöi¨ fn íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó. Ïîêëàäåìî f =

∞∑
n=1

1
2n fn. Çà

ëåìîþ 6.2 ìàòèìåìî, ùî D(f) =
∞⋃

n=1
D(fn) =

∞⋃
n=1

En = E. Äàëi, îñêiëüêè
fn íåïåðåðâíi âiäíîñíî x, òî f òàêîæ íåïåðåðâíà âiäíîñíî x.
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Ïåðåâiðèìî, ùî f äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî y. Îñêiëüêè Gn ⊆ Wn <
Vn i ∩∞n=1V n = E, òî ïîñëiäîâíiñòü (Gn)∞n=1 ëîêàëüíî ñêií÷åííà íà P \E.
Äàëi, îñêiëüêè fn|M = 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî f |M = 0. Àëå M � õðåñò-
îêië ìíîæèíè E, îòæå, f äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî y â òî÷êàõ ìíîæèíè
E. Âiçüìåìî, íàðåøòi, òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ E \E i ç'ÿñó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
g(y) = f(x0, y) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi y0. Ïîêàæåìî, ùî äèôåðåíöiàë
dg(y0) = 0. Ïîêëàäåìî Hn = Gx0

n = {y ∈ Y : (x0, y) ∈ Gn}, H =
∞⋃

n=1
Hn

i gn(y) = fn(x0, y). Îñêiëüêè g =
∞∑

n=1

1
2n gn, òî supp g =

∞⋃
n=1

supp gn ⊆
∞⋃

n=1
Hn = H, àäæå supp gn ⊆ Hn. Âiçüìåìî y ∈ H. Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé

íîìåð ny ∈ N òàêèé, ùî y ∈ Hny . Òîäi y 6∈ Hn ïðè n < ny. Îòæå,
g(y) =

∞∑
n=ny

1
2n gn(y) ≤

∞∑
n=ny

1
2n = 1

2ny−1 . Îñêiëüêè (x0, y0) ∈ E i (x0, y) ∈
Gny ⊆ Wny , òî |y − y0|Y > 1

ny
. Òîäi ny > 1

|y−y0|Y . Çíà÷èòü, ÿêùî y0 ∈ H,
òî lim

H3y→y0

ny = ∞. Äàëi, îñêiëüêè p0 = (x0, y0) 6∈ Gn ïðè n ∈ N, àäæå

E ∩Gn = ∅, òî g(y0) = 0. Òîäi

|g(y)− g(y0)|
|y − y0|Y =

g(y)
|y − y0|Y ≤ ny

2ny−1
→ 0 ïðè H 3 y → y0.

Êðiì òîãî, g(y) = 0 íà Y \ H. Îòæå, lim
y→y0

|g(y)−g(y0)|
|y−y0|Y = 0. Òàêèì ÷èíîì,

g(y)− g(y0) = o(|y − y0|Y ), à çíà÷èòü, dg(y0) = 0.

7. ÏÎÁÓÄÎÂÀ CD-ÔÓÍÊÖIÉ ÇI ÑÏÀÄÊÎÂÎ ÄÅÑÜ ËÀÊÓ-
ÍÀÐÍÎÞ ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ëåìè 6.1.
Ëåìà 7.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i fs : X → [0, 1], s ∈

S, íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó ôóíêöi¨, ïðè÷îìó ñèñòåìà {supp fs : s ∈ S}
ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Òîäi D(

∑
s∈S

fs) =
⋃

s∈S

D(fs).

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y = Rd i E �
íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíà ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà Fσ-ìíîæèíà â P =
X × Y . Òîäi iñíó¹ CD-ôóíêöiÿ f : P → R, òàêà, ùî D(f) = E.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ âiäíîñíî
ëàêóíàðíîãî ðàíãó lr (E), iñíóâàííÿ ÿêîãî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1. Âè-
ïàäîê lr (E) = 0 î÷åâèäíèé, áî òîäi E = ∅. Ïðè lr (E) = 1 ìàòèìåìî, ùî
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L1(E) = L(E) = ∅, îòæå, E � ëàêóíàðíà ìíîæèíà. Òîìó çà òåîðåìîþ 6.3
iñíó¹ CD-ôóíêöiÿ f : P → [0, 1] òàêà, ùî D(f) = E ⊆ f−1(0). Çîêðåìà,
f íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó.

Ðîçãëÿíåìî α > 1 i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ íàâõðåñò íiäå íå ùiëü-
íî¨ ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíî¨ Fσ-ìíîæèíè ç lr (E) < α iñíó¹ íàïiâíåïå-
ðåðâíà çíèçó CD-ôóíêöiÿ fE : P → [0, 1] òàêà, ùî D(fE) = E. Âiçüìåìî
äåÿêó íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíó ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíó Fσ-ìíîæèíó E
ç lr (E) = α i ïîáóäó¹ìî äëÿ íå¨ òàêó æ ôóíêöiþ fE .

Íåõàé F =
⋂

ξ<α

Lξ(E) i H = E \ F . Îñêiëüêè lr (E) = α, òî L(F ) =

Lα(E) = ∅, òîáòî lr (F ) ≤ 1 < α. Âñi ìíîæèíè Lξ(E) âiäíîñíî çàìêíåíi
â E. Äëÿ êîæíîãî ξ < α âiçüìåìî âiäêðèòó â P ìíîæèíó Gξ òàêó, ùî
E \ Gξ = Lξ(E). Ïîêëàäåìî G =

⋃
ξ<α

Gξ. Çðîçóìiëî, ùî E \ G = F .

Çà òåîðåìîþ 3.3, iñíó¹ íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíå âiäíîñíî y ëîêàëüíî ñêií÷åííå â G ðîçáèòòÿ îäèíèöi
(ϕs)s∈S , ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ {Gξ : ξ < α} ìíîæèíè G. Ïîêëàäåìî
Us = suppϕs, Es = E ∩ Us. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ S iñíó¹
ξs < α òàêå, ùî Us ⊆ Gξs . Òîäi Es ⊆ Gξs . Îòæå, Es ∩ Lξs(E) = ∅, áî
E \ Gξs = Lξs(E). Àëå Lξs(Es) ⊆ Es i Lξs(Es) ⊆ Lξs(E). Òîìó Lξs(Es) ⊆
Es ∩ Lξs(E) = ∅. Òàêèì ÷èíîì, lr (Es) ≤ ξs < α. Îòæå, ìíîæèíè F i
Es, s ∈ S, ìàþòü ëàêóíàðíèé ðàíã < α i, çðîçóìiëî, ¹ íàâõðåñò íiäå íå
ùiëüíèìè ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíèìè Fσ-ìíîæèíàìè.

Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, iñíóþòü íàïiâíåïåðåðâíi CD-ôóíêöi¨
f0 = fF : P → [0, 1], fs = fEs : P → [0, 1] òàêi, ùî D(f0) = F i D(fs) = Es,
s ∈ S. Äàëi, çà òåîðåìîþ 3.2, iñíó¹ íåïåðåðâíà CD-ôóíêöiÿ ϕ : P → [0, 1]
òàêà, ùî suppϕ = G. Ïîêëàäåìî f = fE = f0

2 + ϕ
2

∑
s∈S

ϕsfs.

Ç'ÿñó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f øóêàíà. Îñêiëüêè ϕ(p) = 0 ïðè p = (x, y) 6∈
G i ϕ ≥ 0, òî y ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó âiäîáðàæåííÿ ϕx, ÿêùî (x, y) 6∈
G. Òîìó dϕx(y) = 0 ïðè (x, y) 6∈ G. Äàëi, îñêiëüêè 0 ≤ ∑

s∈S

ϕsfs ≤
∑
s∈S

ϕs ≤ 1, òî ïðè (x, y) 6∈ G ôóíêöiÿ ϕ
∑
s∈S

ϕsfs íåïåðåðâíà â òî÷öi (x, y)

i d

(
ϕx

∑
s∈S

ϕx
sfx

s

)
(y) = 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî ñiì'ÿ (suppϕs)s∈S ëîêàëüíî

ñêií÷åííà â G, îäåðæèìî, ùî f � CD-ôóíêöiÿ. Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ëåìè 6.1 i 7.1, ìàòèìåìî

D(f) = D(f0) ∪D(ϕ
∑

s∈S

ϕsfs) = F ∪D(ϕ|G
∑

s∈S

ϕs|Gfs|G) =
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= F ∪
⋃

s∈S

D(fs|G) = F ∪
⋃

s∈S

(Es ∩G) = F ∪
⋃

s∈S

Es = E.

Íàðåøòi, îñêiëüêè ôóíêöi¨ f0 : P → [0, 1], fs : P → [0, 1], s ∈ S, íàïiâíå-
ïåðåðâíi çíèçó òî f : P → [0, 1] òàêîæ íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó.

Òåïåð îõàðàêòåðèçó¹ìî ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó CD-ôóíêöié.
Òåîðåìà 7.3. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé áåðiâñüêèé ïðîñòið i Y = Rd.

Òîäi ìíîæèíà E ⊆ P = X × Y áóäå ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨
CD-ôóíêöi¨ f : P → R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè E � íàâõðåñò íiäå íå
ùiëüíà ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà Fσ-ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü âñòàíîâëåíà â òåîðåìi 7.2. Äîâåäåìî íåîá-
õiäíiñòü. Çà òåîðåìîþ 2.1 ìíîæèíà E ñïàäêîâî äåñü ëàêóíàðíà. Çîêðå-
ìà, E íiäå íå ùiëüíà. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî E � íàâõðåñò íiäå íå
ùiëüíà. Îñêiëüêè f íàðiçíî íåïåðåðâíà, òî ç [6] (äèâ. òàêîæ òåîðåìó
2.10.4 ó [7]) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà E ¹ σ-ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî íiäå íå
ùiëüíîþ, à îòæå, çà òåîðåìîþ 2.10.9 ó [7], σ-íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíîþ,
òîáòî E =

∞⋃
n=1

En, äå En � íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíi. Íåõàé Mn � íiäå
íå ùiëüíèé õðåñò-îêië ìíîæèíè En. Òîäi, îñêiëüêè E íiäå íå ùiëüíà, òî
M =

∞⋃
n=1

(Mn ∩ B(E, 1
n)) ¹ íiäå íå ùiëüíèì õðåñòîì-îêîëîì ìíîæèíè E.

Òàêèì ÷èíîì, E � íàâõðåñò íiäå íå ùiëüíà.
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A CHARACTERIZATION OF DISCONTINUITY POINT SETS
OF CD-FUNCTIONS
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It is characterized discontinuity point sets of functions f : X × Rd → R
which are continuous with respect to the �rst variable and di�erentiable with
respect to the second one for a metrizable Baire space X.




