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Âñòàíîâëåíî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíèõ òà êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä îáëàñòþ ãîëîâ-
íèõ iäåàëiâ ¹ àñîöiéîâàíèìè âiäïîâiäíî äî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ
òà êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié. Âêàçàíî êëàñè êëiòêîâèõ ìà-
òðèöü, îïèñ ôàêòîðèçàöié ÿêèõ çâîäèòüñÿ äî îïèñó ôàêòîðèçàöié
¨õíiõ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê òà ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâ-
íÿíü òèïó Ñèëüâåñòðà.

Ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü (ìàòðèöü íàä ïîëiíîìiàëüíè-
ìè êiëüöÿìè) ìàþòü âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìà-
òèêè òà ¨¨ ïðèêëàäíèõ ãàëóçÿõ. Çàäà÷à ïðî ôàêòîðèçàöiþ ïîëiíîìiàëü-
íèõ ìàòðèöü, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá
îïèñàòè ¨õ ðîçêëàäè íà ðåãóëÿðíi, çîêðåìà óíiòàëüíi ìíîæíèêè [2, 5].
Ç.I.Áîðåâè÷ [1] ñôîðìóëþâàâ çàäà÷ó ïðî îïèñ ôàêòîðèçàöié ç òî÷íiñòþ
äî àñîöiéîâíîñòi ìàòðèöü íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Çîêðåìà, âií
âêàçàâ óìîâè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi ðîçêëàäó
ìàòðèöi íà ìíîæíèêè, ÿêi ìàþòü çàäàíi êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî ôàêòîðèçàöiþ êëiòêîâî-äiàãî-
íàëüíèõ òà êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ ãî-
ëîâíèõ iäåàëiâ. Âêàçàíî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâî-äiàãîíàëü-
íèõ òà êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü ¹ àñîöiéîâàíèìè âiäïîâiäíî äî êëiò-
êîâî-äiàãîíàëüíèõ òà êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié, òîáòî ôàêòî-
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ðèçàöié, â ÿêèõ ìíîæíèêè ìàþòü âiäïîâiäíèé êëiòêîâèé âèãëÿä. Âñòà-
íîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ôàêòîðèçàöiÿìè êëiòêîâèõ ìàòðèöü òà ðîçâ'ÿçêàìè
ëiíiéíèõ ðiçíîñòîðîííiõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ñèëüâåñòðà. Çàóâàæè-
ìî, ùî ôàêòîðèçàöi¨ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü òàêèõ êëiòêîâèõ âèãëÿäiâ
îïèñàíi â ðîáîòi [3].

Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, U(R) � ãðóïà îäè-
íèöü êiëüöÿ R. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç M(n,R) � êiëüöå n×n-ìàòðèöü,
M(m,n, R) � ìíîæèíó m× n-ìàòðèöü íàä R, Ek � îäèíè÷íó ìàòðèöþ
k-ãî ïîðÿäêó, dA

k � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó
ìàòðèöi A.

1. Íåõàé A ∈ M(n,R) i A = BC, B, C ∈ M(n,R). Çàïèøåìî ìàòðèöi
ó öié ôàêòîðèçàöi¨ ó áëî÷íîìó âèãëÿäi

∥∥∥∥
A1

A2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B1

B2

∥∥∥∥C, Ai, Bi ∈ M(ni, n, R), ni ≥ 1, i = 1, 2. (1)

Ïîçíà÷èìî: µ = (detB, det C).
Ëåìà 1. Íåõàé

(detB, dAi
ni

) = ϕi, i = 1, 2. (2)

ßêùî
(µ, dA

n−1) = 1, (3)

òî dBi
ni

= ϕi,1 i = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî dB1
n1
6= ϕ1 (äëÿ i = 2 äîâåäåííÿ ïðîâî-

äèìî àíàëîãi÷íî). Ç óìîâè (2) i òîãî, ùî A1 = B1C âèïëèâà¹, ùî dB1
n1
|ϕ1

(äiëèòü), òîáòî
ϕ1 = dB1

n1
g, g 6∈ U(R), (4)

i g = pk1
1 · · · pkr

r , äå pi, i = 1, . . . , r, � ïðîñòi åëåìåíòè ç êiëüöÿ R.
Íåõàé pi|µ, 1 ≤ i ≤ r. Ìàòðèöþ B1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi

B1 = GF1, G ∈ M(n1, R), F1 ∈ M(n1, n, R), detG = dB1
n1

, dF1
n1

= 1.

Òîäi, âiäïîâiäíî,

A1 = GH1, H1 ∈ M(n1, n, R). (5)

Òîìó ç ðiâíîñòi (1) îäåðæèìî
1Òóò i íàäàëi ðiâíîñòi ðîçóìi¹ìî ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi åëåìåíòiâ.
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∥∥∥∥
H1

A2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
F1

B2

∥∥∥∥ C. (6)

Äëÿ ìàòðèöi F1 iñíó¹ ìàòðèöÿ W ∈ GL(n,R) òàêà, ùî F1W =
∥∥En1 0

∥∥,
à òîìó ∥∥∥∥

H1

A2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
En1 0
B̃21 B̃22

∥∥∥∥ C̃,

äå C̃ = W−1C, B̃21 ∈ M(n2, n1, R), B̃22 ∈ M(n2, R). Íåõàé

V =
∥∥∥∥

En1 0
−B̃21 En2

∥∥∥∥ .

Òîäi
V

∥∥∥∥
En1 0
B̃21 B̃22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

En1 0
0 B̃22

∥∥∥∥ .

Òîìó

V

∥∥∥∥
H1

A2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

H1

H2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

En1 0
0 B̃22

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

C̃11 C̃12

C̃21 C̃22

∥∥∥∥∥ = B̃C̃.

Îñêiëüêè pi| det B̃22, òî ç îñòàíüî¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî pi|dH2
n2

. Àëå
pi|dH1

n1
, òîìó pi|dA

n−1, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (3) ëåìè 1. Îòæå, g ∈ U(R) i
dB1

n1
= ϕ1.
Íåõàé òåïåð pi - µ, 1 ≤ i ≤ r (íå äiëèòü). Òîäi pi - detC. Iç ðiâíîñòi

(6) ìà¹ìî, ùî H1 = F1C, äå dF1
n1

= 1. Òîìó pi - dF1
n1
, à, îòæå, i pi - dH1

n1
. Àëå,

âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2), (4), (5), îäåðæó¹ìî, ùî pi|dH1
n1

. Ç öüîãî
âèïëèâà¹, ùî pi = 1, i = 1, . . . , r, òîáòî g ∈ U(R). Îòæå, dB1

n1
= ϕ1.

Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 2. Íåõàé (dA1

n1
, dA2

n2
) = ρ12 i (ρ12, µ) = 1. ßêùî detA = dA1

n1
dA2

n2
,

òî detB = dB1
n1

dB2
n2

.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 1, îäåðæó¹ìî, ùî
(detB, dAi

ni
) = dBi

ni
, i = 1, 2. Ïðèïóñòèìî, ùî detB = dB1

n1
dB2

n2
f , f 6∈ U(R).

Ìàòðèöi Bi, i = 1, 2, ç ðiâíîñòi (1) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

Bi = GiFi, Gi ∈ M(ni, R), Fi ∈ M(ni, n, R), detGi = dBi
ni

, dFi
ni

= 1,

i = 1, 2. Âiäïîâiäíî çàïèøåìî i ìàòðèöi Ai: Ai = GiHi, Hi ∈ M(ni, n, R),
i = 1, 2. Iç ðiâíîñòi (1) îäåðæèìî

∥∥∥∥
H1

H2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
F1

F2

∥∥∥∥C (7)
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àáî H = FC. Ïîêëàäåìî f = qk1
1 · · · qks

s , äå qi, i = 1, . . . , s, � ïðîñòi
åëåìåíòè ç êiëüöÿ R. Î÷åâèäíî, ùî qi| detH, 1 ≤ i ≤ s. Îñêiëüêè detH =
dH1

n1
dH2

n2
, òî qi äiëèòü dH1

n1
àáî dH2

n2
. Íåõàé qi|dH1

n1
. Iç ðiâíîñòi (7) ìà¹ìî

H1 = F1C. Îñêiëüêè dF1
n1

= 1, òî qi|det C. Òîìó ç òîãî, ùî H2 = F2C
îòðèìà¹ìî, ùî qi|dH2

n2
. Îòæå, qi|ρ12.

Iç òîãî, ùî detF = f i qi|f , qi|det C âèïëèâà¹, ùî qi|µ. Îñêiëüêè
(ρ12, µ) = 1, òî qi = 1, i = 1, . . . , s. Òîìó f ∈ U(R) i, îòæå, detB = dB1

n1
dB2

n2
.

Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 3. Íåõàé C =

∥∥A B
∥∥, C ∈ M(m,n, R), m ≤ n, B ∈ M(m,R),

dC
m 6= 0. ßêùî dC

m = detB, òî òàêà iñíó¹ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ

V =
∥∥∥∥
En−m 0
−V21 Em

∥∥∥∥ ,

ùî
CV =

∥∥A B
∥∥V =

∥∥0 B
∥∥ . (8)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðiâíiñòü (8) ñïðàâåäëèâà òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè ëiíiéíå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

BX = A (9)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè öüîìó V21 = X. Âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ (9) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi

∥∥A B
∥∥ òà

∥∥0 B
∥∥ åêâiâàëåíòíi.

Íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [8, 9] ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè ìàòðèöü (TA, DB), òîáòî

UAV1 = TA, UBV2 = DB, U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n−m,R),

i DB = diag(ϕ1, . . . , ϕm) � êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi B,
TA � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè µi, i =
1, . . . , m, ìàòðèöi A íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Òîìó

U
∥∥A B

∥∥
∥∥∥∥

V1 0
0 V2

∥∥∥∥ =
∥∥TA DB

∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1 0 · · · 0 0 · · · 0 ϕ1 0 · · · 0
t21µ1 µ2 · · · 0 0 · · · 0 0 ϕ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

tm1µ1 tm2µ2 · · · µm 0 · · · 0 0 0 · · · ϕm

∥∥∥∥∥∥∥∥
= C̃.

Îñêiëüêè dC̃
m = dC

m i dC
m = detB, òî

ϕi|µi, i = 1, . . . , m; ϕi|tijµj , i, j = 1, . . . , m, i > j.
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Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ìàòðèöÿ C̃ =
∥∥TA DB

∥∥ � ïðàâîåêâiâàëåíòíà äî
ìàòðèöi

∥∥0 DB
∥∥. Ëåìó äîâåäåíî.

2. ßêùî äiàãîíàëüíi êëiòêè êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

D = diag{D1, . . . , Dk}, Di ∈ M(ni, R), i = 1, . . . , k, (10)

ðîçêëàäàþòüñÿ íà ìíîæíèêè Di = BiCi, i = 1, . . . , k, òî, î÷åâèäíî, ìà-
òðèöÿ D ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè òàêîãî æ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîãî âè-
ãëÿäó, òîáòî

D = BC, B = diag{B1, . . . , Bk}, C = diag{C1, . . . , Ck},

ïðè÷îìó

det B =
k∏

i=1

ϕi, detC =
k∏

i=1

ψi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé D ∈ M(n,R) � íåîñîáëèâà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà
ìàòðèöÿ âèãëÿäó (10) i

det D = ϕψ, ϕ =
k∏

i=1

ϕi, ψ =
k∏

i=1

ψi, ϕiψi = detDi, i = 1, . . . , k. (11)

ßêùî

((detDi, det Dj), (ϕ,ψ)) = 1, i, j = 1, . . . , k, i 6= j, (12)

òî äëÿ ìàòðèöi D iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ

D = BC, B,C ∈ M(n,R), det B = ϕ, det C = ψ,

i êîæíà òàêà ôàêòîðèçàöiÿ àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ôàê-
òîðèçàöi¨ ìàòðèöi D âèãëÿäó

D = B̃C̃, (13)

äå B̃ = BV = diag{B1, . . . , Bk}, C̃ = V −1C = diag{C1, . . . , Ck}, V ∈
GL(n,R), Bi, Ci ∈ M(ni, R), i det Bi = ϕi, detCi = ψi, i = 1, . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 2, òîáòî

D =
∥∥∥∥

D1 0
0 D2

∥∥∥∥ , Di ∈ M(ni, R), i = 1, 2.



84 Í. Äæàëþê, Â. Ïåòðè÷êîâè÷

Ç óìîâè (11) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ D = BC ìàòðèöi D òàêà,
ùî detB = ϕ, det C = ψ. Çàïèøåìî ¨¨ ó âiäïîâiäíîìó êëiòêîâîìó âèãëÿäi

∥∥∥∥
D1 0
0 D2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ C, (14)

äå Bii ∈ M(ni, R), C ∈ M(n, R), i = 1, 2. Âðàõîâóþ÷è óìîâó (12) ìà¹ìî,
ùî (detB, det Di) = ϕi, i = 1, 2.

Íà îñíîâi ëåìè 2 detB = dB1
n1

dB2
n2

, äå Bi =
∥∥Bi1 Bi2

∥∥, i = 1, 2. Îñêiëü-
êè dBi

ni
|ϕi, i = 1, 2, i det B = ϕ1ϕ2, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî dBi

ni
= ϕi,

i = 1, 2. Äëÿ ìàòðèöi B2 iñíó¹ ìàòðèöÿ U ∈ GL(n,R) òàêà, ùî

B2U =
∥∥∥0 B̃22

∥∥∥ , B̃22 ∈ M(n2, R), det B̃22 = ϕ2.

Òîäi ç ðiâíîñòi (14) îäåðæó¹ìî
∥∥∥∥

D1 0
0 D2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
B̃11 B̃12

0 B̃22

∥∥∥∥∥ C̃,

äå ∥∥∥∥∥
B̃11 B̃12

0 B̃22

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ U, C̃ = U−1C.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3 iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

V =
∥∥∥∥

En1 0
V21 En2

∥∥∥∥ ,

ùî ∥∥∥B̃11 B̃12

∥∥∥ V =
∥∥∥B̃11 0

∥∥∥ .

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî

D = B̃C̃, B̃ = BW = diag{B̃11, B̃22}, C̃ = W−1C = diag{C̃11, C̃22},

W = UV, B̃ii, C̃ii ∈ M(ni, R), det B̃ii = ϕi, det C̃ii = ψi, i = 1, 2.

Äëÿ äîâiëüíîãî k äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ïðîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 1. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ
à) (detDi, detDj) = 1, i, j = 1, . . . , k, i 6= j;
á) (ϕ,ψ) = 1,

òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ D = BC, B, C ∈ M(n,R), det B = ϕ, detC = ψ
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ìàòðèöi D àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ âèãëÿäó
(13).

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêàõ, çàçíà÷åíèõ òåîðåìîþ 1 òà íàñëiäêîì 1,
îïèñ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ç òî÷íiñòþ äî àñîöi-
éîâíîñòi çâîäèòüñÿ äî îïèñó ôàêòîðèçàöié ¨¨ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê.

3. Íåõàé T ∈ M(n, R) � âåðõíÿ êëiòêîâî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ, òîáòî

T = ‖Tij‖k
1, Tij ∈ M(ni, nj , R), Tij = 0, i, j = 1, . . . , k, i > j. (15)

Òåîðåìà 2. Íåõàé T ∈ M(n,R) � íåîñîáëèâà êëiòêîâî-òðèêóòíà
ìàòðèöÿ âèãëÿäó (15) i

det T = ϕψ, ϕ =
k∏

i=1

ϕi, ψ =
k∏

i=1

ψi, ϕiψi = det Tii, i = 1, . . . , k. (16)

ßêùî

(
s∏

i=1

ϕi, ψs+1) = 1, s = 1, . . . , k − 1, i ((ϕ,ψ), dT
n−1) = 1, (17)

òî äëÿ ìàòðèöi T iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ

T = BC, B, C ∈ M(n, R), det B = ϕ, detC = ψ,

i êîæíà òàêà ôàêòîðèçàöiÿ àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ôàêòî-
ðèçàöi¨ ìàòðèöi T âèãëÿäó

T = B̃C̃, B̃ = BV = ‖Bij‖k
1, C̃ = V −1C = ‖Cij‖k

1, (18)

äå V ∈ GL(n,R), Bij , Cij ∈ M(ni, nj , R), Bij = Cij = 0 ïðè i > j i
det Bii = ϕi, det Cii = ψi, i = 1, . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 2, òîáòî

T =
∥∥∥∥

T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ , Tij ∈ M(ni, nj , R), i, j = 1, 2.

Ç óìîâè (16) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ T = BC ìàòðèöi T òàêà,
ùî detB = ϕ, detC = ψ. Ó âiäïîâiäíîìó êëiòêîâîìó âèãëÿäi öÿ ôàêòî-
ðèçàöiÿ ìàòèìå âèãëÿä

∥∥∥∥
T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ C, Bij ∈ M(ni, nj , R), C ∈ M(n,R),
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äå i, j = 1, 2. Ç óìîâè (17) òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî (detB, det T22) = ϕ2.
Çãiäíî ç ëåìîþ 1, dB2

n2
= ϕ2, äå B2 =

∥∥B21 B22

∥∥. Òîäi iñíó¹ òà-
êà ìàòðèöÿ V ∈ GL(n,R), ùî B2V =

∥∥∥0 B̃22

∥∥∥, äå B̃22 ∈ M(n2, R),
det B̃22 = ϕ2. Îòæå,

T =
∥∥∥∥

T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
B̃11 B̃12

0 B̃22

∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥
C̃11 C̃12

0 C̃22

∥∥∥∥∥ = B̃C̃,

äå B̃ = BV , C̃ = V −1C, V ∈ GL(n,R), Bij , Cij ∈ M(ni, nj , R), i det B̃ii =
ϕi, det C̃ii = ψi, i = 1, 2.

Äëÿ äîâiëüíîãî k äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ïðîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 2. ßêùî

(
s∏

i=1

ϕi, detTs+1,s+1

)
= 1, s = 1, . . . , k − 1,

i ((ϕ,ψ), dT
n−1) = 1, òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ

T = BC, B,C ∈ M(n,R), detB = ϕ, detC = ψ,

ìàòðèöi T àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi
T âèãëÿäó (18).

Òåîðåìà 3. Íåõàé T ∈ M(n, R) � íåîñîáëèâà êëiòêîâî-òðèêóòíà
ìàòðèöÿ âèãëÿäó (15) i âèçíà÷íèê ìàòðèöi T ðîçêëàäíèé íà ìíîæíèêè
âèãëÿäó (16). ßêùî (detTii, (ϕ,ψ)) = 1, i = 1, . . . , k− 1, òî äëÿ ìàòðèöi
T iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ

T = BC, B,C ∈ M(n,R), detB = ϕ, detC = ψ,

i êîæíà òàêà ôàêòîðèçàöiÿ àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ôàêòî-
ðèçàöi¨ ìàòðèöi T âèãëÿäó (18).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 2. Òîäi ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ôàêòîðèçàöiÿ T = BC ìàòðèöi T òàêà, ùî det B = ϕ, detC = ψ. Çàïè-
øåìî ¨¨ ó âiäïîâiäíîìó áëî÷íîìó âèãëÿäi

∥∥∥∥
T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ C,

äå Bij ∈ M(ni, nj , R), C ∈ M(n, R), i, j = 1, 2.
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Çàñòîñîâóþ÷è ñõåìó, çàïðîïîíîâàíó ïðè äîâåäåííi ëåìè 1, îòðèìà¹-
ìî, ùî dB2

n2
= ϕ2, äå B2 =

∥∥B21 B22

∥∥. Äàëi äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî àíàëî-
ãi÷íî, ÿê i äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.

Íàñëiäîê 3. ßêùî ((detTii, det Tjj), (ϕ,ψ)) = 1, i, j = 1, . . . , k, i 6= j,
òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ

T = BC, B, C ∈ M(n, R), det B = ϕ, detC = ψ,

ìàòðèöi T àñîöiéîâàíà äî êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi
T âèãëÿäó (18).

4. Ïðèïóñòèìî, ùî äiàãîíàëüíi êëiòêè êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi

T =
∥∥∥∥
T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ (19)

ðîçêëàäåíi íà ìíîæíèêè Tii = BiiCii, i = 1, 2. Òîäi ìàòðèöÿ T ðîçêëàäà-
¹òüñÿ ó äîáóòîê êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìíîæíèêiâ âèãëÿäó

∥∥∥∥
T11 T12

0 T22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
B11 −Y
0 B22

∥∥∥∥
∥∥∥∥
C11 X
0 C22

∥∥∥∥ (20)

â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ
B11X − Y C22 = T12.

Äîáðå âiäîìà òåîðåìà Ðîòà ïðî òå, ùî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

AX − Y B = C,

äå A,B, C � âiäîìi, X, Y � íåâiäîìi ìàòðèöi íàä ïîëåì, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi

∥∥∥∥
A C
0 B

∥∥∥∥ i
∥∥∥∥
A 0
0 B

∥∥∥∥

¹ åêâiâàëåíòíèìè [10]. Ó ðîáîòàõ [7, 4] òåîðåìà Ðîòà äîâåäåíà äëÿ ìà-
òðèöü íàä êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, à â [6] � íàä êîìóòàòèâíèìè êiëü-
öÿìè.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Íàñëiäîê 4. Êëiòêîâî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ (19) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äî-

áóòîê êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìíîæíèêiâ âèãëÿäó (20) òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè ¹ åêâiâàëåíòíèìè ìàòðèöi

∥∥∥∥
B11 T12

0 C22

∥∥∥∥ i
∥∥∥∥
B11 0
0 C22

∥∥∥∥ .
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Íåõàé òåïåð T � êëiòêîâî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó (15) i ¨¨ äiàãî-
íàëüíi êëiòêè Tii, i = 1, . . . , k, ðîçêëàäàþòüñÿ íà ìíîæíèêè, òîáòî

Tii = BiiCii, i = 1, . . . , k.

Òîäi ìàòðèöÿ T ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìíîæíèêiâ
âèãëÿäó

T =

∥∥∥∥∥∥∥∥

B11 Y12 . . . Y1k

0 B22 . . . Y2k

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Bkk

∥∥∥∥∥∥∥∥
·

∥∥∥∥∥∥∥∥

C11 X12 . . . X1k

0 C22 . . . X2k

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Ckk

∥∥∥∥∥∥∥∥

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìà ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâ-
íÿíü

BiiXij + YijCjj +
j−1∑

l=i+1

YilXlj = Tij , 1 ≤ i < j ≤ k.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äî ïîñëiäîâíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ñèëüâåñòðà: AX − Y B = C.
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The conditions under which the factorizations of the cell-diagonal and
cell-triangular matrices over a principal ideal domain are associate to the cell-
diagonal and cell-triangular factorizations respectively are established. The
classes of partitioned matrices such that a description of their factorizations
reduces to a description of the factorizations of their diagonal cells and to
the solutions of linear matrix equations of the Sylvester type are determined.




