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Ó ðîáîòi îòðèìàíî àíàëîã âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Çiãåëÿ (òà éîãî
óçàãàëüíåííÿ, äîâåäåíîãî àâòîðîì) ïðî ùiëüíiñòü ó êëàñi ãàìiëüòî-
íîâèõ ñèñòåì, àíàëiòè÷íèõ â îêîëi òî÷êè ðiâíîâàãè, ìíîæèíè íåi-
íòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ (ç öüîãî æ êëàñó).

Ïîêàçàíî, ùî íåiíòåãðîâíi ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè ðåäóêîâàíî¨ çà-
äà÷i òðüîõ òî÷îê íà ïðÿìié ç ïîòåíöiàëîì ïîïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨ óòâî-
ðþþòü âñþäè ùiëüíó ñèñòåìó ó ìíîæèíi âñiõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì
öüîãî êëàñó.

Ðîçãëÿäà¹ìî êëàñ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì çàäà÷i òðüîõ òî÷îê íà ïðÿ-
ìié ç ïîòåíöiàëîì ïîïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì
âèãëÿäó

H =
1
2

(p2
1 + p2

2 + p2
3) + U(x1 − x2) + V (x2 − x3) + W (x1 − x3) , (1)

äå xj , pj ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, êîîðäèíàòó òà iìïóëüñ j-î¨ òî÷êè, à
ôóíêöi¨ U, V, W � ïîòåíöiàëè âçà¹ìîäi¨ ìiæ âiäïîâiäíèìè ïàðàìè òî-
÷îê ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(c) ìíîæèíó ôóíêöié f, âèçíà÷åíèõ â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè c ∈ R, ÿêi ¹ àíàëiòè÷íèìè â öié òî÷öi i ìàþòü òàêi
âëàñòèâîñòi: f ′(c) = 0, f ′′(c) > 0. Íà ôóíêöi¨ U, V, W íàêëàäåìî òàêi
óìîâè:

U ∈ A(a), V ∈ A(b), W ∈ A(a + b). (2)
ÓÄÊ 517.913; MSC 2000: 37K10
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Íåõàé (a1, a2, a3, 0, 0, 0) � òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñ-
òåìè (1), äå a1−a2 = a, a2−a3 = b. Òîäi ãàìiëüòîíiàí H áóäå àíàëiòè÷íèì
â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè, i ìàòèìå â öié òî÷öi ëîêàëüíèé ìiíiìóì.

Îñêiëüêè ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (1) ìà¹ äâà ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæ-
íèõ ïåðøèõ iíòåãðàëè � ñàì ãàìiëüòîíiàí (1) i ïîâíèé iìïóëüñ ñèñòåìè

P = p1 + p2 + p3 , (3)

òî äëÿ ïîâíî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ëióâiëåì ñèñòåìè (1) äîñèòü, ùîá öÿ ãà-
ìiëüòîíîâà ñèñòåìà ìàëà ùå îäèí äîäàòêîâèé ïåðøèé iíòåãðàë, ôóíêöiî-
íàëüíî íåçàëåæíèé ç H i P, i ÿêèé ïåðåáóâà¹ ç P â iíâîëþöi¨. Ñëiä çàçíà-
÷èòè, ùî äî ïîâíîãî iíâîëþòèâíîãî íàáîðó ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ôóíêöiþ
P âêëþ÷àòè, âçàãàëi êàæó÷è, íå îáîâ'ÿçêîâî, àëå òîäi äëÿ ïîâíî¨ iíòåãðî-
âíîñòi ñèñòåìè (1) ïîòðiáíî ìàòè äâà äîäàòêîâèõ ïåðøèõ iíòåãðàëè, ùî
ïåðåáóâàþòü â iíâîëþöi¨ i ðàçîì ç ãàìiëüòîíiàíîì H óòâîðþþòü ôóíê-
öiîíàëüíî íåçàëåæíó òðiéêó ôóíêöié.

Ïðèðîäíüî øóêàòè ïåðøi iíòåãðàëè ñèñòåìè ç òîãî æ êëàñó, äî ÿêîãî
íàëåæèòü ñàì ãàìiëüòîíiàí H, òîáòî ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó àíàëiòè-
÷íîñòi â îêîëi òî÷êè (a1, a2, a3, 0, 0, 0) ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Âèçíà÷èìî ðåäóêîâàíó âiäíîñíî ïîâíîãî ìîìåíòó (3) ãàìiëüòîíîâó
ñèñòåìó (1). Êàíîíi÷íèì ïåðåòâîðåííÿì

y1 = x1 − x2 , y2 = x2 − x3 , y = x1 + x2 + x3

q1 = (2p1 − p2 − p3)/3 , q2 = (p1 + p2 − 2p3)/3 , q = (p1 + p2 + p3)/3 ,

ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (1) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

J =
3
2

q2 + (q2
1 + q2

2 − q1 q2) + U(y1) + V (y2) + W (y1 + y2). (4)

Îçíà÷åííÿ 1. Ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì

K = p2
1 + p2

2 − p1 p2 + U(a + x1) + V (b + x2) + W (a + b + x1 + x2) (5)

áóäåìî íàçèâàòè ðåäóêîâàíîþ âiäíîñíî ïîâíîãî ìîìåíòó (3) ãà-
ìiëüòîíîâîþ ñèñòåìîþ çàäà÷i òðüîõ òî÷îê íà ïðÿìié ç ïîòåíöiàëîì
ïîïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨.

Ó öié ðîáîòi îòðèìàíî àíàëîã ðåçóëüòàòó Çiãåëÿ [3] (i éîãî óçàãàëü-
íåííÿ, äîâåäåíîãî àâòîðîì [1, 2]) ïðî ùiëüíiñòü â êëàñi ãàìiëüòîíîâèõ
ñèñòåì (5) ìíîæèíè íåiíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ (ç öüîãî æ êëàñó).

Ëåìà 1. Ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà (1) äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íèé â òî÷öi
(a1, a2, a3, 0, 0, 0) ïåðøèé iíòåãðàë, ÿêèé ïåðåáóâà¹ â iíâîëþöi¨ ç P, i ÿêèé



244 Ñ.Ïiäêóéêî

¹ ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèì ç H i P, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ãàìiëü-
òîíîâà ñèñòåìà (5) äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íèé â òî÷öi (0, 0, 0, 0) ïåðøèé
iíòåãðàë, ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèé ç K.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ñôîðìóëüîâàíî â òåîðåìàõ, òâåðäæåííÿ
ÿêèõ, çãiäíî ç ëåìîþ 1, ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé {εk} � äîâiëüíà äîäàòíÿ ïîñëiäîâíiñòü, i íåõàé
ïîòåíöiàëè U, V, W ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(2). Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêèé ïîòåíöiàë Ṽ ∈ A(b), äëÿ ÿêîãî:

1)
|V (k)(b)− Ṽ (k)(b)| < εk, k = 2, 3, . . . , (6)

2) áóäü-ÿêèé àíàëiòè÷íèé â òî÷öi (a1, a2, a3, 0, 0, 0) ïåðøèé iíòåãðàë
ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì

H̃ =
1
2

(p2
1 + p2

2 + p2
3) + U(x1 − x2) + Ṽ (x2 − x3) + W (x1 − x3), (7)

ÿêèé ïåðåáóâà¹ â iíâîëþöi¨ ç P, ¹ ôóíêöi¹þ âiä H̃ i P.

Òåîðåìà 2. Íåõàé {εk} � äîâiëüíà äîäàòíÿ ïîñëiäîâíiñòü, i íåõàé
ïîòåíöiàëè U, V, W ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (5) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(2). Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêèé ïîòåíöiàë Ṽ ∈ A(b), äëÿ ÿêîãî

1)
|V (k)(b)− Ṽ (k)(b)| < εk, k = 2, 3, . . . , (8)

2) áóäü-ÿêèé àíàëiòè÷íèé â òî÷öi (0, 0, 0, 0) ïåðøèé iíòåãðàë ãà-
ìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì

K̃ = p2
1 + p2

2 − p1p2 + U(a + x1) + Ṽ (b + x2) + W (a + b + x1 + x2) , (9)

¹ ôóíêöi¹þ âiä K̃.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ñïèðà¹òüñÿ íà êiëüêà ëåì.
Ëåìà 2. Iñíó¹ òàêèé ïîòåíöiàë V1 ∈ A(b), äëÿ ÿêîãî:
1)

|V ′′
1 (b)− V ′′(b)| < 1

2
ε2, V

(k)
1 (b) = V (k)(b), k = 3, 4, . . . , (10)

2) iñíó¹ òàêå ëiíiéíå êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (x1, x2, p1, p2)
ó çìiííi (u1, u2, v1, v2), ÿêå êâàäðàòè÷íó ÷àñòèíó K2 ãàìiëüòîíîâî¨ ñè-
ñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì

K = p2
1 + p2

2 − p1 p2 + U(a + x1) + V1(b + x2) + W (a + b + x1 + x2) (11)
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çâîäèòü äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè

E2 = λ11 u1 v1 + λ12 u2 v2 , (12)

äå êîåôiöi¹íòè λ11, λ12 � ñóòî óÿâíi i ðàöiîíàëüíî íåçàëåæíi.
Çãiäíî ç [3] âèáåðåìî äâà öiëi ÷èñëà q, r, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

q > 1 +
λ12

λ11
+ 2 |λ12| ε2

−1 ,

∣∣∣∣q
λ12

λ11
+ r

∣∣∣∣ < 1 ,

i âèçíà÷èìî òðè ïîñëiäîâíîñòi {qm}, {rm}, {lm} (m = 1, 2, . . .) :

lm = qm + |rm|, rm = qm

(
r

q
−

m∑

k=1

1
qk

)
, q1 = q2,

qm+1 ¹ íàéìåíøèé öiëèé ñòåïiíü q, ùî çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

qm+1 > q2
m + 4 |λ12| εlm

−1 lm
mlm . (13)

Íåõàé
λ̃2 = λ12 , λ̃1 = λ12

( ∞∑

k=1

1
qm

− r

q

)
. (14)

Òîäi: 1) ïîñëiäîâíiñòü {lm} ñòðîãî çðîñòà¹, l1 ≥ 4; 2) ÷èñëà λ̃1, λ̃2 ¹ ñó-
òî óÿâíèìè i ðàöiîíàëüíî íåçàëåæíèìè, äî òîãî æ |λ̃1 − λ11| < ε2; 3)
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

qm |λ̃1 qm + λ̃2 rm|−1 εlm > 2 lm
mlm , m = 1, 2, . . . . (15)

Ëåìà 3. Iñíó¹ òàêèé ïîòåíöiàë V2 ∈ A(b), äëÿ ÿêîãî
1)

|V ′′
2 (b)− V ′′(b)| < ε2, V

(k)
2 (b) = V (k)(b), k = 3, 4, . . . , (16)

2) iñíó¹ òàêå ëiíiéíå êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (x1, x2, p1, p2)
ó çìiííi (u1, u2, v1, v2), ÿêå êâàäðàòè÷íó ÷àñòèíó K2 ãàìiëüòîíîâî¨ ñè-
ñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì

K = p2
1 + p2

2 − p1 p2 + U(a + x1) + V2(b + x2) + W (a + b + x1 + x2) (17)

çâîäèòü äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè

E2 = λ21 u1 v1 + λ22 u2 v2 , (18)
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äå êîåôiöi¹íòè λ21, λ22 � ñóòî óÿâíi i ðàöiîíàëüíî íåçàëåæíi, i çàäîâî-
ëüíÿþòü òàêi óìîâè:

λ21

λ22
=

λ̃1

λ̃2

,

∣∣∣∣
λ22

λ̃2

∣∣∣∣ < 2. (19)

Ãàìiëüòîíiàí K, çàïèñàíèé â íîâèõ çìiííèõ (u1, u2, v1, v2), ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç E. Ãàìiëüòîíiàí E çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü
Ãàìiëüòîíà

u̇k = Evk
, v̇k = −Euk

, k = 1, 2. (20)
Â îêîëi òî÷êè (0, 0, 0, 0) éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó Òåéëîðà

E =
∞∑

n=2

En , (21)

äå En ïîçíà÷à¹ îäíîðiäíó ñòåïåíÿ n êîìïîíåíòó ñòåïåíåâîãî ðÿäó E.
Ãàìiëüòîíiàí K̃, çàïèñàíèé â íîâèõ çìiííèõ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ẽ. Òîäi

Ẽ =
∞∑

n=2

Ẽn .

Êðiì òîãî, ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ: äëÿ îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà G âiä
êiëüêîõ çìiííèõ ÷åðåç |G| áóäåìî ïîçíà÷àòè àáñîëþòíó âåëè÷èíó ìàêñè-
ìàëüíîãî çà ìîäóëåì êîåôiöi¹íòà ìíîãî÷ëåíà G. Òîáòî, ÿêùî

G =
∑

i1+...+jn=l

ai1...jnui1
1 . . . uin

n vj1
1 . . . vjn

n ,

òî |G| = {|ai1...jn | /i1 + . . . + jn = l} . Âiäîìî [3], ùî iñíó¹ òàêèé (áiðêãî-
ôiâñüêèé) ïåðøèé iíòåãðàë s ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè (20)

s = u1 v1 +
∞∑

n=3

sn (22)

áåç ÷ëåíiâ âèãëÿäó

c
n∏

k=1

(uk vk)αk , α1 + . . . + αn > 1 , (23)

ùî êîæåí ïåðøèé iíòåãðàë ñèñòåìè (20) ¹ ðÿäîì çà ñòåïåíÿìè E, s. Ïî-
òðiáíî çàçíà÷èòè, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä s, âçàãàëi êàæó÷è, ðîçáiæíèé.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s̃ âiäïîâiäíèé (áiðêãîôiâñüêèé) iíòåãðàë ãàìiëüòîíî-
âî¨ ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì Ẽ.

Ëåìà 4. Iñíó¹ òàêèé ïîòåíöiàë Ṽ ∈ A(b), äëÿ ÿêîãî
Ṽ ′′(b) = V ′′

2 (b), (24)
Ṽ (n)(b) = V (n)(b), n /∈ {lm /m = 1, 2, . . .}, (25)

Ṽ (lm)(b) = V (lm)(b)± 1
2

εlm , m = 1, 2, . . . . (26)

Äî òîãî æ, ó ôîðìóëi (26) çíàêè (+) àáî (−) ìîæíà âèáðàòè òàê,
ùîá âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi

|s̃lm | >
1
2

lm
m lm , m = 1, 2, . . . . (27)
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ON DENSENESS OF THE SET OF NONINTEGRABLE
HAMILTONIANS OF REDUCED THREE-BODY PROBLEM

WITH PAIRWISE INTERACTION POTENTIAL
Serhiy PIDKUYKO

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

In the paper the analogue of the well-known result of Siegel (and its
generalization proved by the author) on denseness of nonintegrable Hamil-
tonians in the class of Hamiltonian systems analytical in the neighbourhood
of equilibrium point is obtained.

It is shown that nonintegrable Hamiltonian systems of the reduced three-
body problem with pairwise interaction potential are dense in the set of all
Hamiltonian systems of that class.




