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Äîñëiäæåíî çáiæíiñòü ìåòîäó õîðä äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíié-
íèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ÿêùî äëÿ ðîç-
äiëåíèõ ðiçíèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó âèêîíó¹òüñÿ óçàãàëüíåíà óìîâà
Ëiïøèöÿ. Âñòàíîâëåíî óìîâè òà øâèäêiñòü çáiæíîñòi öüîãî ìåòîäó,
çíàéäåíî îáëàñòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

1. ÂÑÒÓÏ
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

F (x) = 0, (1)
äå F : D ⊆ X → Y � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, X,Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ. [5]Íåõàé F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà ìíî-
æèíi D ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X çi çíà÷åííÿìè â ëiíiéíîìó ïðîñòîði Y i
x, y � äâi òî÷êè ç D. Ëiíiéíèé îïåðàòîð ç X â Y , ïîçíà÷óâàíèé ÷åðåç
F (x, y), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (2)

íàçèâà¹òüñÿ ðîçäiëåíîþ ðiçíèöåþ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ îïåðàòîðà F çà
òî÷êàìè x i y.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ ïîõiäíà Ôðåøå îïåðàòîðà F â D, ïðè÷îìó
F (x, x) = F ′(x). Âiäîìèì ðiçíèöåâèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ¹ ìåòîä õîðä

xn+1 = xn − (F (xn, xn−1))−1F (xn), n = 0, 1, 2, . . . , (3)
ÓÄÊ 519.6; MSC 2000: 65J15, 65H10
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äå F (xn, xn−1) � ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, x0, x−1 � çàäàíi
òî÷êè. Ìåòîä õîðä äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü â
áàíàõîâîìó ïðîñòîði äîñëiäæåíî â ðîáîòàõ [2�6], ÿêùî ðîçäiëåíi ðiçíè-
öi íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà F çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ (Ãåëüäåðà) ç
íåâiä'¹ìíîþ ñòàëîþ L. Ó ïðàöi [7] ïðè äîñëiäæåííi ìåòîäó Íüþòîíà çà-
ïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåíi óìîâè Ëiïøèöÿ äëÿ îïåðàòîðà ïîõiäíî¨, â ÿêèõ
çàìiñòü êîíñòàíòè L âèêîðèñòàíî äåÿêó äîäàòíó iíòåãðîâíó ôóíêöiþ.

Ó äàíié ïðàöi çàïðîâàäæåíî àíàëîãi÷íó óçàãàëüíåíó óìîâó Ëiïøèöÿ
äëÿ îïåðàòîðà ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi ïåðøîãî ïîðÿäêó i ïðè âèêîíàííi öi¹¨
óìîâè äîñëiäæåíî çáiæíiñòü ìåòîäó õîðä.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ îïåðàòîðà ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi íà ìíîæèíi
D âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ L, ÿêùî

∀x, y, u, v ∈ D ‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ L(‖x− u‖+ ‖y − v‖). (4)

Íåõàé B(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ < r} � êóëÿ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi
x0. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ îïåðàòîðà ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi âèêîíó¹òüñÿ
öåíòðàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ â êóëi B(x0, r) çi ñòàëîþ L, ÿêùî

∀x, y ∈ B(x0, r) ‖F (x, y)− F ′(x0)‖ ≤ L(‖x− x0‖+ ‖y − x0‖). (5)

Êðiì òîãî, â óìîâàõ Ëiïøèöÿ çàìiñòü ñòàëî¨ L ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
äîäàòíó iíòåãðîâíó ôóíêöiþ. Ó öüîìó âèïàäêó óìîâè (4) i (5) áóäóòü
çàìiíåíi âiäïîâiäíî íà óìîâè

∀x, y, u, v ∈ D ‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(u)du, (6)

∀x, y ∈ B(x0, r) ‖F (x, y)− F ′(x0)‖ ≤
∫ ‖x−x0‖+‖y−x0‖

0
L(u)du. (7)

Îáèäâi óìîâè Ëiïøèöÿ (6) i (7) íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè óìîâàìè
Ëiïøèöÿ àáî òàêèìè, ùî ìiñòÿòü L ó ñåðåäíüîìó.

2. ÇÁIÆÍIÑÒÜ ÌÅÒÎÄÓ ÕÎÐÄ
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Áàíàõà [1], ìîæíà îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1. Íåõàé F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíèöi F (x, y) â B(x∗, r), iñíó¹
F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ â ñåðåäíüîìó,
òîáòî

∀x, y ∈ B(x∗, r) ‖F ′(x∗)−1F (x, y)− I‖ ≤
∫ %(x)+%(y)

0
L(u)du,
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äå %(x) = ‖x− x∗‖, à L � äîäàòíà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ. ßêùî äëÿ ÷èñëà

r âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∫ 2r

0
L(u)du ≤ 1, òî ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ F (x, y) ¹

îáîðîòíîþ â êóëi B(x∗, r) i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖F (x, y)−1F ′(x∗)‖ ≤
(
1−

∫ %(x)+%(y)

0
L(u)du

)−1
.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

‖F (x, y)−1F ′(x∗)‖ =
∥∥ [I − (I − F ′(x∗)−1F (x, y))]−1

∥∥ ≤

≤
(
1−

∫ %(x)+%(y)

0
L(u)du

)−1
.

Ðàäióñ îáëàñòi çáiæíîñòi i ïîðÿäîê çáiæíîñòi ìåòîäó õîðä îïèñó¹ íà-
ñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó âiäêðè-
òié îïóêëié ïiäìíîæèíi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X çi çíà÷åííÿìè ó áà-
íàõîâîìó ïðîñòîði Y . Ïðèïóñòèìî, ùî:

1) ðiâíÿííÿ F (x) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ B(x∗, r) ⊂ D òàêèé, ùî
iñíó¹ ïîõiäíà Ôðåøå F ′(x∗) i öÿ ïîõiäíà ¹ îáîðîòíîþ;

2) F ìà¹ â B(x∗, r) ðîçäiëåíi ðiçíèöi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiï-
øèöÿ ç óñåðåäíåíèì L, òîáòî

∀x, y ∈ B(x∗, r) ‖F ′(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (x, y))‖ ≤
∫ %(x)+%(y)

0
L(u)du, (8)

äå %(y) = ‖y − x∗‖, à L � íåñïàäíà ôóíêöiÿ. ßêùî r çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íiñòü ∫ r

0
L(u)du

(
1−

∫ 2r

0
L(u)du

)−1

≤ 1, (9)

òî ìåòîä õîðä (3) çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ x−1, x0 ∈ B(x∗, r) i

‖xn+1 − x∗‖ ≤ q

ρ(x−1)
‖xn−1 − x∗‖ ‖xn − x∗‖ ≤ . . .

. . . ≤ ρ(x−1)
q

( q

ρ(x−1)
‖x0 − x∗‖

)Fn

,

(10)

äå ρ(x) = ‖x− x∗‖, F−1 = 0, F0 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n = 1, 2, . . ., à

q =
∫ ρ(x−1 )

0
L(u)du

(
1−

∫ ρ(x−1 )+ρ(x0 )

0
L(u)du

)−1

< 1. (11)
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíî x0, x−1 ∈ B(x∗, r), äå r çàäîâîëüíÿ¹
îöiíêó (9), òîäi ÷èñëî q, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (11), ¹ ìåíøèì âiä 1. Äié-
ñíî, ç ìîíîòîííîñòi L îòðèìó¹ìî

( 1
t2

∫ t2

0
− 1

t1

∫ t1

0

)
L(u)du =

( 1
t2

∫ t2

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)∫ t1

0

)
L(u)du ≥

≥ L(t1)
( 1

t2

∫ t2

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)∫ t1

0

)
du = L(t1)

( t2 − t1
t2

+ t1

( 1
t2
− 1

t1

))
=0

äëÿ 0 < t1 < t2. Îòæå, ôóíêöiÿ 1
t

∫ t

0
L(u)du ¹ íåñïàäíîþ çà t. Òàêèì

÷èíîì,

q =

∫ ρ(x−1)

0
L(u)duρ(x−1)

ρ(x−1)
(
1−

∫ ρ(x−1)+ρ(x0 )

0
L(u)du

) ≤

≤

∫ r

0
L(u)duρ(x−1)

r
(
1−

∫ ρ(x−1)+ρ(x0 )

0
L(u)du

) ≤ ‖x∗ − x−1‖
r

< 1.

ßêùî xk ∈ B(x∗, r), òî çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3) äiñòà¹ìî

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − F (xk, xk−1)−1F (xk) = −F (xk, xk−1)−1F (x∗, x∗)×
×F (x∗, x∗)−1[F (xk, x

∗)− F (xk, xk−1)](xk − x∗).

Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 1 òà óìîâîþ (8) îòðèìó¹ìî

‖xk+1 − x∗‖ = ‖xk − x∗ − F (xk, xk−1)−1F (xk)‖ ≤
≤ ‖F (xk, xk−1)−1F (x∗, x∗)‖ · ‖F (x∗, x∗)−1[F (xk, x

∗)− F (xk, xk−1)]×

×(xk − x∗)‖ ≤
∫ ρ(xk−1)
0 L(u)du

1− ∫ ρ(xk)+ρ(xk−1)
0 L(u)du

ρ(xk).

Ïîêëàäàþ÷è k = 0, îòðèìó¹ìî ‖x1−x∗‖ ≤ q‖x0−x∗‖ < ‖x0−x∗‖. Îòæå,
x1 ∈ B(x∗, r). Öå äîâîäèòü, ùî iòåðàöiþ (3) ìîæíà ïîâòîðèòè ÿê çàâãîä-
íî áàãàòî ðàçiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìîæíà
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âñòàíîâèòè, ùî xk ∈ B(x∗, r) äëÿ âñiõ k ∈ N, à òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü
ρ(xk) = ‖xk − x∗‖ ìîíîòîííî ñïàäà¹. Äàëi, äëÿ âñiõ k = 0, 1, . . . , ìà¹ìî

‖xk+1 − x∗‖ ≤

∫ ρ(xk−1)

0
L(u)duρ(xk−1)ρ(xk)

ρ(xk−1)
(
1−

∫ ρ(xk)+ρ(xk−1)

0
L(u)du

) ≤

≤

∫ ρ(x−1)

0
L(u)du

ρ(x−1)
(
1−

∫ ρ(x0)+ρ(x−1)

0
L(u)du

)ρ(xk−1)ρ(xk) =

=
q

ρ(x−1)
‖xk−1 − x∗‖‖xk − x∗‖ ≤ . . . ≤ ρ(x−1)

q

( q

ρ(x−1)
‖x0 − x∗‖

)Fk

.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî îöiíêó (10). Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi (10)
âèïëèâà¹, ùî ïîðÿäîê çáiæíîñòi ìåòîäó õîðä äîðiâíþ¹ (1 +

√
5)/2.

3. ÎÁËÀÑÒÜ �ÄÈÍÎÑÒI ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÐIÂÍßÍÍß
Òåîðåìà 2. Íåõàé F (x∗) = 0, F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíèöi F (x, x∗) â B(x∗, r),
iñíó¹ F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, x∗) çàäîâîëüíÿ¹ ðàäiàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ
ç L ó ñåðåäíüîìó

‖F ′(x∗)−1F (x, x∗)− I‖ ≤
∫ ρ(x)

0
L(u)du ∀x ∈ B(x∗, r),

äå ρ(x) = ‖x−x∗‖, L � äîäàòíà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ. ßêùî r çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíiñòü ∫ r

0
L(u)du ≤ 1,

òî ðiâíÿííÿ F (x) = 0 ìà¹ â B(x∗, r) ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗.
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíå x0 ∈ B(x∗, r) i ðîçãëÿíåìî iòåðàöiþ

xn+1 = xn − F ′(x∗)−1F (xn), n = 0, 1, . . . . (12)

Îòðèìà¹ìî

x1 − x∗ = −F ′(x∗)−1[F (x0)− F (x∗)− F ′(x∗)(x0 − x∗)] =

= −F ′(x∗)−1[F (x0, x
∗)− F (x∗, x∗)](x0 − x∗) =

= −[F ′(x∗)−1F (x0, x
∗)− I](x0 − x∗).
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Òîäi

‖x1 − x∗‖ ≤
∫ ρ(x0)

0
L(u)du · ‖x0 − x∗‖ = q0‖x0 − x∗‖,

äå q0 =
∫ ρ(x0)
0 L(u)du <

∫ r
0 L(u)du ≤ 1. Îòæå, iòåðàöiþ (12) ìîæíà âèêî-

íàòè ÿê çàâãîäíî áàãàòî ðàçiâ, i

‖xn − x∗‖ ≤ qn
0 ‖x0 − x∗‖, n = 1, 2, . . . .

Òîäi lim
n→∞xn = x∗. Îäíàê ÿêùî äëÿ x0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü F (x0) = 0,

òî lim
n→∞xn = x0. Òàêèì ÷èíîì, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x0 = x∗.

4. ÍÀÑËIÄÊÈ
Ïðè âèâ÷åííi ìåòîäó õîðä òðàäèöiéíèìè ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ðîçäiëåíi
ðiçíèöi ïåðøîãî ïîðÿäêó ¹ íåïåðåðâíi çà Ëiïøèöåì. Ââàæàþ÷è, ùî â
òåîðåìàõ 1, 2 ôóíêöiÿ L ¹ êîíñòàíòîþ, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 1. Ïðèïóñòèìî, ùî F (x∗) = 0, F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíèöi
F (x, y) â B(x∗, r), iñíó¹ F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ

∀x, y ∈ B(x∗, r) ‖F ′(x∗)−1(F (x∗, x∗)−F (x, y))‖ ≤ L(‖x−x∗‖+‖y−x∗‖),

äå L � äîäàòíå ÷èñëî i r =
1

3L
. Òîäi ìåòîä õîðä (3) çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ

x−1, x0 ∈ B(x∗, r), i äëÿ ÷èñëà

q =
L‖x−1 − x∗‖

1− L(‖x−1 − x∗‖+ ‖x0 − x∗‖)
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (10).

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíå r çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì, íàâåäåíèì ó [3,5].
Íàñëiäîê 2. Ïðèïóñòèìî, ùî F (x∗) = 0, F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíèöi

F (x, x∗) â B(x∗, r), iñíó¹ F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, x∗) çàäîâîëüíÿ¹ ðàäi-
àëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ

∀x ∈ B(x∗, r) ‖F ′(x∗)−1F (x, x∗)− I‖ ≤ L‖x− x∗‖,

äå L � äîäàòíå ÷èñëî i r =
1
L
. Òîäi ðiâíÿííÿ F (x) = 0 ìà¹ ó âiäêðèòié

êóëi B(x∗, r) ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗. Êðiì òîãî, äàíå r çàëåæèòü òiëüêè
âiä L i íå çàëåæèòü âiä F .
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Íåõàé γ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî. Âèáèðàþ÷è ôóíêöiþ L ó âèãëÿäi [7]

L(u) =
2γ

(1− γu)3
,

îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.
Íàñëiäîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî F (x∗) = 0, F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíè-

öi F (x, y) â B(x∗, r), iñíó¹ F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, y) äëÿ âñiõ x, y ∈
B(x∗, r) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖F ′(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (x, y))‖ ≤ 1
(1− γ(‖x− x∗‖+ ‖y − x∗‖))2 − 1,

äå γ � äîäàòíå ÷èñëî i r ≈ 0.0878/γ. Òîäi ìåòîä õîðä (3) çáiãà¹òüñÿ
äëÿ âñiõ x−1, x0 ∈ B(x∗, r) i äëÿ ÷èñëà

q =
(1− γr)−2 − 1
2− (1− 2γr)−2

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (10). Êðiì òîãî, äàíå r çàëåæèòü òiëüêè âiä
L i íå çàëåæèòü âiä F .

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ ìåòîäó Íüþòîíà r =
5−√17

4γ
≈ 0.219/γ, ùî â

1, 25 ðàçiâ áiëüøå çà âiäïîâiäíå r äëÿ ìåòîäó õîðä.
Íàñëiäîê 4. Ïðèïóñòèìî, ùî F (x∗) = 0, F ìà¹ ðîçäiëåíi ðiçíè-

öi F (x, x∗) â B(x∗, r), iñíó¹ F ′(x∗)−1, à F ′(x∗)−1F (x, x∗) äëÿ âñiõ x, y ∈
B(x∗, r) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖F ′(x∗)−1(F (x, x∗)− I)‖ ≤ 1
(1− γ(‖x− x∗‖)2 − 1,

äå γ � äîäàòíå ÷èñëî i r = (
√

2 − 1)/(
√

2γ) ≈ 0.293/γ. Òîäi ðiâíÿííÿ
F (x) = 0 ìà¹ ó âiäêðèòié êóëi B(x∗, r) ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗. Êðiì òîãî,
äàíå r çàëåæèòü òiëüêè âiä L i íå çàëåæèòü âiä F .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Ó ðîáîòàõ [3,5,6] äîñëiäæåíî ëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó õîðä, ÿêùî äëÿ
ðîçäiëåíèõ ðiçíèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ, ùî
ìiñòÿòü äåÿêi ñòàëi Ëiïøèöÿ. Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæåíî ëîêàëüíó çáiæ-
íiñòü öüîãî ìåòîäó ïðè çàãàëüíiøèõ óìîâàõ Ëiïøèöÿ, â ÿêèõ çàìiñòü ñòà-
ëî¨ Ëiïøèöÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåÿêà äîäàòíà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ. Îò-
ðèìàíi íàìè ðåçóëüòàòè ìiñòÿòü âiäîìi ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè.
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SECANT METHOD UNDER THE GENERALIZED
LIPSCHITZ CONDITIONS FOR THE FIRST-ORDER

DIVIDED DIFFERENCES

Stepan SHAKHNO

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

The convergence of Secant method for the solving nonlinear operator
equations in the Banach spaces under the generalized Lipschitz condition for
the �rst-order divided di�erences is investigated. The conditions and speed
of convergence of this method are found, the uniqueness ball for the solution
of operator equations is determined.




