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f : X × Y → C� �	 ������ �� �	"!
�! ��	# �	�������# "�$

��#	��# ��	�
	���� % �	���	�����	� �� �!�!����
� �����#�

�� ����� �	
��� �
�� ��� �� ���� ��� �� ����� �� ����� ���	��� ���	 
���	��!�� "#��$	% f & K

n → K� 
� K = R ��� C ' ���� 
	()�* ���
�������)�* )���%�	�� + ���	���	��!��, �� )#�#��	)-, ��	��*� . ���$	
��� ��#������� �� $� -���
����% ���/�+-!)% )�����
��� 	 
�% 
� 
�	�!��0� ���% K� � -���� ��������� �� 
�% 
��	�!�* �	
����� X1�
. . . � X2 ⊆ K ����� ���	��� ���	���	��!�� "#��$	% f & X1 × . . . Xn → K
�#
� ���	���	��!��, -�
	 	 �/� -�
	� ��� ����(�	�!/� �
�� � �����
Xi + ��	1����, �
�� -���� �2� 3���

4��%--% ���	���� 
��#)��+ ������)���% �� ���
�� "#��$	(� ��
� 
�* �� 
��	�!���# ���-�����# ���)-��	 X ��
 ����� K� 5 )���& "#��$	%
p& X → K �����+-!)% n����������� 	
���	����� ��
������� %��� 	)�#+
-��� ���	��� �	�	(�� "#��$	% f & Xn → K� �� p(x) = f(x, . . . , x) �� X
��� $!��# 6 �
���	
�	 ���	��� ' $� )-��	 "#��$	7 �� X �	 ���1���%�
� K�� �
���	����� ��
������ �� X )-����% n �����+-!)% "#��$	% p&

X → K� %�� ��
�+-!)% # �0�%
	 p =
n∑

k=0

pk� 
� pk ' k �
���	
�( ���	���

��� �����	
 �� ����� �����
 �����
 ����
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��� k = 0, 1, . . . , n � pn �= 0� �	
� K = K� X  ������������ ��	������
������� �	����	�� ���� ��� K � � �	!�" f � �#������� n$�����������
����%��&����� ������'� p� X → K ����������� �� p ��#���(�)�" ������

n����������� 	�
������ �� X� * '� p =
n∑

k=0

pk k$���������+ ������'��

�� X ��#���(�)�" 	�
������ �� �����������' ��	�����' �������� X
��� ����' K� ����������� ��	�+ ������'�� ������� � ���!"+ ,-� ./�

0 #�1"#	 # !�' �������� ����	�2�) ������" ��� ������3���"  '��
�� ������������ ��	������ ������� X ��� K� ��� "	�+ 	�3�� ����#��
������'���)�� � �	!�" f � Xn → K ( ������'�' �� �����������' ��	���$
��' �������� Xn � ��	� 3 ��'� ��" ����#�� ����%��&��� ������'���)��+
� �	!�� f � Xn → K� �� X  ��	������ ������� ��� �����)��' ����' K�
4�3�� ��������� ��	�3 #����)��5� #�����  � �� ���!) ,6  7/ �� ��#��"$
��2�� � �	!�& f : X1×· · ·×Xn → K� 
� #����� �� ��% �	�+ �����������+
��	�����+ ���������� � ��	�3 � �	!�& # ��	�����'� #������"'��

8� #����� ���������� �� ���%��'� ����������" 	�������& �����'� 9��$
��:�� ,;< =� >� ?-< .� >� .;7/ ��� � 	 �� ������������) ����#�� �������$
���+ � �	!�� ��� n 	�'���	���+ #'����+ �� ������	 ����#�� �������$
���+ � �	!�� �� �����������+ ��	�����+ ��������+� ����� ��# �)����
�� !2 ��' ( � ���!"+ ,@� >� �@/ � ,.� >� .=-/ � ��'� '� � � �	������('��"�

0 !�� #�'��!� '� ������3 ('� 	�'���	��� ����#�� ������'���)�� � �$
	!�& f � X × Y → C �� ��% �	 ���+ %���+���+ ��������� ��� ����' C �
��	�# ('�� 
� ���� ( ������'���)��'� #� � 	 �����2 #'����+� A� % ��
��	 � ��" K = R #���5�(�)�" ��	� 
� ��#1"������'� ��������� �������
!)��� ��# �)��� % �� ���������� � ,�/� B����� ��"��� B���C�������2	 
� D�E�*	��	�� #� ����� '�3������) �	���������" '��������(2 ,./� 
�
��#������ ��	��
��� ��# �)��� # ,�/� � ��	�3 4�B�4��������� #� ��$
��'�� ��� ������������ 	���� ������ ,-� @/�

�� F�����('� �����%�� ��' ����������� ������'�� � ����������+ � �$
	!�� �� �%����	���+ ��������+� ��������" "	�+ '�3�� #�����  ���!"+
,-� .� @/�

F�+�� X  ������������ ��	������ ������� ��� ����' K� ��#����'�
��'����' Pn(X) � 	 �����)  ��+ ������'�� p� X → K� ������) "	�+ ��
������
 ( ����� n = 0, 1, 2, . . . � �	 � � ���!"+ ,-� @/� '� % ��'� ���3����

� ��#��"� ���� ��� ( �� ��������'��

������� 	 
�� � ���� ���� p ∈ Pn(X)� a ∈ X � q(x) = p(x + a) ��

X� ���� q ∈ Pn(X)�



��� ��������	�
����
 �	���� ��������	�
��� ���������� ��

��� ���	
�� f  X → K � ��������� a� b � X ��	������

fa,b(λ) = f(a + λb)

��� ���������� λ ∈ K� � ������� � ������� ������� � !� 	��� f ∈ Pn(X)�
�� ga,b ∈ Pn(K) ��� ��������" a � b � ���#���� X�

$�"�� P (X) =
∞⋃

n=0

Pn(X) % #�	����#�� �#�" ��������� �� X� �������&

��� !� 	��� f ∈ P (X)� �� � fa,b ∈ P (K) ��� '���&�	�" a� b ∈ X� (�	����
!� 
� �����)���� *�#�� ��)�� �'�������

������� � �	
 �� ��� ����� X � ���	
���� �������	���� 
��
������ �����	� 	 f � X → K � �������
�� 
	����������� ���� ��
fa,b ∈ P (K) ��� ��
	����� a 	 b � X� ���	 f ∈ P (X)�

+��	
�� f  X → K ������ ��#� ����	����� ,G�����	����� ,� �	&
!� ���� ���������� ,�� �'��-��	��� ����������, � ��� 	�)��� ��*	�
x ∈ X �#�� ��	�� �	�� ���� U � X � ��	� ��#�������#�� n&���������"
,����'���*��", �����*����� pn� !�

f(x + h) =
∞∑

n=0

pn(h)

��� 	�)���� h ∈ U ./� 0� �12� 3�	����#�� �#�" �������*��" �� X ���	
��
�� �����*������� *��� H(X)�

������� � ��
 �� ���� !�� K = C� �� "#�$	� f � X → C % G�
����	����� ���	 � �	��� ���	� ��� ��� ��
	����� ���� a 	 b � X
"#�$	� fa,b� C → C % ����	����� �

������� � ��
 �� ���� !�� K = C 	 f ∈ H(X) & f % G�����	����� 
�� X&� �� 	��#% %���� ����	��
�	��� n������	���� &�������'����& ���	�
��(	
 pn �� X� ���� ��

f(x) =
∞∑

n=0

pn(x)

�� X�

������� � ��
 �� ���� ����� X � ���	
���� �������	���� 
�����
��� �����	� ��� C 	 f � X → C � G�����	����� "#�$	�� ���	 f �#��
�������
�� ���	 � ��)� ���	� ��� f �������
�� ���� � 
 ���	� ���$	
x0 ∈ X�

4�	�� *����� � 
���� �����	� 	�)�� G&�������*�� ���	
�� f  X →
C '��� �������*��5� �	!� ���� ���������� "�*� ' � ����� ��*
� x0 ∈ X�
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	����

������� � �	
 �� 	�� ����� X � ���	
���� �������	���� 
�����

��� �����	� ��� C� Y � �������
���� �������	���� 
������� �����	�

��� C 	 f � X×Y → C � ���	��� ����	����� ����	� !��	 f ∈ H(X×Y ) 

������� � �� �� ����� ����� X1� . . . � Xn � ������
	 �������� ��� C

	 f � X1 × · · · × Xn → C � ���	��� ����	����� ����	� !��	 f ∈ H(X1 ×
· · · × Xn) 

��������	� �	 � ��� �� !�� "# �������� �	$�������� $����%�&�'
�����	� ���
	�	$�(�� )�� �'� $����� � �����' ������
�' �	���
��

����&
�� �� ���� �	
����' �� 	�� �����	� $ 
�	���� *��	�
� !"�
+� ,-�#�

������� �� ����� X � �������	���� 
������� �����	� ��� �����

K� f ∈ H(X) 	 p ∈ P (X)� ������� f(x) = p(x) ��� 
�	� ���� x � ����"

������#���" 
	�����" ���#��� U 
 X !��	 f = p 

�� .���
����	 
���� �	 ������� 	�	�	�	 ��$��%
�
��

/�� ���	������ f 0 X × Y → Z � 
	(�� (x, y) ∈ X × Y �	������	
fx(y) = fy(x) = f(x, y)� ����' X � Y 1 
	�	�	��(� ���
	�� ��	�
	�� ��
�	��� K� 2�� �� f 0 X × Y → K �$���*
%�� ���	��� ���	���	�����$�
���	 fx ∈ P (Y ) � fy ∈ P (X) ��� �	���%�� x ∈ X � y ∈ Y � � ���	���	�

�����$ �� �����	��$ ��	���� (� ������ ���	���	�����$� ���	 �	� *
�	��	�	� � 
	�	�	��(	�� ���
	�	�� ��	�
	�� T = X×Y � �	 * �	���

�	� ��	�
	��� X � Y � 3������
% ���� ���$	 �	��	����%�� )�� �'
f 0 X × Y → K �� �	$�(��	 ����	�	� PP (X × Y )�

���� �� ����� X 	 Y � �������	��	 
�����	 �������� ��� �����

K� f ∈ PP (X × Y )� T = X × Y � t = (x, y) ∈ T � s = (u, v) ∈ T � 4	��
)	����	5 g(λ, μ) = f(x + λu, y + μv) ��$�(�*
%�� �	��	� � K

2�

���������� .��������	� �	 g0 K
2 → K * ���$	 �	��	����%	5

)�� �*5� 3������� 	����%�� fy+μv 1  � �����' �	��	� p � X� 
	 )��
� �� q(z) = p(x + z) 
�� * �	��	�	� � X � 	�	�� 
�	���� 6� 4	��

q(z) =
n∑

k=0

qk(z),

�� qk 1 k�	�	����' �	��	� � X ��� k = 0, 1, . . . n� 7 
��	�� ��$�

gμ(λ) = g(λμ) = q(λu) =
n∑

k=0

qk(λu) =
n∑

k=0

λkqk(u) =
n∑

k=0

akλ
k,



��� ��������	�
����
 �	���� ��������	�
��� ���������� ��

�� ak = qk(u) ∈ K� ���	
 �	�
� ������� gμ� K → K � ����

 ���
���� μ ∈ K� ��� ��
 ������������� � ����
��������� ������� gλ

��� ���� λ ∈ K�

���	
 �	�
� ������� g� K
2 → K � ���� � ����
�����!� �  ��"

�	��� � ������ ����
�����!� �� �� ����#� �	��	���  � ��� ��� �
��$�

���� �� ����� X � Y � �	
	�	���� ����	��� 
�	��	�� ��� K� f ∈
PP (X×Y ) � t = (x, y)� s = (u, v) � �	������ �	�� � �	����� T = X×Y �

�	�� ������� ft,s� K → K  
	���	!	!�

��	�
����� % � �������& ��
	 $ 
��
� '

ft,s(λ) = g(λ, λ) = f(x + λu, y + λv)

��� ���� λ ∈ K� (��  � ��
! $ ������� g � ����

 ��� ��&
 
���	& λ � μ  K� �)�

g(λ, μ) =
N∑

k,j=0

ck,jλ
kμj .

* ���
� �� �

ft,s(λ) =
N∑

k,j=0

ck,jλ
k+j =

M∑

m=0

cmλm

��� ����	& �	��� cm� +���� ft,s ∈ P (K)�

���� � ����� X � Y � �	
	�	���� ����	��� 
�	��	�� ��� C � f ∈
PP (X × Y )� �	�� f  G"��������	# ������ # �� �	����� T = X × Y �

��	�
����� ,� ����#� �	��	���  ��
	 - � ����
	 .�

���� �� ����� X � Y � ���� �	
	�	���� ����	��� 
�	��	�� ��� C�

$	 %� �	���	� T = X ×Y  ���������! 
�	��	�	!� 
�	���� Y ���	�	��"

�� 
��&� ����	!� ������	��� � f ∈ PP (X × Y )� �	�� f ∈ H(T )�

��	�
����� /����  ��������! ��
! ������� f � G"������	�"
�!� 0��� ������� f � ���� � ���������!� ������	 ����
	 1 ��
���������� �������� �
�� �� �)�� ���
 2�	��� ����	����� 3$456� ���
���� y ∈ Y 
��	�� Cy(f) ���& �	& ��� x ∈ X� ' f � ���������!
� ���� (x, y)  � ���������!  
���	&� � 
��	�! ���7� �������� �
������ X� ��	# )��� )�������	
� ������	 T � ���	
� /����	�  ���
��
�	��	���� ' f 
�� &�� ) ��� ���� ������������� � ���  ����
	 8

	 ��	
��
� ' ������� f ����������� �  ���	��� ������	����
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������� �� ����� X � Y � ��	� �
�
�
���� ��	�
��� ��
��
��

��� C� �
 �� �
���
	 T = X × Y � �������	�� ��
��
�
�� ��
���� Y
���
�
����� ����� �	��
�� �������
��� � f ∈ PP (X×Y ) !
�� f ∈ P (T ) 

	�
������ �� ������	 
���
�� � �� � � � � ��	���� ��

�������� �� ����� X � Y � �
��
������
��� �
�
�
���� ��	�
���

��
��
�� ��� C � f ∈ PP (X × Y ) !
�� f ∈ P (X × Y ) 

	�
������ �	���	� �	
�	������	
��� ��� �������� ! �	
�	"

������	
��� ���# � ���$���# �� ��	���	% &��� ��	 �����	��%# 
�� ��'�

����
 ����� (��� �	�	# ������	
��� ��	 ��� ��'	
	��!� ����� �� �	��

��$���	 ��� )�*�# ���� �
��'*���! ������	 
���
�� � ��	���� +�

, -�	�	 �� �'�� ����	 ���'��	 	�������	

�������� �� ����� X � Y � 	
����	��� �����
�� ��
��
�� � "��	#��

f $ X × Y → C � ������
 �
���
������
% !
�� f � �
���
� �� X × Y  

�� ��	���� + '! ������	
�	�	 ��	 �	�� Y �	*�� 
�
� �� � � ��	��"

�� .# �'*� �	*�� ������	 �	��	������ /���-�! � ������	 ������$�	%�

,��
�*��	# 0	 ��	
� ������	
�	 �� ��� Y ��
�	 ���� �	��# 0	 
��

��'	
	��!� ����� �� �	�� ��$���	 ��# �'*� �� ����� ����	# 0	 �	�"

�!'�
��� ��� ��� '	�/	
��

(��� �	�	# '! �	���� ���  ��!��
 �	*�� �	'��� � ����� ���	�

��	���� ��

������� �� ����� X � �������	�� !&' ��� C� f $ X → C � ��	�

���������� "��	#��� �
 ��� 	
(�

 x ∈ X "��	#�� g(λ) = f(λx) �

�
���
�
� �� C !
�� � f � #� �
���
� �� X 

	�
������ , ������$�	 �� f 
���
�� �� ��	���	% 1# 0	

f(x) =
∞∑

k=0

pk(x)

�� ��	 �	�� X# '� pk 2 -� k"	'�	��'��� �	��	� '! �	*�	�	 k� , '���	�	

�	��# �� ��	
	% f(λx) 2 -� �	��	�# �	��	

f(λx) =
n(x)∑

k=0

akλ
k

�� K� ����� $��	�#

n(x)∑

k=0

akλ
k = f(λx) =

∞∑

k=0

pk(λx) =
∞∑

k=0

pk(x)λk



��� ��������	�
����
 �	���� ��������	�
��� ���������� ��

��� ���	�
� λ ∈ K� ������ 	� ��	�� ������� ���	���� ��� �����	���

���� ���������� �� pk(x) = 0 ��� k > n(x)�

��������� Xn = {x ∈ X : (∀k > n)(pk(x) = 0)} ��� ���	�
� n�
�������� ����	��� pk 	������	�� �� ��� ���	�
� k �	���	� p−1

k (0) � ���
��	�	���� � �	� ���� � �	���	� Xn !��� ����	�	�"� !� Xn =

⋂

k>n

p−1
k (0)�

#��� ��
�� �� �����	�� ��� X =
∞⋃

n=0

Xn� �������� ������� X !����

����$� �� ��	�� ����$ 	���� n� �� �	���	� Xn ���� ����	�� ��!�� ���

����� �	���	� U = intXn 	� �����	�� %�� ��� ���	�
� x ∈ U �����

f(x) =
n∑

k=0

pk(x) = p(x).

&����  �	��� �	����� 	� '�	�(�� f � ����	�� p �!�
�"���� 	� ���

�����$ 	������	�$ �	���	� U � ����� f = p �� �������" )�

*��������� �� ��� �����		� ������� + �� ��
�� ! ������� �������
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� ����	�� ������� +�

.���/��� ��������� �� � ������� 0  � � ������� , ���	� �����

� ����$ ���������1

������� �� ����� X1� . . . � Xn � �	
������ �����	�� ��	�	�� � f �
X1 × · · · × Xn → C � ������	 �	���	
������ ���	��������� �	�� f � ��

�	���	
 �� �	����� X = X1 × · · · × Xn�

,���� 	����	� ����	������	�� '�	�(��� n ���		�� !��� ����� �	�
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