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������	 ��
�$������ ����
�	�����% �	�	����� �� �	�����& ���� #
��	� 
	'��� ��������� $������� ��(����������� 	����
	�
�	 )�������*&�����+��������

�����	
��� �����
�����
� ��������� ������	 Bν,α1 =
d2

dr2
+

2α1 + 1
r

d

dr
−ν2 − α2

1

r2
� ������ B∗

α2
= r2 d2

dr2
+(2α2+1)r

d

dr
+α2

2 ��� �� ����
 

�� Λ(μ) =
d2

dr2
+cth r

d

dr
+

1
4

+
1
2

( μ2
1

1 − ch r
+

μ2
2

1 + ch r

)
�!�" ν ≥ α1 > −1/2�

2α2 + 1 > 0� μ1 ≥ μ2 ≥ 0� (μ) = (μ1, μ2)#
$� �������% ��
�&
�' �(
)��' *�+����� θ(x) (�+����� ��,��
��

�����
�����
�� �������� -*./0

M
(μ)
ν,(α) = θ(r)θ(R1−r)a2

1Bν,α1 +θ(r−R1)θ(R2−r)a2
2B

∗
α2

+θ(r−R2)a2
3Λ(μ),

(1)

(α) = (α1, α2)� aj > 0� j = 1, 3� θ(x) =
{

1, x > 0,
0, x < 0.

���������� /,����% ���

	 *./ M
(μ)
ν,(α) 
��+��� �
���
( G

1+�)��� �(
)���1 g(r) = {g1(r); g2(r); g3(r)} � ��)��� +�����+���	��2
�0 1+�)��� �(
)��	1 f(r) = {Bν,α1 [g1(r)]; B∗

α2
[g2(r)]; Λ(μ)[g3(r)]} 
��� 

���+
� 
� �
���
� I+
2 = {r : r ∈ (0, R1) ∪ (R1, R2) ∪ (R2,∞)}"

��� ������� 	
� �� ����� ����
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���� ���

�� ���	
�� gj(r) ������������ ����� ���������[
(αk

j1d/dr + βk
j1)gk(r) − (αk

j2d/dr + βk
j2)gk+1(r)

]∣∣∣
r=Rk

= 0, j, k = 1, 2; (2)

�� ������� ��	� ����� γ1 � γ2�  � ����� ���
� ���������!����

lim
r→0

[rγ1g1(r)] = 0, lim
r→∞[rγ2g3(r)] = 0. (3)

"� �����#���  � c1kc2k > 0� cjk = αk
2jβ

k
1j−αk

1jβ
k
2j � j, k = 1, 2� αk

jm ≥ 0�
βk

jm ≥ 0$
%	 � u(r) ∈ G� v(r) ∈ G� ��  ���� ��������� �������# &����

���������� [
uk(r)

dvk(r)
dr

− duk(r)
dr

vk(r)
]∣∣∣

r=Rk

=

=
c2k

c1k

[
uk+1(r)

dvk+1(r)
dr

− vk+1(r)
duk+1(r)

dr

]∣∣∣
r=Rk

, k = 1, 2. (4)

'������� ��(��� ���	
��

σ(r) = θ(r)θ(R1−r)σ1r
2α1+1+θ(r−R1)θ(R2−r)σ2r

2α2−1+θ(r−R2)σ3 sh r

�� �	������) ��&���	

(u(r), v(r)) =

∞∫
0

u(r)v(r)σ(r)dr ≡
R1∫
0

u1(r)v1(r)σ1r
2α1+1dr+

+

R2∫
R1

u2(r)v2(r)σ2r
2α2−1dr +

∞∫
R2

u3(r)v3(r)σ3 sh rdr. (5)

*�� &����� ������ ��������+

σ1 =
c11c12

c21c22

R2α2+1
1

R2α1+1
1

sh R2

R2α2+1
2

1
a2

1

, σ2 =
c12

c22

sh R2

R2α2+1
2

1
a2

2

, σ3 =
1
a2

3

1.

,� �������� &����� ���������� -.� �� �����������) ���	
�) u(r) ∈ G
�� v(r) ∈ G ���������#���  �

(M(μ)
ν,(α)[u], v(r)) = (u(r), M(μ)

ν,(α)[v(r)]) (6)

/���� 01/ M
(μ)
ν,(α) 2 ������������)$ 3������� ���	�� )�(� ��)���)$

/�	���	� �������
������) ��������M
(μ)
ν,(α) ��# ���� ���&���� ���	� r =



��� �������� 	������

∞ ���� �� 	�
� ����� �������	� ����� �������� �� ����������	
������� β ∈ (0,∞)� ���	��� ���������� ������������ �������� β
���������� ���� �!

V
(μ)
ν,(α)(r, β) = θ(r)θ(R1 − r)Vν,(α);1(r, β) + θ(r − R1)θ(R2 − r)Vν,(α);2(r, β)+

+θ(R2 − r)Vν,(α);3(r, β). (7)

"�������� #$% M
(μ)
ν,(α) ����&�'� �� ���� �( V

(μ)
ν,(α);j(r, β) ������� )���

��&�*+&��� ����� ������, ����+��

(Bν,α1 + b2
1)V

(μ)
ν,(α);1(r, β) = 0, r ∈ (0, R1),

(B∗
α2

+ b2
2)V

(μ)
ν,(α);2(r, β) = 0, r ∈ (R1, R2), (8)

(Λ(μ) + b2
3)Vν,(α);3(r, β) = 0, r ∈ (R2,∞),

	 &��������+�� ����� ���+���+ -./ �� 
����0�� ���������1��+ -2/�
bj = a−1

j (β2 + k2
j )

1/2� k2
j ≥ 0� j = 1, 3�

3������������ ������ ��&�*+&��� ��+ ����� ������
� ����+��+
4���+ (Bν,α1 +b2

1)v = 0 �����!!�� ���� �( 4���+ �5
� ���� Jν,α1(b1r)
�� .5
� ���� Nν,α1(b1r) ���6 ������������� ������ ��&�*+&��� ��+ ��5
��� ������
� ����+��+ 7	��� (B∗

α2
+ b2

2)v = 0 �����!!�� ���� �(
r−α2 cos(b2 ln r) �� r−α2 sin(b2 ln r) �.�6 ������������� ������ ��&�*+&5
��� ��+ ����� ������
� ����+��+ 8������ (Λ(μ) + b2

3)v = 0 �����!5

!�� �&�
������ ���'����� ���� �( 8������ �5
� ���� A
(μ)
−1/2+ib3

(ch r)

�� .5
� ���� B
(μ)
−1/2+ib3

(ch r) �2��
9��� ��������

Vν,(α);1(r, β) = A1Jν,α1(b1r),

Vν,(α);2(r, β) = A2r
−α2 cos(b2 ln r) + B2r

−α2 sin(b2 ln r), (9)

Vν,(α);3(r, β) = A3A
(μ)
ν3

(ch r) + B3B
(μ)
ν3

(ch r), ν3 = −1/2 + ib3,

�� ����� ���+���+ -2/ ��+ ��&��0��+ �+�� ���0�� Aj -j = 1, 3/ ��
Bk -k = 1, 2/ ��!�� ��
)��(0�� ������ & 0�����, ����+��:

u11
ν,α1;j1(b1R1)A1 − Y 11

α2;j2(b2, R1)A2 − Y 12
α2;j2(b2, R1)B2 = 0, j = 1, 2,

Y 21
α2;j1(b2, R2)A2+Y 22

α2;j1(b2, R2)B2−Y
(μ),21
ν3;j2 (chR2)A3−Y

(μ),22
ν3;j2 (chR2)B3 = 0.

(10)
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� ����	
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��� ������ �������

u11
ν,α1;j1(b1R1)=

(
α1

j1

ν − α1

R1
+ β1

j1

)
Jν,α1(b1R1) − α1

j1R1b
2
1Jν+1,α1+1(b1R1),

Y m1
α2;jk(bs, Rm)=

[(
βm

jk − αm
jk

Rm
α2

)
cos(bs lnRm) − bs

Rm
αm

jk sin(bs lnRm)
]
R−α2

m ,

Y m2
α2;jk(bs, Rm) =

[(
βm

jk−
αm

jk

Rm
α2

)
sin(bs lnRm)+

bs

Rm
αm

jk cos(bs lnRm)
]
R−α2

m ,

Y
(μ),21
ν3;j2 (chR2) = (α2

j2d/dr + β2
j2)A

(μ)
ν3

(ch r)
∣∣∣
r=R2

,

Y
(μ),22
ν3;j2 (chR2) = (α2

j2d/dr + β2
j2)B

(μ)
ν3

(ch r)
∣∣∣
r=R2

.

��������

Y 11
α2;12(b2, R1)Y 12

α2;22(b2, R1) − Y 11
α2;22(b2, R1)Y 12

α2;12(b2, R1) =

=
c21b2

R2α2+1
1

≡ qα2(β) �= 0,

�� � ��
 �! "#�! 
�#$� ������� ���� ��!�"����

A2 =
A1

qα2(β)
[u11

ν,α1;11(b1R1)Y 12
α2;22(b2, R1) − u11

ν,α1;21(b1R1)Y 12
α2;12(b2, R1)],

B2 = − A1

qα2(β)
[u11

ν,α1;11(b1R1)Y 11
α2;22(b2, R1) − u11

ν,α1;21(b1R1)Y 11
α2;12(b2, R1)].

�������� �������

δα2;kj(β) = Y 11
α2;k2(b2, R1)Y 22

α2;j1(b2, R2) − Y 12
α2;k2(b2, R1)Y 21

α2;j1(b2, R2),

aν,(α);j(β) = u11
ν,α1;11(b1R1)δα2;2j(β) − u11

ν,α1;21(b1R1)δα2;1j(β), k, j = 1, 2,

ω
(μ)
ν,(α);j(β) = aν,(α);1(β)Y (μ),2j

ν3;22 (chR2) − aν,(α);2(β)Y (μ),2j
ν3;12 (chR2), j = 1, 2,

q(μ)(β) =
c22

sh R2

1
S(μ)(b3)

�= 0,

S(μ)(b3) =
2μ1−μ2γ(μ)(b3)π3

sh 2πb3|Γ(1/2 + ib3 + ν+
12)|2|Γ(1/2 + ib3 + ν−

12)|2
,

ν±
12 =

1
2
(μ1 ± μ2), γ(μ)(b3) =

cos μ1π sh 2πb3

cos μ2π + cos μ1π ch 2πb3
.



��� �������� 	������

� ����	
 ���
 ������ �	����	 ���� ��	 A1 = qα2(β)q(μ)(β) ���
��	���

�� A3 = −ω
(μ)
ν,(α);2(β)� B3 = ω

(μ)
ν,(α);1(β)�

������	��	 �� 	�!�� ��!	 	�	 Aj �� Bk � ������ �"�� ��#�� $��%

&'()

Vν,(α);1(r, β) = qα2(β)q(μ)(β)Jν,α1(b1r),

Vν,(α);2(r, β)=q(μ)(β)[u11
ν,α1;11(b1R1)Ψ1

α2;22(q2, r)−u11
ν,α1;21(b1R1)Ψ1

α2;12(q2, r)],

Vν,(α);3(r, β) = ω
(μ)
ν,(α);1(β)B(μ)

ν3
(ch r) − ω

(μ)
ν,(α);2(β)A(μ)

ν3
(ch r); (11)

Ψ1
α2;j2(q2, r) = Y 12

α2;j2(b2, R1)r−α2 cos(b2 ln r)−
−Y 11

α2;j2(b2, R1)r−α2 sin(b2 ln r), j = 1, 2.

*������ �� ����!��� ���&���!��� ����	��

Ω(μ)
ν,(α)(β) = βγ(μ)(b3)S(μ)(b3)([ω

(μ)
ν,(α);1(β)]2 + [γ(μ)(b3)ων,(α);2(β)]2)−1. (12)

+������� ���&���!���( $��&'( V
(μ)
ν,(α)(r, β)� ������( $��&'( σ(r) ��

���&���!���( �!����� Ω(μ)
ν,(α)(β) �����!�# ��������	�	 ���	��� ���%

���!��� ������������� �����,��� �� ���,	� I+
2 -./ M(μ)

ν,(α))

Hν,(α)[g(r)] =

∞∫
0

g(r)V (μ)
ν,(α)(r, β)σ(r)dr ≡ g̃(β), (13)

H
−(μ)
ν,(α) [g̃(β)] =

2
π

∞∫
0

g̃(β)V (μ)
ν,(α)(r, β)Ω(μ)

ν,(α)(β)dβ ≡ g(r). (14)

0������	 �	� �������������� $����! ��1�� ��2� # �����,�����

������� � ���� ������!��� �����,������ ���� ������	
�������

f(r) = [θ(r)θ(R1 − r)rα1+1/2 + θ(r − R1)θ(R2 − r)rα2−1/2+

+θ(r − R2) exp(2−1r)]g(r)

���	�	��� �������� ������ � ��� ������� ��	����� � �����

(0,∞)� �� ��� ����
����� r ∈ I+
2 ��	���������� ����	����  ��	���


�

g(r) =
2
π

∞∫
0

V
(μ)
ν,(α)(r, β)Ω(μ)

ν,(α)(β)

∞∫
0

g(ρ)V (μ)
ν,(α)(ρ, β)σ(ρ)dρdβ. (15)
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�	�� ��������

��� ������� V
(μ)
ν,(α);1(r, β) �� V

(μ)
ν,(α);1(r, λ) 	�� λ �= β ∈ (0,∞) ������

	�� ��� ���������

[Bν,α1 + a−2
1 (β2 + k2

1)]V
(μ)
ν,(α);1(r, β) = 0, (16)

[Bν,α1 + a−2
1 (λ2 + k2

1)]V
(μ)
ν,(α);1(r, λ) = 0. (17)

!�
����
� �������� "�#$ �� ������ r2α1+1V
(μ)
ν,(α);1(r, λ)% � ��������

"��$ ��
����
� �� ������ r2α1+1V
(μ)
ν,(α);1(r, β) � ��	��
�
� ��	 ���&�'�

	��'��

V
(μ)
ν,(α;1)(r, β)V (μ)

ν,(α);1(r, λ)r2α1+1 =
a2

1

β2 − λ2

d

dr

[
r2α1+1

(
V

(μ)
ν,(α);1(r, β)

× d

dr
V

(μ)
ν,(α);1(r, λ) − V

(μ)
ν,(α);1(r, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);1(r, β)

)]
. (18)

��� ������� V
(μ)
ν,(α);2(r, β) �� V

(μ)
ν,(α);2(r, λ)% 	� λ �= β ∈ (0,∞)% ������

	�� ��� ���������

[B∗
α2

+ a−2
2 (β2 + k2

2)]V
(μ)
ν,(α);2(r, β) = 0, (16)

[B∗
α2

+ a−2
2 (β2 + k2

2)]V
(μ)
ν,(α);2(r, λ) = 0. (20)

!�
����
� �������� "�($ �� ������ r2α2−1V
(μ)
ν,(α);2(r, λ)% � ��������

")�$ * �� ������ r2α2−1V
(μ)
ν,(α);2)(r, β) � ��	��
�
� ��	 ���&�'� 	��'��

V
(μ)
ν,(α);2(r, β)V (μ)

ν,(α);2(r, λ)r2α2−1 =
a2

2

β2 − λ2

d

dr

[
r2α2+1

(
V

(μ)
ν,(α);2(r, β)×

× d

dr
V

(μ)
ν,(α);2(r, λ) − V

(μ)
ν,(α);2(r, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);2(r, β)

)]
. (21)

��� ������� V
(μ)
ν,(α);3(r, β) �� V

(μ)
ν,(α);3(r, λ)% 	� λ �= β ∈ (0,∞)% ������

	�� ��� ���������

[Λ(μ) + a−2
3 (β2 + k2

3)]V
(μ)
ν,(α);3(r, β) = 0, (22)

[Λ(μ) + a−2
3 (β2 + k2

3)]V
(μ)
ν,(α);2(r, λ) = 0. (23)



��� �������� 	������

������	�� 
����� ���� �� ������� V
(μ)
ν,(α);3(r, λ)� � 
����� ���� �

�� ������� V
(μ)
ν,(α);3(r, β) sh r � ��������� ��� ��
���� �
��� 

V
(μ)
ν,(α);3(r, β)V (μ)

ν,(α);3(r, λ) sh r =
a2

3

β2 − λ2

d

dr

[
sh r

(
V

(μ)
ν,(α);3(r, β)×

× d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, λ) − V

(μ)
ν,(α);3(r, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, β)

)]
. (24)

!����� ���� ������	�� �� σ1dr � �
���"��
�#�� �� r ��� r = 0
�� r = R1$ 
����� ���� ������	�� �� σ2dr � �
���"��
�#�� �� r ���

r = R1 �� r = R2$ 
����� ��%� ������	�� �� σ3dr � �
���"��
�#��

�� r ��� r = R2 �� r = R� �� R � � &������� ��'	�� (	)'�* +�����	

�"
	���� 
�&�',"�"	� ��#�� 
����)",

R∫
0

V
(μ)
ν,(α)(r, β)V (μ)

ν,(α)(r, λ)σ(r)dr =
sh r

β2 − λ2

[
V

(μ)
ν,(α);3(R, β)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(R, λ)−

−V
(μ)
ν,(α);3(R, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(R, β)

]
. (25)

-	&��(	�� �� )�����"� [c, d]� �� 0 < c < d ����
�
��� �).�'�"��

)������ ������� Ψ(λ) & �.������� ��
����#�* /������� ��'	(	�� ��0

�'�)���� ��"��
�'�

I =
2
π

∞∫
0

( d∫
c

Ψ(λ)V (μ)
ν,(α)(r, λ)Ω(μ)

ν,(α)(λ)dλ
)
V

(μ)
ν,(α)(r, β)σ(r)dr. (26)

/� �&��(���� &.����)"� ���'�)���� ��"��
�'�

I =
2
π

lim
R→∞

R∫
0

d∫
c

Ψ(λ)V (μ)
ν,(α)(r, λ)Ω(μ)

ν,(α)(λ)dλV
(μ)
ν,(α)(r, β)σ(r)dr =

= lim
R→∞

d∫
c

( 2
π

R∫
0

V
(μ)
ν,(α)(r, λ)V (μ)

ν,(α)(r, β)σ(r)dr
)
Ψ(λ)Ω(μ)

ν,(α)(λ)dλ.

1� �)���� 
����)"� ��2� ��#�� 

I = lim
R→∞

d∫
c

Ψ(λ)Ω(μ)
ν,(α)(λ)

2
π

sh R

β2 − λ2

[
V

(μ)
ν,(α);3(R, β)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(R, λ)−



���������	

� �����
��� 
�	�����
��� �	�	����	

���� ���

−V
(μ)
ν,(α);3(R, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(R, β)

]
dλ. (27)

�����	
���	� �	��
�
���� ������� A
(μ)
−1/2+ib3

(ch r)�

B
(μ)
−1/2+ib3

(ch r) 
� �� �������� ��� ��	
�
��� ������� ��� ���� R

!R ≈ ∞" #$%&

A
(μ)
−1/2+λ(ch r) ≈ 2−ν−

exp(−2−1r)[γ(μ);1(λ) cos λr + γ(μ);2(λ) sin λr], ν± =

=
1
2
(μ1 ± μ2), B

(μ)
−1/2+λ(ch r) ≈ 2−ν−

exp(−2−1r)[γ(μ);3(λ) cos λr+

+γ(μ);1(λ) sin λr], μ2),

dA
(μ)
−1/2+λ(ch r)

dr
≈ 2−ν−

exp(−2−1r)
[(

λγ(μ);2(λ) − 1
2
γ(μ);1(λ)

)
cos λr−

−
(
λγ(μ);1(λ) +

1
2
γ(μ);2(λ)

)
sin λr

]
,

dB
(μ)
−1/2+λ(ch r)

dr
≈ 2−ν−

exp(−2−1r)
[(

λγ(μ);4(λ) − 1
2
γ(μ);3(λ)

)
cos λr−

−
(
λγ(μ);3(λ) +

1
2
γ(μ);4(λ)

)
sin λr

]
. (28)

' �����	
�� !()" ������
� ����� ����&

a(μ)(λ) =
√

π

ch πλ

1
Z(μ)(λ)

Γ(−iλ)
Γ(1/2 + iλ)Γ(1/2 − iλ − ν−)Γ(1/2 − iλ − ν+)

,

b(μ)(λ) =
√

π

chπλ

1
Z(μ)(λ)

Γ(iλ)
Γ(1/2 − iλ)Γ(1/2 + iλ − ν−)Γ(1/2 + iλ − ν+)

,

c(μ)(λ) =
2
√

π
1

Z(μ)(λ)
Γ(1/2 + iλ + ν+)Γ(1/2 + iλ + ν−)

Γ(1 + iλ)Γ(1/2 + iλ)
,

Z(μ)(λ) = cos μ1π + iγ(μ)(λ) sin μ1π, γ(μ)(λ) =
cos μ1π sh 2πλ

cos μ2π + cos μ1π ch 2πλ
,

γ(μ);1(λ) = iγ(μ)(λ)[a(μ)(λ) + b(μ)(λ)] + c(μ)(λ) cos μ1π,

γ(μ);2(λ) = γ(μ)(λ)[a(μ)(λ) − b(μ)(λ)] − ic(μ)(λ) cos μ1π,

γ(μ);3(λ) = a(μ)(λ) + b(μ)(λ) − c(μ)(λ) sin μ1π,

γ(μ);4(λ) = i[b(μ)(λ) − a(μ)(λ) + c(μ)(λ) sin μ1π].



��� �������� 	������

��� ���	
�� V
(μ)
(ν,(α);3)(r, λ) � �� �������� ����� ���������� ��������

V
(μ)
(ν,(α);3)(r, λ) ≈ 2−ν−

exp(−r

2
)[g(μ)

ν,(α);1(λ) cos b3(λ)r + g
(μ)
ν,(α);2(λ) sin b3(λ)r],

dV
(μ)
(ν,(α);3)(r, λ)

dr
≈2−ν−1

exp(−r

2
)[g(μ)

ν,(α);3(λ) cos b3(λ)r +g
(μ)
ν,(α);4(λ) sin b3(λ)r].

� 
�� �������� ����� ����� ���	
���

g
(μ)
ν,(α);1(λ) = γ(μ);3(λ)ω(μ)

ν,(α);1(λ) − γ(μ);1(λ)ω(μ)
ν,(α);2(λ),

g
(μ)
ν,(α);2(λ) = γ(μ);4(λ)ω(μ)

ν,(α);1(λ) − γ(μ);2(λ)ω(μ)
ν,(α);2(λ),

g
(μ)
ν,(α);3(λ) =

[
λγ(μ);4(λ) − 1

2
γ(μ);3(λ)

]
ω

(μ)
ν,(α);1(λ)−

−
[
λγ(μ);2(λ) − 1

2
γ(μ);1(λ)

]
ω

(μ)
ν,(α);2(λ),

g
(μ)
ν,(α);4(λ) =

[
λγ(μ);1(λ) +

1
2
γ(μ);2(λ)

]
ω

(μ)
ν,(α);2(λ)−

−
[
λγ(μ);3(λ) +

1
2
γ(μ);4(λ)

]
ω

(μ)
ν,(α);1(λ).

��������� ���	
���

G
(μ)
ν,(α);1(λ, β) = g

(μ)
ν,(α);1(β)g(μ)

ν,(α);3(λ) − g
(μ)
ν,(α);1(λ)g(μ)

ν,(α);3(β)+

+g
(μ)
ν,(α);2(β)g(μ)

ν,(α);4(λ) − g
(μ)
ν,(α);2(λ)g(μ)

ν,(α);4(β),

G
(μ)
ν,(α);2(λ, β) = g

(μ)
ν,(α);1(β)g(μ)

ν,(α);3(λ) − g
(μ)
ν,(α);1(λ)g(μ)

ν,(α);3(β)+

+g
(μ)
ν,(α);2(λ)g(μ)

ν,(α);4(β) − g
(μ)
ν,(α);2(β)g(μ)

ν,(α);4(λ),

G
(μ)
ν,(α);3(λ, β) = g

(μ)
ν,(α);2(β)g(μ)

ν,(α);3(λ) − g
(μ)
ν,(α);2(λ)g(μ)

ν,(α);3(β)+

+g
(μ)
ν,(α);1(β)g(μ)

ν,(α);4(λ) − g
(μ)
ν,(α);1(λ)g(μ)

ν,(α);4(β),

G
(μ)
ν,(α);4(λ, β) = g

(μ)
ν,(α);2(λ)g(μ)

ν,(α);3(β) + g
(μ)
ν,(α);2(β)g(μ)

ν,(α);3(λ)−

−[g(μ)
ν,(α);1(λ)g(μ)

ν,(α);4(β) + g
(μ)
ν,(α);1(β)g(μ)

ν,(α);4(λ)].
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� �����
��� 
�	�����
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���� ���

���������	
�� �
��	���� ��

G
(μ)
ν,(α);j(λ, λ) = 0, j = 1, 2, 3; G(μ)

ν,(α);4(β, β) =
4 · 2ν−

Ω(μ)
ν,(α)(β)

. (29)

�� ��
��� 
���	�
� ���� ����������
� ���
����� ����
�������
����������
� ���
�����

V
(μ)
ν,(α);3(r, β)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, λ) − V

(μ)
ν,(α);3(r, λ)

d

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, β) ≈

≈ 2−1−ν−
e−r[G(μ)

ν,(α);1(λ, β) cos(q−3 (λ, β)r) + G
(μ)
ν,(α);2(λ, β) cos(q+

3 r)+

+G
(μ)
ν,(α);3(λ, β) sin q+

3 r + G
(μ)
ν,(α);4(λ, β) sin q−3 r], (30)

q±3 (β, λ) = b3(β) ± b2(λ).

�
����	�� ����������
�� ���
����  !"# $������  %&# 
�'���� ����(
������
�)� ��)�*	��

I = lim
R→∞

sh R

21+ν−eR

2
π

d∫
c

Ψ(λ)Ω(μ)
ν,(α)(λ)

1
β + λ

×

×
[G

(μ)
ν,(α);1(λ, β)

β − λ
cos(q−3 (λ, β)R) +

G
(μ)
ν,(α);2(λ, β)

β − λ
cos(q+

3 (λ, β)R)+

+
G

(μ)
ν,(α);3(λ, β)

β − λ
sin(q+

3 (λ, β)R) + G
(μ)
ν,(α);4(λ, β)

sin(q−3 (λ, β)R)
β − λ

]
dλ. (31)

+� ����� ,���
� -./ )��
�0* ���1� ���� 	�	�
��� ���
� 
���2 +�
����� 3����� -./

lim
R→∞

sh R

2ν−eR

d∫
c

[ Ψ(λ)
β + λ

Ω(μ)
ν,(α)(λ)G(μ)

ν,(α);4(λ, β)
] 1
π

sin(q−3 R)
β − λ

dλ =

=
1

2 · 2ν−
Ψ(β)
2β

Ω(μ)
ν,(α)(λ)G(μ)

ν,(α);4(β, β) = Ψ(β), β ∈ [c, d].

4�5�� 1���
�� �
��)���

I =
2
π

∞∫
0

d∫
c

Ψ(λ)V (μ)
ν,(α)(r, λ)Ω(μ)

ν,(α)(λ)dλV
(μ)
ν,(α)(r, β)σ(r)dr =



��� �������� 	������

=
{

Ψ(β), β ∈ [c, d],
0, β∈[c, d].

���� ��	�
�� Ψ(λ) �� �����	� ���� ����������� 	� 	���	� (0,∞)�
��

2
π

∞∫
0

∞∫
0

Ψ(λ)V (μ)
ν,(α)(r, λ)Ω(μ)

ν,(α)(λ)dλV
(μ)
ν,(α)(r, β)σ(r)dr = Ψ(β), β ∈ [0,∞).

(32)
��������� ������ �� ��	�
��

g(r) =
2
π

∞∫
0

Ψ(β)V (μ)
ν,(α)(r, β)Ω(μ)

ν,(α)(β)dβ. (33)

��	���� ���	���� ���� 	� V
(μ)
ν,(α)(r, λ)σ(r)dr�  � λ !  �����	�  � ��	�

"����� # ����	��$���� �� r = 0  � r = ∞% &	���� �� ���	���� ����� ��'

����(
∞∫
0

g(r)V (μ)
ν,(α)(r, λ)σ(r)dr = Ψ(λ).

�� ������)� � ���	���� ���� ��	�
�*

Ψ(β) =

∞∫
0

g(ρ)V (μ)
ν,(α)(ρ, β)σ(ρ)dρ,

��� �	��$����	� ��+����		� ��,�%

����������	 ���� -������'��	�
��- g(r) �������'	�������	�� ��

����� � ��,� ���+� ������ ������ g(r)

1
2
[g(r − 0) + g(r + 0)].

.��������		� ������� ��	�$� ������� ����� ��/� $�+�� 	�$� �	��'

$����	�$� ���������		�  � ����0�����		� �� ���� 	�1 �� �" ������'

"	�2 ������ +�������� 	� ��	��	�# �����	���� �	��$����	�$� ���������'

		� 345 M
(μ)
ν,(α)� ���	�"�	�$� ���	���* ���%


����� � ���� ��	��	� �����	�����% ���� ������	
������� f(r) =
{Bν,α1 [g1(r)]� B∗

α2
[g2(r)]� Λ(μ)[g3(r)]} ���	�	�� � ����� I+

2 � � ��


���� gj(r) ������������ �	���� 	��� ��

lim
r→0

r2α1+1
[dg1

dr
V

(μ)
ν,(α);1(r, β) − g1(r)

dV
(μ)
ν,(α);1(r, β)

dr

]
= 0,



���������	

� �����
��� 
�	�����
��� �	�	����	

���� ���

lim
r→∞ sh r

[dg3

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, β) − g3(r)

dV
(μ)
ν,(α);3(r, β)

dr

]
= 0, (34)

�� ����� �	
�����

[(
αk

j1

d

dr
+βk

j1

)
gk(r)−

(
αk

j2

d

dr
+βk

j2

)
gk+1(r)

]∣∣∣
r=Rk

= ωjk, j, k = 1, 2, (35)

�� �	
���������� ������� ���������� ����
������� 	
���
���

��� M
(μ)
ν,(α)� ���������� 
������� ����

H
(μ)
ν,(α)

[
M

(μ)
ν,(α)[g(r)]

]
=

= −β2g̃(β) −
3∑

j=1

k2
j g̃j +

2∑
k=1

hk[Z
(μ),k
ν,(α);12(β)ω2k − Z

(μ),k
ν,(α);22(β)ω1k]. (36)

� �����	
� ��� ������
� �����������

g̃1(β) =

R1∫
0

g1(r)V
(μ)
ν,(α);1(r, β)σ1r

2α1+1dr,

g̃2(β) =

R2∫
R1

g2(r)V
(μ)
ν,(α);2(r, β)σ2r

2α2−1dr,

g̃3(β) =

∞∫
R2

g3(r)V
(μ)
ν,(α);3(r, β)σ3 sh rdr, h1 = a2

1σ1R
2α1+1
1 c−1

11 ,

h2 = a2
2σ2R

2α2+1
1 c−1

12 , Z
(μ),k
ν,(α);i2(β) = (αk

i2d/dr + βk
i2)V

(μ)
ν,(α);k+1(r, β)

∣∣∣
r=Rk

,

i, k = 1, 2.
���������� ������ � �������� ��� ������

H
(μ)
ν,(α)[M

(μ)
ν,(α)[g(r)]] =

R1∫
0

(a2
1Bν,α1 [g1(r)])Vν,(α);1(μ)(r, β)σ1r

2α1+1dr+

+

R2∫
R1

(a2
2B

∗
α2

[g2(r)])Vν,(α);2(μ)(r, β)σ2r
2α2−1dr+



��� �������� 	������

+

∞∫
R2

(a2
3Λ(μ)[g3(r)])Vν,(α);3(μ)(r, β)σ3 sh rdr.

������	
���� ��� ����� ���	
����� ��� ���� ���������

H
(μ)
ν,(α)[M

(μ)
ν,(α)[g(r)]] = a2

1σ1

(
r2α1+1

[dg1

dr
V

(μ)
ν,(α);1(r, β) − g1(r)×

×
dV

(μ)
ν,(α);1(r, β)

dr

])∣∣∣R1

0
+

R1∫
0

g1(r)(a2
1Bν,α1 [V

(μ)
ν,(α);1(r, β)])σ1r

2α1+1dr + a2
2σ2×

×
(
r2α2+1

[dg2

dr
V

(μ)
ν,(α);2(r, β)−

−g2(r)
dV

(μ)
ν,(α);2(r, β)

dr

])∣∣∣R2

R1

+

R2∫
R1

g2(r)(a2
2B

∗
α2

[V (μ)
ν,(α);2(r, β)])σ2r

2α2−1dr+

+a2
3σ3

(
sh r

[dg3

dr
V

(μ)
ν,(α);3(r, β) − g3(r)

dV
(μ)
ν,(α);3(r, β)

dr

])∣∣∣∞
R2

+

+

∞∫
R2

g3(r)(a2
3Λ(μ)[V

(μ)
ν,(α);3(r, β)])σ3 sh rdr.

� ���	�	��������� �������� ��� ���������� �� ������! V
(μ)
ν,(α);j(r, β)�

�������� ����"������

a2
1Bν,α1 [V

(μ)
ν,(α);1(r, β)] = −(β2 + k2

1)V
(μ)
ν,(α);1(r, β),

a2
2B

∗
α2

[V (μ)
ν,(α);2(r, β)] = −(β2 + k2

2)V
(μ)
ν,(α);2(r, β),

a2
3Λ(μ)[V

(μ)
ν,(α);3(r, β)] = −(β2 + k2

3)V
(μ)
ν,(α);3(r, β). (38)

#� ������ 
�������� �������	$ %&�' ����  ���� �������	
������ ��(

����� � ������ r = 0 �� r = ∞)
*�+� ���� ����"	��� �	���������� �� ,����� ����"����� %�' ���

g(r) ∈ G �� V
(μ)
ν,(α)(r, β) ∈ G ��,���� ��
�����

(dgk

dr
V

(μ)
ν,(α);k − gk

dV
(μ)
ν,(α);k

dr

)∣∣∣
r=Rk

=



���������	

� �����
��� 
�	�����
��� �	�	����	

���� ���

c2k

c1k

(dgk+1

dr
V

(μ)
ν,(α);k+1 − gk+1

dV
(μ)
ν,(α);k+1

dr

)∣∣∣
r=Rk

+

+
1

c1k
(Z(μ),k

ν,(α);12(β)ω2k − Z
(μ),k
ν,(α);22(β)ω1k), k = 1, 2. (39)

�� ����	�
� ���
� 		���	� ���� ��� k = 1, 2 �����
� �����

a2
1σ1R

2α1+1
1

(dg1

dr
V

(μ)
ν,(α);1 − g1

dV
(μ)
ν,(α);1

dr

)∣∣∣
r=R1

− a2
2σ2R

2α1+1
1

(dg2

dr
V

(μ)
ν,(α);2−

−g2

dV
(μ)
ν,(α);2

dr

)∣∣∣
r=R1

=
(
a2

1σ1R
2α1+1
1

c21

c11
− a2

2σ2R
2α1+1
1

)(dg2

dr
V

(μ)
ν,(α);2−

−g2

dV
(μ)
ν,(α);2

dr

)∣∣∣
r=R1

+ a2
1σ1R

2α1+1
1

1
c11

(Z(μ),1
ν,(α);12(β)ω21 − Z

(μ),1
ν,(α);22(β)ω11) =

= h1(Z
(μ),1
ν,(α);12(β)ω21 − Z

(μ),1
ν,(α);22(β)ω11); (40)

a2
2σ2R

2α2+1
2

(dg2

dr
V

(μ)
ν,(α);2 − g2

dV
(μ)
ν,(α);2

dr

)∣∣∣
r=R2

− a2
3σ2 sh R2

(dg3

dr
V

(μ)
ν,(α);3−

−g3

dV
(μ)
ν,(α);3

dr

)∣∣∣
r=R2

=
(
a2

2σ2R
2α2+1
2 − a2

3σ3 sh R2

)(dg3

dr
V

(μ)
ν,(α);3−

−g3

dV
(μ)
ν,(α);3

dr

)∣∣∣
r=R2

+ a2
2σ2R

2α2+1
2

1
c12

(Z(μ),2
ν,(α);12(β)ω22 − Z

(μ),2
ν,(α);22(β)ω12) =

= h2(Z
(μ),2
ν,(α);12(β)ω22 − Z

(μ),2
ν,(α);22(β)ω12). (41)

�� �������� � �
��� ! ����� � 
���� σ1 σ2 σ2

a2
1σ1R

2α1+1
1

c21

c11
− a2

2σ2R
2α2+1
1 = a2

1R
2α1+1
1

c21

c11

c11

c21

c12

c22

R2α2+1
1

R2α1+1
1

sh R2

R2α2+1
2

1
a2

1

−

−a2
2R

2α2+1
1

c12

c22

sh R2

R2α2+1
2

1
a2

2

=
c12

c22

R2α2+1
1

R2α2+1
2

sh R2 − c12

c22

R2α2+1
1

R2α2+1
2

sh R2 = 0,

a2
2σ2R

2α2+1
2

c22

c12
− a2

3σ3 sh R2 = a2
2R

2α2+1
2

c22

c12

c12

c22

sh R2

R2α2+1
2

1
a2

2

− sh R2 = 0.

"������# ��
��	$� ��%� �&'� 	� �&�� �����

H
(μ)
ν,(α)[M

(μ)
ν,(α)[g(r)]] =

2∑
k=1

hk[Z
(μ),k
ν,(α);12(β)ω2k − Z

(μ),k
ν,(α);22(β)ω1k]−



��� �������� 	������

−
[ R1∫

0

(β2 + k2
1)g1(r)V

(μ)
ν,(α);1(r, β)σ1r

2α1+1dr+

+

R2∫
R1

(β2 + k2
2)g2(r)V

(μ)
ν,(α);2(r, β)σ2r

2α2−1dr+

+

∞∫
R2

(β2 + k2
3)g3(r)Vν,(α);3(r, β)σ3 sh rdr

]
. (42)

����� �	
������� � ���� ���������� �� ���� �	� ���������� ����	��
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