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����� S � ���� ����� ����� ������� F (z) =
+∞∑
n=0

an�zλn � �	 

��������! "	 ���	�	�#���
# $	�$ 0 ≤ λn < sup{λj : j ≥
0}, � μn = − ln |an|, ��� �#	$ |an| > |an+1| (n ≥ 0). %��		!

"	 $ ������$! �	��
∑+∞

n=0 (μn+1 − μn)−1 < +∞, ��������	&����

sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} ∼ μ(σ, F ) ∼ inf{|F (σ + it)| : t ∈ R},
�� μ(σ, F ) = max{|an|�σλn : n ≥ 0}, ���	�$�
#�� ��� σ → −0
�	��� ����	' ����
�	�	' �	(��� E ����)���	' �	*���+�)�	' � 

��� , �
�

� �	�����	! "	 �������� 	��� ����
�	�	' �	(��� E �
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� �� 	(���
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"���� #���"�$ f � ��%���
���� ���������� �������
��� �����

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
nk ,

������������ ���

���������

Mf (r) = (1 + o(1))μf (r), Mf (r) = (1 + o(1))mf (r), &'(

&�� Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}� mf (r) = min{|f(z)| : |z| = r}� μf (r) =
max{|ak|rnk : k ≥ 0} ) �����������$ ���� ���( 
���������� �� r →
+∞ ��
�� ������ ������� E ⊆ [1,+∞) ���������� ��*��#������ ���

��� ������	 
�� ���� �����
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ln �����E =
∫
E∩[1,+∞) d ln r < +∞	 
� ����� ����������
 �����

+∞∑
k=0

1
nk+1 − nk

< +∞.

��� ��������� �������� �������  !" #�$%&$	 '()* +�,-" . ���/0� 1���
 �2��3��0���
  '- ����������
 ��0� 2�� r = rj → +∞- 3���3���

3��� � +',"

. ���' �" 4"5" 6���  7"8" 6����� +�, 3�����	 9� �2�� ���
�����:
������� � ������ ������� 2����9��� �� �����" ��� 1��� ���� �����
���� � 2�3/��;� ����3����
	 �����������;� 3�
 <��= �
3� >�=��

F (z) =
+∞∑
n=0

anezλn  �-

� ���3?������ ������@A��� 3� +∞ 2���������� (λn)" B�� <���� ��2��
���9������ �2���� ���
�����: ������� E � �2��3��0���
=

M(x, F ) = (1 + o(1))m(x, F ), M(x, F ) = (1 + o(1))μ(x, F ),  �-


� �� �����
+∞∑
n=0

1
λn+1 − λn

< +∞

������@���
 2�� x → +∞  x /∈ E-	 � ���A������ :: ��� C�/�;� +D,	 ��/�
��

∫
E∩[0,+∞) dx < +∞  � +E, ����2����A� �2��3��0���
  �- ��������

2�� x = xk → +∞-" 4��

M(x, F ) = sup{|F (x + iy)| : y ∈ R}, m(x, F ) = inf{|F (x + iy)| : y ∈ R}
μ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}.

F���� ν(x) = ν(x, F ) = max{n : |an|exλn = μ(x, F )} G 2����A�������
<���������� �3��� �
3� >�=��  �-"

. '((E �" 7"8" 6����� +H, ������� �����; ������� ������� 3�
 <�
��= �
3� >�=��	 2���3������ 3����= 2�������� 
��= 3�2����� 
�
��
����� /�3��
��: ������� ���A����= ��A�� ���2A���
	 ���  �/�����
����" I�����	 2��2��������
 ��0�	 9�/ 2���3������ (λn) �� 3��
;���
����: ��A��: ���=���: ���	 ��/��J

(∀j ≥ 0) : 0 ≤ λj < sup{λk : k ≥ 0} = Δ ≤ +∞.  E-
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������� � �	
�� ����� F ���	�
����� ����� 	���� ��	���� ���� �����

����� ����� ���� ����!� "�� " �#�� � {μn : n ≥ 0} = {− ln |aj | : j ≥ 0}
$  ��	���� ��� �� ����������� ������� ���� (− ln |aj |)% &�'�  ����"�

���� "�� �
+∞∑
n=0

1
μn+1 − μn

< +∞, ���

�� ���  ����(����

F (x + iy) = (1 + o(1))aν(x)e
(x+iy)λν(x) ���

 ����"���� �	� x → +∞ �x /∈ E1, �� E1 $ ���
��� ����)����* ����	��

+��)��* ��	�� ����� ln �	
�� E1 =
∫
E1∩[1,+∞) d lnx < +∞ � 	� ����	��

�� y ∈ R.

������ ���������� �������� ��� ����� ������� � � �!���" ��#$��

#�" ��#��"���% ������#��&

������� � �	
�� ����� F $ +"������ ��� ���	�
����� �����!���

���
��� " �� ���'��� {z : Re z < 0} 	���� ��	���� ���� ��������� �����

���� ����!� "�� " �#� � Δ = +∞� � {μn : n ≥ 0} = {ln |aj | : j ≥ 0} $

 ��	���� ��� �� ����������� ������� ���� (ln |aj |)% &�'�  ����"����

"�� � �,�� �� ���  ����(���� �-�  ����"���� �	� x → −0 �x /∈ E2,
�� E2 $ ���
��� ����)����* ����	�+��)��* ��	� �� �	���
�" [−1, 0)�
����� ln0 �	
�� E2 =

∫
E2∩[−1,0)

d ln(1/|x|) < +∞ � 	� ����	�� �� y ∈ R.

'� �������� ��#� (�� �������) �*� �*�� "�! �� ��) +� �(�# �����

�*���� ������) ���������  �������� , � �) - ��(�*��+ �����&

������� � ��� �"�����* �	����!)�* ������� ����� (μn), ��� ���� ���

��� "�� " �,�� � ��� ��
��* �������* +"����* h(x)� ����* '� h(x) ↑ +∞
(x → +∞)� ���"!� ����� 	�� ��	����  �����" ��� � ���+���������

an = exp{−μn}, ��������� ����� ���� ����!� "�� " �#�� ���
��� E
� ����� β > 0� ���� '�

F (x) ≥ (1 + β)μ(x, F ) �.�

���  ��� x ∈ E � /�	
��E =
∫
E∩[1,+∞) h(x)d lnx = +∞.

������� � ��� �"�����* �	����!)�* ������� ����� (μn)� ��� ���� ���

��� "�� " �,�� � ��� ��
��* �������* +"����* h(x)� ����*� '� h(x) ↑ +∞
(x → −0) ���"!� +"����� .� ��� ���	�
����� �����!��� ���
��� "

�� ���'��� {z : Re z < 0} 	���� ��	���� � ���+��������� an = exp{μn},



��� ���� ����	
���� ���

������� E � �	�
� β > 0� 	��� �� ��� �������	��� �
� ���� x ∈ E �

�����	E =
∫

E∩[−1,0)

h(x)d ln(1/|x|) = +∞.

��������� 	������ �� 
� �  ��� �������� ������������ Cn = max{μk−
μk−1 : 1 ≤ k ≤ n}� ���� � � !��� "�# �����$% &� μk−μk−1 → +∞ (k →
+∞), �� �'��!����% &� Cn ↗ +∞ (n → +∞), � ����(

∑+∞
n=1

Cn
μn−μn−1

=
+∞�

)�*+'+�� �'����,�! ������������ (κn)%  �� �������� $ !���-

1) h(κn) ≥ Cn (n ≥ 1); 2) κn+1 ≥ κn max
{

1 + q
μn−μn−1

; 1 + q
μn+1−μn

}
�'� n ≥ 1, �+ q . ������+ /������+ ������+ ������

0������� /!��1� h(x) �'����$ �� +∞, �� !��� �*�'! (κn) �+�!�
�+'+�����

)�*+'+�� �+�+' ��������� (λn) � '+�!'+����2 �������3+��

λn = λn−1 + (μn − μn−1)/κn (n ≥ 1), λ0 = 0.
0�+����% &� λn < λn+1 (n ≥ 0). 4��5� �+�� ' � 6�'�2�+ "�# � &�7��
�*'����� ����������� �� � ��+/�1�$����� an = exp{−μn}. 8� ��*!���

�, ��$��% &�
ln an−1 − ln an

λn − λn−1
≡ κn ↑ +∞ (n → +∞). 6�*'+ �����% &�

! 1���! �����!

μ(x, F ) = anexλn (∀ x ∈ [κn; κn+1]). "9#

8� �+�'+��, :����1� "�;% �����# ��'��!$�� − 1
λn

ln an → +∞ (n → +∞)
�% ��(+ "�9% ��9��#% �����+��  "�# /!��1� F ���+(��� �� ����! 1���2
' �� 6�'�2�+ � �����������, ��������� (λn)�

6� n ≥ 1 ��������� tn =
(
1 + q

μn+1−μn

)−1 = μn+1−μn

μn+1−μn+q . 8'��!����%

&� 0 < tn < 1 � tnκn+1 > κn (n ≥ 1). <��� �� x ∈ [κn+1tn, κn+1] ≡ In

��$��

an+1e
xλn+1

μ(x, F )
= exp{(μn − μn+1) + x(λn+1 − λn)} ≥

≥ exp
{ − q

(
1 +

q

μn+1 − μn

)−1} ≥ e−q ≡ β.

0�(+% �+'������ ";# ����!$��� �� x ∈ ⋃+∞
n=1 In. 4��5� �+�� �+�+'

�����	 In =
∫
�n+1

�n+1tn

h(x)d lnx ≥ h(κn) ln
1
tn

= h(κn) ln
(
1 +

q

μn+1 − μn

)
.

0������� μn+1 − μn → +∞ (n → +∞)% �� ln
(
1 + q

μn+1−μn

)
≥ q

2
1

μn+1−μn

�� ��2 n ≥ n0� 0�(+% �����	
+∞⋃

n=n0

In ≥ q

2

+∞∑
n=n0

Cn

μn+1 − μn
= +∞.

<+�'+�! = ��+�+���
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� � �� � � �	�
�
��� �
	
�� �� ���

�	 �� �	����
�	������ (μn) �	������ �	����	������ Cn ↗ +∞ (n → +∞), ��� ��	�∑+∞

n=1 Cn/(μn+1 − μn) = +∞. �
 �! tn = 1 + d
μn+1−μn

, �
 d " �	�����

#���	���
 �	����
 ����	$ %�������	 ��	&	 �	������ �	 ���� �	����
�	������ ���'(��� ���
� (κn) ���� )	� �	�� ���	�	������ ��	��*

1) h(tnκn+1) ≥ Cn; 2) |κn+1| ≤ |κn|/tn ��� ��� n ≥ 1.
�
��+�	 �	������� )	 ��	�� ���	� �	����	��	��� (κn) �
���

�����$

%��

�	 �
�
 �	������� (λn) � 
��
���� ��������	,
��

λn = λn−1 + (μn−1 − μn)/κn (n ≥ 1), λ0 = 0.
-	�����	� )	 λn < λn+1 (n ≥ 0). .	�&���
�	 �� /�� �
 ��&���� 0�1$
-� �	���	�	� � ���		� �	����	��	��� κn ��(�	

ln an−1 − ln an

λn − λn−1
=

μn−1 − μn

λn − λn−1
≡ κn ↑ 0 (n → +∞). 021

-� �
	
�	� 3�	��4� 056� �$�781� ����( &���4� limn→+∞ μn/λn = 0.
-������ ��� #���	���	&	 x < 0 ��(�	 μn+xλn = (1+o(1))xλn (n → +∞)$

- ��	�� 071 �������(� )	 μn+1 −μn → +∞ (n → +∞)� � �	�� μn+1 −
μn ≥ c1 (∀ n ≥ 0), �
 c1 " �
��
 �	����
 ����	$ 9�� �	&	� κn → +∞ (n →
+∞), �	�� 1/κn+1 ≥ c2 > 0 (∀n ≥ 0). :�+
� λn+1 − λn = 1

|�n+1|(μn+1 −
μn) ≥ c1 · c2. -������ λn ≥ c1c2n. ;	�� exp{μn + xλn} ≤ exp{− |x|

2 nc1c2}
(∀ n ≥ n0). -����� �������(� )	 �� 0�1 ���	����	 ���+��! � �����	)���
{z : Re z < 0}$ <	���� � 021 �������(� )	 ���	��(���� 0=1� �	 ��� ��� 
x ∈ [tnκn+1, κn+1] ≡ In 	����(�	

an+1e
xλn+1

μ(x, F )
= exp{−(μn − μn+1) + x(λn+1 − λn)} =

= exp
{ − (μn+1 − μn)

( |x|
|κn+1| − 1

)} ≥ exp{−(μn+1 − μn)(tn − 1)} = e−d,

� 	�+
� 061 ���	��(���� � β = e−d ��� ��� x ∈ In$ .	�&���
�	

>�?@AB In =
∫

In

h(x) · d ln(1/|x|) ≥ h(tnκn+1) ln
tn|κn+1|
|κn+1| =

= h(tnκn+1) ln
(

1 +
d

μn+1 − μn

)
≥ Cn ln

(
1 +

d

μn+1 − μn

)
.

:������� ln
(
1 +

d

μn+1 − μn

)
= (1 + o(1))

d

μn+1 − μn
(n → +∞), �	 ��

	���+�	��� ���
+∞∑
n=1

Cn/(μn+1 − μn) 	����(�	 >�?@AB
( +∞⋃

n=0
In

)
= +∞$

;
	
�� C �	�
�
�	$
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� �����	����
� �	�� ���� ������ �
	����

�� S �� �� ����� �� ���	� ��	����� ��	��� F (z) =
+∞∑
n=0

an�
zλn ���

� !����� ��" ���#����� ��������$ �� ���"����� 0 ≤ λn < sup{λj : j ≥
0}, |an| > |an+1| (n ≥ 0); μn = − ln |an|. � �� 
���� �� ��∑+∞

n=0 (μn+1 − μn)−1 < +∞,
��� �� 	������� sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} ∼ μ(σ, F ) ∼ inf{|F (σ + it)| :
t ∈ R}, ���" �� σ → +∞ �%��"� � ��	��� � ��!����� �� E �� �� &���

��$�	��'�� '���%	� ���	� μ(σ, F ) = max{|an|�σλn : n ≥ 0}. �� ��� !�!�	

�� !	��� �� �� ����� "���	�!��� �� � ��!����� �� E �� $���	�� �����

�� �'!	���"�


