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����� ������� )+*# �����	
��� ��� 
��� ���� � ���
�� �������� ),*# �������
 �����	
��� -���� ).# �%/�*
� �%��%

0�������1
 ��������� �������� ������ � �����	
��� ���� 2���� 
����3# ����� ����"���� �����	
��� �����$ ����� 2���������3 ����� �#
�� ����
 �����# 4� ���� ����� 2���������3 ������� ������(�� �����
���� ���$ �����$ ����� 2���������3 �����
����� ��� ����
����� �����%
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�������� (�������� ��� ������ ������$ ���� 
��
������� ������� ��$ ���
�������$ (������%

���������# ���������# 4� � ������� -% 5�
�� )�* �� -% 6���� )/*
���������# 4� �
�
���
��� �������� ��� �����
������ ���� f1 : x →
x+1 �� f2 : x → xq# �
 q > 1 7 (������
 ���������
 ����� � ������ ����

��� ������
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� ����� � ������� ���� C� ��������	 ���	
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�����������

� �
��� � ! ��������"	�� ������� ������ ��� ���#
�� 
������ $�%
�����
�� ������� &� �������"	�� ���
�$� ���$� ���'���%��
�#
�$�
��������

�$�� ��� � ��
�# ����� $��	 ���
��

� ������� � � (� ���
)	�$� )� ����� ��������"	�� � ���	
�# ��'��� )�����
�* ����� &�
�������
� ++ ���
�$� ���$�
�$�� ,
-� �������� ���	
�* ���� �
����%
����� ���'���%��
�#
�* ��������
	 �������������� � ��'��* �.%/!�

� ��
�# ��'�� 
�����	�� 
��� ����
� �$��� ���	
��� 
���������
&� ��������	�� ����� �
�����
�* 0�
�)�# � �����# �'���� ��$%
�����
�+ ���&�
�� ��� ���������	�� � ����
��� ���� ���
��� ��������
1�����
� �$��� ���������	�� �� 
��������� �������
�* ��
���
� ��%
'��
�$� 0�
�)��$�� &� ��������� ��'������ 
��� ��'����

� ���	
�*
0�
�)��
��	
�* 
�������� ��
�� ��

� ��������� 	�
������

1�*�# f, g : Ω → Ω 2 �
�����
� 0�
�)�+ � �'���� Ω ��$�����
�+
���&�
� C� ��� �3�������	�� � ����
��� ���� �������

f(z) = a0 +
+∞∑
n=2

an(z − x0)n, � �

g(z) =
+∞∑
n=0

bn(z − x0)n, b1 �= 0, ���

��� �'����	�� � ��
�# �'���� Ω � ����������
� �� ����
�$� (z−x0)� ��
x0 ∈ R�

4�$����$ N [Ω] ���
����$�$� �����
��	 ���* �
�����
�* 0�
�)�#
f : Ω → Ω� ��� ���������	�� � ����
���# ��� ���� � �5 ��$����$ P [Ω]
���
����$�$� �����
��	 ���* �
�����
�* 0�
�)�# g : Ω → Ω� ���
����$ �� ���+$� n%���
�$� �n ∈ N� ���������)��$� ���������	�� �
����
���# ��� ���� ���� 6��
���$�� &� '��	%��� n%���
� �n ∈ N� ��%
�������)�� 0�
�)�+ f 
�����	 �� N [Ω]� &� �������" �� ���������#
���������)�+ ����
���* ������ �'� �����
���� ���� � ��� � ��������%
"	�� '���������
	��

7�
� 0�
�)�+ f, g : Ω → Ω ���
��
� ��+ ���������)�+ 0�
�)�# �������%
�	 
���������� ��� ���
���$� ������ S� �����	�� ���
���
� '��	%���
���������)�� ����
� � ������� 
������������� ����� ��� 0�
�)�# f � g�

8�" $��)� 
����
� ������

��
����� ���� �����	���

� f, g : Ω → Ω � �������	
���� �� S �


���	����� �� ������

�� ���	��



��� ��������	

���������� �����	
� 	� 	��
����� �����
� ϕ,ψ, h ∈ S ������ ��

ϕ ◦ h = ψ ◦ h �◦ � ������
 ����������
� �����
� ���������!� �
��
���

ϕ = ψ " #���� �������� 
���$ ���� ��%�� z0 ∈ Ω� 	� ��� ϕ(z0) �= ψ(z0)"
&�	
 
� �'�($��������
 ����������� f, g : Ω → Ω �������$ �'�($�����
���

��
� ���!���
� ���
�)���� S� �����!�� ����������� h : Ω → Ω� �� ��	�*

�����$ �
��
��� ϕ ◦ h = ψ ◦ h� $ �'�($������!" &�!� 
���$ ��%�� z1 ∈ Ω
����� �� z0 = h(z1)" + ���������
 	
�����!� �!��� ϕ(h(z1)) �= ψ(h(z1))�
�� �����	��� 	� ������%����
 � �
��
��' ϕ ◦ h = ψ ◦ h 
 	���	��� ����*

!�������� ����	,���"�
#���� ϕ : Ω → Ω � 	��� 	�������
����� �����
" &�	
 n*������

����������
' �
$� �����
� �����%���!�!� ��!����! ϕ(n)� ��-��

ϕ(n)(z) = (ϕ ◦ ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n

)(z), z ∈ Ω, n ∈ N,

� �� ���
	�� ����������!�!� ���. Dzϕ(z)� 	� Dz � �������� 	�������
'*

���� �� �!
��
� z ∈ Ω"

� ������� �	�
	��

#���� D = R �-� D = (x0−a; x0 +a) � 	� x0 � ����� ���������� �	
�

�� � �� � � a > 0 � �
������� 	�	���� %����" &�	
 	������
 �!��� �
����*

��
 ���
�)����� ����	,���� ����' ����
��%��� �����
�� ����!��'$!�

� ����!� ��)�	
"
	��
��� � ����� f ∈ N [Ω]� g ∈ P [Ω] � �	
������� �������

���	�
�� ���� ��
��� � �����
�	��	�	�
 � ���!	�� D ����	���� � �"#���� Ω � ��
��� f �� g ����������

�� � ��"��
$� ����#��� n%
����� ������&	��� g(n)(z), z ∈ Ω� �������� ��� ��%

��!��'� ������������ e : Ω → Ω�
(� ��
��� f, g : D → D � ����'� &������)	�	 �� �����!


D ∩ [x0; +∞)�
*� �#� ����#���'� x ∈ D ∩ [x0; +∞) �	
������� ����������

Dxg(x) > 0� ��	)�� g(x0) ∈ D ∩ (x0; +∞)�
+� �#� ����#���'� x ∈ D ∩ (x0; +∞) �	
������� ����������

Dxf(x) > 0�
,� ����	#���� � ���������� f(x0) ≥ x0-
.��� �����'��� S� �����!��� ��
����	 f �� g� � ��#���� �����%

'���� ���'  �������� ��#���� "�&	 {f, g}-
���������� #���� X = {x1, x2} � �����
� � 	��� ��!���
�" /��*

)���!� 	�� ���
�)�����
 ����� u ≡ u(x1, x2) �� v ≡ v(x1, x2) ��	 	���!



������ ����	
���� ���

�������	
 X� �� ������������� ��	�
� ������
� � �	��
���� �������	�	

�	�������� ����� ������
	 �������� ���� u �� v �� ������ f �� g ����	!

��	 	������� ������	����� ������� �	���"� ��
���� ������ x1 ������

f � � ��
���� ������ x2 ����	����	 ������ g� # ���������� �������
	 �	��

������ u(f, g) �� v(f, g)�
$����� ��� n!����� ������	����� f (n) ∈ N [Ω], g(n) ∈ P [Ω]� ����	
�

g(n) �= e %�
	�� &' � ��	( f (n) �= e� )	 �	�	(�� ������	����� e 	)����� Ω
�� ����(��� �	 N [Ω]� ��
 �	�	� N [Ω] ∩ P [Ω] = ∅� �	 ���������	�� ��	��

u(f, g), v(f, g) * ���	�	���
� �)	 ��������
� ��� 
�	(��	� ������

{f, g}�
$�(�� ��� �	������� ��	�
���	���	� ��	��
� ���� �	������ +	 ��

������	��� �������� ���������	�� ���� u(f, g) �� v(f, g) ��� 
�	(��	�

��	 ����� {f, g} � �	��
���� �������	�	 �	�������� ����� �������*� +	

�� ��	�� * �������
� ��� 
�	(��	� ������ {f, g}� ,�"�
� ��	��
��

���� �	������ +	 �	�	(�����

u(f(z), g(z)) ≡ v(f(z), g(z)), z ∈ Ω, %&'

* ������	��
-�������
	� +	 �	�	(����� %&' * ��������	�� $����� ������	��!

��� f, g : Ω → Ω * ���.*�����
� %�
	�� �'� �	 �����	 �� �������	�

��
	� � �	�������	
� ����� 
�*
	� +	 S / ���������� �� �	�	�����


������� 0	
� 
	(�
	 ���(���� +	 ���������	�� ��	�� u �� v �������!

���� �����
� ��
�	��
� � 
�	(��� ����� {f, g}� )	 �+	 �� ��	�� 
����

	���	�� ���������� �	 �	������"��� ����������� �	�	����� ������

� ���������� S� � ������� ��������� 
	(�� ���������
1� �� ��� ��������	��� ��	�	 u ������*���� �����	� f � � ��	�	 v

������*���� �����	� g� 0	�� ��	�� u �� v �	������� � �������

u(f, g) = ũ(f, g) ◦ f (α), v(f, g) = ṽ(f, g) ◦ v(β),

�� α, β ∈ N� ���������	�� �����	�	 ũ ��	�� u �)	 ������*���� �����	� g�
�)	 * �	�	(��
2 ����	����	 ���������	�� �����	�	 ṽ ��	�� v �)	 ����!

��*���� �����	� f � �)	 * �	�	(��
�
0��
 ���	
� 	���
�*
	 �	�	(������

(ũ(f, g) ◦ f (α))(x) ≡ (ṽ(f, g) ◦ v(β))(x), %3'

�� �	��������
�
	 ��� ��� x ∈ D�
������
	 �	 ���� ���	� �� ����	� ������� �	�	(�	��� %3' � �	��� x0�

# ���������� ������
	 �	 ����	���

Dx(ũ(f, g)(f (α)(x0)))Dxf (α)(x0) = Dx(ṽ(f, g)(g(β)(x0)))Dxg(β)(x0), %4'



��� ��������	

�� Dx � ����	
�� ����������	� �� ����� x ∈ D� ���		�������

�����	� �����
�� �������� ������ f (α) ∈ N [Ω] 
� ������������!

�	�"� ��#��� �
������� ��� ���� $�% �������� 
	��� �
�������

��� ���� ��� z = x0 	&��	� ������'� �	#��� (	��� #��� #����

Dxf (α)(x0) = 0 	 
��� ���	 #	�
�	 �����
� $)% ����
�����
��� � ����
*��'����� 
���� ��	�� #	�
�� �����
� $)%� �
�� �&#������ ��+�!

��

Dxg(β)(x0) = Dxg(g(β−1)(x0))Dxg(g(β−2)(x0)) · . . . · Dxg(x0). $,%

�������� ������ g : D → D � �
��'� ����
	�#�� 	 ��������

D ∩ [x0; +∞) $����	 -% � ������
��� ������
� g(x0) > x0 $����	 )% 
�

��� #���	

g(β−1)(x0)), g(β−2)(x0), . . . , g(x0), x0

$� ���	��� ���� β = 1 �	��� g(0)(x0) ≡ x0% 	���	
� �������� D ∩
[x0; +∞)� (��� �'��� �� ������ ) ��� ������ .� �+���
� �� ��	��/

#	�
�� �����
� $,% � ���	
��� � �� 	������ #���� Dxg(β)(x0) 
	���

� ���	
��� 0	�	#��� .� 
��� 	���'������ ����� ṽ � � ������� 

&� �	�"� �����
� $)% &��� ������#�����1 ��	�	 // #	�
�	 � �������

����� 	 ���	 #	�
�	 �� ���	�	� ��.� ����
�����
��� � ����
2�+	� ������ [w] ��	#	� �	��� �����'� ����	 w ���#��/ ������

� �����
��� �������� (���

[ṽ] = f (α1) ◦ g(β1) ◦ f (α2) ◦ g(β2) ◦ . . . ◦ h
(γj)
j (j ∈ {1, 2}), $3%

�� h
(γ1)
1 = f (αk), h

(γ2)
2 = g(βk), k ∈ N� 0	����� ��+��� �����/ ṽ(f, g)

� 
�#�� y0 ≡ g(β)(x0)� (��� ��	�	�#� 	 ��'��� $3% �����
�'� ����	 [ṽ]
�� ����	 ṽ �������� .�

Dxṽ(f, g)(y0) = Dxf (α1)(y0)Dxg(β1)(f (α1)(y0)) · . . . · Dxh
(γj)
j ([w](y0)), $4%

�� j � ������	� #���� � ����� {1, 2} [w] � �����
� ����� �� ����	

w ��� �
�����
��� �� ����	 [ṽ] "��+�� ���������	� ��'� �	��#��

h
(γj)
j  ������	 ��.� [w] = ∅ 
� ����	�	���

h
(γj)
j ([w](y0)) = 1, j ∈ {1, 2}.

�������� ������ g : D → D � �
��'� ����
	�#�� 	 ��������

D∩ [x0; +∞) � ������
��� ������
� g(x0) > x0 $����� - 
	 )% 
� ������

������	�
� ������
�

y0 ≡ g(β)(x0) > g(β−1)(x0) > . . . > x0.



������ ����	
���� ���

����� 	
���	��� ��
�	����� f(x0) ≥ x0 ���	� � �� ���	� � ���
�

���� ��
�	����� f (n)(x0) ≥ x0 �
� 	��� n ∈ N� �	���� ��
�������  � 	��

�������� �
�	�! ������� 
�	����� "#$ �������% � 	�&'%��

Dxh(k)(x), h ∈ {f, g}, x ∈ D ∩ (x0; +∞), k ∈ N.

('% �����&� x ∈ D ∩ (x0; +∞) ����� 
�	�����

Dxh(k)(x) = Dxh(h(k−1)(x))Dxh(h(k−2)(x)) · . . . · Dxh(x), ")$

�� h ∈ {f, g}, h(0)(x) ≡ x, x ∈ D ∩ (x0; +∞), k ∈ N� �
����� 	�� �����

h(k−1)(x), h(k−2)(x), . . . , h(x), x, h ∈ {f, g}, k ∈ N,

��'����� �
������ D ∩ (x0; +∞)� ���� *&���� �* ���	��� + �� , �������
-���.�! h ∈ {f, g} � 	��*���� ������ � ���������� �	���� 	��'�	���  �
���'�� 	�*������ �
�	� ������� 
�	����� ")$� ����� � �������� �� %�

���'����� ���'� Dxṽ(f, g)(y0) � ���������
����� ������ �
�	� ������� 
�	����� "+$ � �������� ���'��� � '�	�

!! ������� ��
��	�
����% 	 ��'�� /�
���'� ����
�������� 0� �*������

 � �
��� ���%  ��� 	�������% ���������� "�$ � ��	�
���� 1 
�*�'�����

��
������ ���  � 2 ���
�3�� 3�'� ��	����� �

� ���������		


4�*&'%���� �	� ���&��'���

f(z) = a0 + a2z
2 + . . . + anzn, "�5$

g(z) = b0 + b1z + . . . + bmzm, "��$

����
�'���&� ������%� �� z ∈ C � 	�� ���-�.����� .�� ���&��'���	 � ��2�

����� ��	��6������ ���'���� �
����� anbm �= 0 �� b1 �= 0� ���� f ∈ N [C]
� g ∈ P [C]�
��*�������  � 3����%��2 ���&��'�� ϕ ����'��	�&� ������% *��2���

�
6����	�� 	���3
�����% ����'�����2 �'� ��� C 	 ��3�� ����'��� �'%
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���	���� ���� f(z) = zn, n > 1, ��
g(z) = z + 1 ���������� ������ ���������� ����� ��
�����	
���� � �������� � ����� ��������� � �����	
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��* � � ��
�� ���� ������ �����	
��*,
�- f(z) = z2, g(z) = 1 + z exp(z2 − 1), z ∈ C;
�- f(z) = 1 + (z + 2)3, g(z) = 1 + (z + 2) exp(z + 2), z ∈ C;
.- f(z) = 1 + z3, g(z) = 1 + z exp(exp z), z ∈ C.
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