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J(U) =

U∫
0

τ(u)∫
0

a(x(u, s))dx(u, s), +�,

�� τ(u) - .�
�$� ������."�"��� 	
��������� 	
�%��� x(u, s) �� x(v, s)
� "���/�" v& ( ��"�� ����"�� �� +�, 0 ����
������������
����" "�
����
����" �� U & 1
� ����������� '��� ��
����
������ � ������0 	����� ���
���� ��
 � 
�������  ���!���
� ��	������2 �������� τ(u)& 3������"��
�� ���������� ��
 �
����� ������������ �����
����� ����� 	��#����
� 
���#������" ������ ����
��%�������� 
�����& ! %�' ������ ���
��� �
� $����� ���'���� � 
��������� 
���#������ ����
��%��������

����� 	�
�$�������� ��	�&

4�����"� ���$����� 	��������& 4���' {w(t) : t ≥ 0 } ������
���'
����
������' 	
�%�� � R

d� D - ��#��� �$"����� �$����� � R
d& 5� ���

�������� x ∈ D 	������"�

τx = inf{t : x + w(t) ∈ ∂D} ∧ T, T ∈ (0,+∞).

��� ������



��� ������

����� 	� τx 
 ���������� � ����������

Mτ2
x < +∞.

�� ���������� � ��������� ���������� ��� w ��������� �������
τx ��
 ������� ��� !���� "�#

τx =
∞∑

k=0

Ik(ak(x)), $�%

����� ������� &���� 
 �������� ���'��������� ���������� ��� w�

Ik(ak(x)) =
∑

k1+...+kd=k

T∫
0

. . .

T∫
0

ak1,...,kd
(x; s1, . . . , sk)dw1(s1) . . . dwd(sk).

(��������� 	� ak1,...,kd

 ���������� �� ��)��� k1 �������� si� ��

���������� k2 �������� si � �*�*

+�� ������ �������� &���� ����&� &�� aκ(x), κ = {k1, . . . , kd}* (� 
���,���� 	� �������� ���� $�% ������-�. ��� ������� �������' �� 
��� � ���)����� ���'�������� ��������� ��& ������' ����������'
��������. ������������ ��� ���������' ������� "/#* 0�& ���������&
����,��& ��� ����&� &�� aκ ����� ���� ��������&�

1'�� k = k1 + . . . + kd � M{k1, . . . , kd} 2 ��� ���3���& ���,� 
�� {1, . . . , k} �� d �����������' ���� � ki ������� � i � ������
i = 1, . . . , d* 0�& r ∈ M{k1, . . . , kd} ��������� r(j) 2 ���� ������ �
&�� �������� ���� j ��� ���3���� r*

1'�� ��
�� ���3���& r* 4�������� zj 2 ���.����. ������ � r(j) �
������ &�� � ����	�-�. j* 5�� νi ��������� νi = k1 + . . . + ki−1.
(����� ν1 = 0� ν2 = k1* 0�& ��������� ������ ����, �������� z0 =
0� r(0) = 0� ν0 = 0* 1'�� Πi 2 ���,��� ���' ���������� ���,���
{1, . . . , ki}� i = 1, . . . , d* 6��� �������� ����� ��
 &���� ����&� &�� aκ*

������� �� ����� ak1,...,kd
(x; s1, . . . , sk1+...+kd

) � ��	� 
� 	������ ����

�
��	� ��������� �������� τx� ���


ak1,...,kd
(x; s1, . . . , sk) =

=
∑

ri∈Πi,i∈{1,...,d}
a∗k1,...,kd

(x; sr1(1), . . . , sr1(ν2), sr2(ν2+1), . . . , sk),



�������� 	
������� ������ �����
� ������� ���

��
a∗k1,...,kd

(x; s1, . . . , sk) =
∑

r∈M{k1,...,kd}
I{sνr(1)+z1�...�sνr(k)+zk

}×

×
∫

· · ·
∫

Dk+1

G(x, T ; ξk, sνr(k)+zk
)×

×
k∏

j=1

G
′
1,r(j)(ξj , sνr(j)+zj ; ξj−1, sνr(j−1)+zj−1)dξ0 . . . dξkds0.

G � �����	
 ��	� �	��
��
 ���������	�����	 � �����	 D�  ����� G
′
1,i

�������� ������� ���	��� �����	� G � i�� ���������� ������ ��	��
����

���������� ��� ��	
������ ���� ak1,...,kd
��������	��� ��������

����� �����������	�
��
	 ϕ ∈ L2([0, T ], Rd) � �����!

||ϕ||2 =
d∑

k=1

T∫
0

ϕ2
k(s)ds,

ϕ(s) = (ϕ1(s), . . . , ϕd(s)).

"���	#���

< ϕ, ξ >=

T∫
0

ϕdw =
d∑

k=1

T∫
0

ϕk(s)dwk(s).

"������� ��		��$ %� ξ � ��	&	�'����� (	�����'��� ���	������ ����
������ � �������� L2([0, T ], Rd)$ ��� �	� ���'��� ������� �	 ������ 
���	��	)� �� ����	��� *+,� ����	#��� ���
	���#�� ����������-

Eϕ = e<ϕ,ξ>− 1
2
||ϕ||2 .

���	 �	� �����	� .��������	-

Eϕ =
∞∑

k=0

Ik(ϕ
�

k),

�� ��� Ik(ϕ
�

k) ��������'��

Ik(ϕ
�

k) =
∑

k1+...+kd=k

1
k1! . . . kd!

T∫
0

. . .

T∫
0

ϕ1(s1) . . . ϕ2(sk1+1) × . . .

. . . × ϕd(sk)dw1(s1) . . . dwd(sk).



��� ������

������	��

� �������
��� ��� ������	�	� ������
� τx ��� ������

τ̂x(ϕ) := MτxEϕ =

=
∞∑

k=0

∑
k1+...+kd=k

T∫
0

. . .

T∫
0

ak1,...,kd
(x; s)ϕ

�
k1

1 . . . ϕ
�

kd

d ds.

 � � �
������
� !
�"�� �	 ϕ ∈ L2([0, T ], Rd) #� ��$
	� 	"�
�� ����
ak1,...,kd

T∫
0

. . .

T∫
0

a2
k1...,kd

ds1 . . . dsk ≤ C

k1! . . . kd!
,

�� C = Mτ2
x .

%	�& ��� �	�	& '	( #
�)�� ���� # �	#���� τx& �	*���
+	 ���� #
����


� τ̂x(ϕ) ��� ϕ ∈ C1([0, T ], Rd)&|ϕ| � K,  - �	
*��
� K �� ��#
����	
��#
�.�, /�	��*����	*� ��	���	- 0��*�
	�� �1�,

���2���	& '	 Ω 3 "� �
	2�
� *�$ 
�������
�$ 
� [0, T ] !
�"�) f
#� #
���

��� � R

d& ��� #��	�	�+
�-�+ �	� f(0) = 0& � P 3 ��
����*+��
���� 
� Ω, 4		���
��
�) ��	"�* � ��
����*+��� ��	"�*	� ���
	*
	 P ,

������	 �	#
���

�5

w̃x(t) = w(t) −
t∫

0

ϕ(s)ds + x;

P̃ 3 )�	���
�*
� ���� 
� Ω& ����& '	 �dP
dP = Eϕ6

ξx,s(ϕ)(t) = w(t) − w(s) +

t∫
s

ϕ(u)du + x − ������	��) ��	"�* �	 7&

���) *����� � �	��
� 86

τx,s = inf
t≥s

{t : x + w(t) − w(s) ∈ ∂D} ∧ T ;

τx,s(ϕ) = inf
t≥s

{t : ξx,s(ϕ)(t) ∈ ∂D} ∧ T ;

Fx : Ω → R,

Fx(g) := inf{t : x + g(t) ∈ ∂D} ∧ T.



�������� 	
������� ������ �����
� ������� ���

������	
�� � Fx � �	
����� � Fx(w(·)) = τx,0� ������ � �����
��

��������� w̃ � ����������	
 �������
 �������� P̃ � ����

MτxEϕ =
∫
Ω

Fx(ω)Eϕ(ω)dP =
∫
Ω

Fx(ω̃ +

·∫
0

ϕ(s))dP̃ = Mτx,0(ϕ).

 ��!���"��
Mτx,sEϕ = Mτx,s(ϕ).

#����
� $������

u(x, t) = Mτx,t(ϕ) − t.

#���
�� � ������ � $��
�!�� %�&
���'(��� )*+ u(x, t) ������!��,� ��'
������ ����"� (�-�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂u
∂t = −1

2

d∑
k=1

∂2u
∂x2

i
−

d∑
k=1

ϕi
∂u
∂xi

− 1

u(x, t) |x∈∂D= 0
u(x, T ) = 0,

.�/�& u∗(x, t) = u(x, T − t)� ���� u∗ � ����0,���
 ����"�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂u∗
∂t = 1

2

d∑
i=1

∂2u∗
∂x2

i
+

d∑
i=1

ϕi
∂u∗
∂xi

+ 1

u∗(x, t) |x∈∂D= 0
u∗(x, 0) = 0.

1���0,��� -����
� � �	�!,�� ��
	

u∗(x, t) = v∗(x, t) + v(x, t),

�� v∗ � v ������!��,��� �������� ����"� (�-� ����������2⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂v∗
∂t = 1

2

d∑
i=1

∂2v∗
∂x2

i
+ 1

v∗(x, t) |x∈∂D= 0
v∗(x, 0) = 0,

345

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂v
∂t = 1

2

d∑
i=1

∂2v
∂x2

i
+

d∑
i=1

ϕi
∂v∗
∂xi

+
d∑

i=1
ϕi

∂v
∂xi

v(x, t) |x∈∂D= 0
v(x, 0) = 0.

365



��� ������

������ �	
� �� �������� ������ ��� ����������� � ��� ���

v∗(x, t) =
∫

· · ·
∫

D

t∫
0

G(x, t; ξ, τ)dτdξ.

!�������� ��"�""� �#� $������ �%����� ��� ����"�& "�' �(%"��
��'�� '������ ��� ����"���� )�"�*�+ (vn) "�����"�� ��"��,

v0(x, t) = v∗(x, t)

vn(x, t) =
∫

· · ·
∫

D

t∫
0

G(x, t; ξ, τ)
d∑

i=1

(
∂v∗

∂ξi
(ξ, τ) +

∂vn−1

∂ξi
(ξ, τ)

)
ϕi(τ)dτdξ,

n � 1� �% ��� ξi ���������� �-�� �����"��� ����� ξ.

��%�%�� ���"��%""�,

A1(x, t) =
∫

· · ·
∫

D

t∫
0

G(x, t; ξ, τ)
d∑

i=1

(
∂v∗

∂ξi
(ξ, τ)ϕi(τ)

)
dτdξ,

An(x, t) =
∫

· · ·
∫

D

t∫
0

G(x, t; ξ, τ)
d∑

i=1

(
∂An−1

∂ξi
(ξ, τ)ϕi(τ)

)
dτdξ

/%����� ���%�����"�0 �"���*�0 ��("� ������� ���� ����� � � An

� vn

An(x, t) =
∫

· · ·
∫

Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(t)

G(x, t; ξn, τn)×

×
n∏

j=1

d∑
i=1

G
′
1,i(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕi(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn,

vn(x, t) =
n∑

k=1

Ai(x, t) + An(x, t).

1 *���� ����� ��� Δn+1(t) �� �������� ���� %��

Δn+1(t) = {(s0, . . . , sn) : 0 � s0 � . . . � sn � t}.



�������� 	
������� ������ �����
� ������� ���

��� ����	 
�� ����������� {vn} ��������	 �������� ��������	 
� An

����� ������ ������ �� �	 ���� � ������ �� ������������ !�����"
����� �#���� $���#�% &���� � %% ��'����' ()*+

|G(x, t; ξ, τ)| � C0|t − τ |− d
2 exp

{
−b

(x − ξ)2

t − τ

}
,

∣∣∣G′
1,i(x, t; ξ, τ)

∣∣∣ � Ci|t − τ |− d+1
2 exp

{
−b

(x − ξ)2

t − τ

}
.

,� ��������- #�' �#���� ��.�� �#����� An /�'�0 C = max
0�i�d

Ci	

����

|An(x, t)| � Cn+1

∫
· · ·

∫
Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(t)

(t − τn)−
d
2 exp

{
−b

(x − ξn)2

t − τn

}
×

×
n∏

j=1

d∑
i=1

|ϕi(τj)| (τj − τj−1)−
d+1
2 exp

{
−b

(ξj − ξj−1)2

τj − τj−1

}
dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn �

� (C∗)n+1

(
max
s∈[0,t]

d∑
i=1

|ϕi(s)|
)n ∫

· · ·
∫

Δn+1(t)

n∏
j=1

(τj − τj−1)−
1
2 dτ0 . . . dτn �

� (C∗∗)n+1 T
n
2

(
max
s∈[0,t]

d∑
i=1

|ϕi(s)|
)n

.

1�� ������� ����'��� ������ ������������ D ���� ������� �� ���"
�� R

d	 � ��.�� �������� �� R
d �#����� ��������- 2���� �� ��������

K	 ���- ���� ����.��� ϕ	 �������� K = 1

d(C∗∗T
1
2 +1)

. 2��� |An(x, t)| � αn	

������-�� � ������� n	 �� α < 1 3 #� �������	 
� ����������� vn

��������� � %% �����#- ��.�� ������ � �������

v(x, t) =
∞∑

n=1

∫
· · ·

∫
Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(t)

G(x, t; ξn, τn)×

×
n∏

j=1

d∑
i=1

G
′
1,i(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕi(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn



��� ������

�� �����	
� v �������� u

u(x, t) =
∞∑

n=0

∫
· · ·

∫
Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(T−t)

G(x, T − t; ξn, τn)×

×
n∏

j=1

d∑
i=1

G
′
1,i(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕi(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn

������������ ����
��	���� ���������� �������� τ �� ��!�
�"#� �

��$���	%

MτxEϕ = u(x, 0) =
∞∑

n=0

∫
· · ·

∫
Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(T )

G(x, T ; ξn, τn)×

×
n∏

j=1

d∑
i=1

G
′
1,i(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕi(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn =

=
∞∑

n=0

∫
· · ·

∫
Dn+1

∫
· · ·

∫
Δn+1(T )

G(x, T ; ξn, τn)×

∑
k1+...+kd=n

∑
r∈M(k1,...,kd)

n∏
j=1

G
′
1,r(j)(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)·

·ϕr(j)(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn =

=
∞∑

n=0

∑
k1+...+kd=n

∫
· · ·

∫
Δn+1(T )

∑
r∈M(k1,...,kd)

∫
· · ·

∫
Dn+1

G(x, T ; ξn, τn)

n∏
j=1

G
′
1,r(j)(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕr(j)(τj)dτ0 . . . dτndξ0 . . . dξn =

=
∞∑

n=0

∑
k1+...+kd=n

∫
· · ·

∫
[0,T ]n

I{τ1�...�τn}

τ1∫
0

∑
r∈M(k1,...,kd)

∫
· · ·

∫
Dn+1

G(x, T ; ξn, τn)

n∏
j=1

G
′
1,r(j)(ξj , τj ; ξj−1, τj−1)ϕr(j)(τj)dξ0 . . . dξndτ0dτ1 . . . dτn.

��������� ����� Ri i��� ���!��� 	� ��� ���� r& '� #�����
�"#� � ki

�������	�( )�� ������#�	 �����#����& '� ��!�� ���!��� Ri ���������

���� �� ���#������& �� �� �� ���*��� �	#�	 #����" ��+���*�+ �������&



�������� 	
������� ������ �����
� ������� ���

���� ���	
���� 
�
� ���� �� ���������� � ���� �
�
�������	� �	����

τk, k � 1�
sνi+j = τqi,j ,

�
 qi,j = min{l : l ∈ Ri/{qi,1, . . . , qi,j−1}}� i ∈ {1, . . . , d}� j ∈ {1, . . . , ki}. ���
�����	�� �� qi,j � �
 ����� �� ���� �� j�	! 	��� ! "�����#�"���� $�!��

Ri� qi,j "������%� � ������"�� �
�
� ���
�
��� ql,m� l ∈ {1, . . . , i−1} ��

m ∈ {1, . . . , ki} � l = i� m ∈ {1, . . . , j − 1}� �
��� k1 �	����� "����"���%� 

τi� �� ���� ! ��$!	
���� ��&!�#! '!�#��� ϕ1� ���!��� k2 �	����� �

τi� �� ���� ! ��$!	
���� ��&!�#! '!�#��� ϕ2 � ���� (
"�)#� ��	������

�� τj = sνr(j)+zj � τ0 = sνr(0)+z0 = s0� *��� 	�+	�

MτxEϕ =
∞∑

n=0

∑
k1+...+kd=n

∫
· · ·

∫
[0,T ]n

a∗k1,...,kd
(x; s1, . . . , sn)×

×ϕ⊗k1
1 (s1, . . . , sk1) . . . ϕ⊗kd

d (sνd+1, . . . , sνd+kd
)dτ1 . . . dτn,

,-.

�


a∗k1,...,kd
(x; s1, . . . , sn) =

=
∑

r∈M{k1,...,kd}
I{sνr(1)+z1�...�sνr(n)+zn}

∫
· · ·

∫
Dn+1

G(x, T ; ξn, sνr(n)+zn)

×
n∏

j=1

G
′
1,r(j)(ξj , sνr(j)+zj ; ξj−1, sνr(j−1)+zj−1)dξ0 . . . dξnds0.

/!�#��� a∗k1,...,kd
(x; s1, . . . , sn) �
 �&�"0��#�"� + �	
������% "������

�
���� k1 �	����� ,�
 "����"!%�� x.� �� ��!$�� k2 �	����� � ���� *�	!

�!#��
 ���� a(x; s1, . . . , sn) + �	
�������+% a∗ �� �
���� k1 �	������

k2 ��!$�� �	����� � ���� *�&��

ak1,...,kd
(x; s1, . . . , sn) =

=
∑

ri∈Πi,i∈{1,...,d}
a∗k1,...,kd

(x; sr1(1), . . . , sr1(k1), sν2+r2(1), . . . , sνd+rd(kd)).

1#�� #� ���� �������� � ���������� �� MτxEϕ � ak1,...,kd
	�%� ������

&�! �	
���% �� �	����	� � ����"�� ��%� ,-.� �� ak1,...,kd
� �!#��� �����

*
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�
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