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Знайдено повну систему однорiдних породжуючих елементiв ал-
гебри коварiантiв бiнарної форми восьмого порядку.

1 Вступ

Нехай Vd – комплексний векторний простiр бiнарних форм порядку
d, на якому природним чином дiє група G = SL(2,C). Продовжимо дiю
групи G на алгебру полiномiальних функцiй C[Vd ⊕ C2] на векторному
просторi Vd ⊕ C2. Нехай Cd = C[Vd ⊕ C2]G – алгебра G-iнварiантних
функцiй. В термiнах класичної теорiї iнварiантiв алгебра Cd називає-
ться алгеброю коварiантiв бiнарної форми порядку d. Нехай C+

d – iдеал
алгебри Cd, породжений всiма однорiдними елементами додатного сте-
пеня. Позначимо через C̄d множину однорiдних елементiв в C+

d , образи
яких в C+

d /(C+
d )2 утворюють базис цього векторного простору. Множина

C̄d називається повною системою коварiантiв бiнарної форми порядку d.
Елементи множини C̄d утворюють мiнiмальну систему однорiдних поро-
джуючих елементiв алгебри C̄d. Кiлькiсть елементiв множини C̄d будемо
позначати через cd.

Описання повних систем коварiантiв було однiєю з головних задач
класичної теорiї iнварiантiв 19-го столiття. Неважко показати, що c1 = 1,
c2 = 2, c3 = 4. Повна система коварiантiв для випадку d = 4 обчислена
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спiльними зусиллями Келлi, Буля, Ейзенштейна ще в 40-50-х роках ХIХ
столiття (див. огляд [1]). Повнi системи коварiантiв у випадку d = 5, 6
обчисленi трохи пiзнiше Ґорданом (див. [2]). Зокрема, c4 = 5, c5 = 23,
c6 = 26.

Спроба знайти повну систему коварiантiв для d = 7 була здiйснена
в роботi фон Ґалля [3], але в обчисленнях допущеннi неточностi (див.
[4],[5]) i запропонована ним система коварiантiв не є мiнiмальною си-
стемою однорiдних породжуючих. Також невдалими були спроби Силь-
вестра обчислити значення c7 (див. [6]–[8]). Повна система коварiантiв
у випадку d = 7 явно описана в роботi [9] першого автора. Зокрема,
c7 = 147.

Випадок d = 8 вивчався Сильвестром та фон Ґаллем, але вони отри-
мали рiзнi результати. Сильвестр в [6] отримав, використовуючи технiку
обчислень Сильвестра-Келлi, що c8 = 69. Фон Ґалль в [10], розвиваючи
конструктивний метод свого вчителя Ґордана, запропонував 68 коварi-
антiв, як повну систему для d = 8. Частину їхньої довгої дискусiї можна
знайти в [11].

Отже, повнi системи коварiантiв бiнарної форми на даний момент
вiдомi лише у випадку d ≤ 7 (див. також iсторичнi огляди в [1], [12]).

В данiй роботi, використовуючи методи статтi [5], знайдено повну си-
стему коварiантiв бiнарної форми восьмого порядку, яка складається iз
69 коварiантiв. Цим самим повнiстю пiдтверджений попереднiй резуль-
тат Сильвестра стосовно кiлькостi коварiантiв. Результати фон Ґалля
виявились в цiлому правильними, за виключенням того, що вiн пропу-
стив один коварiант.

Всi обчислення проводилися в Maple.

2 Семi-iнварiанти та їх зображення

Першим кроком у спрощеннi обчислень є перехiд вiд обчислення кова-
рiантiв до обчислення семi-iнварiантiв. Якщо розглядати коварiант як
многочлен вiд породжуючих функцiй алгебри полiномiальних функцiй
C[Vd ⊕ C2], то семi-iнварiант є старшим коефiцiєнтом цього многочле-
на вiдносно лексикографiчного впорядкування, iнварiантом пiдалгебри
верхньотрикутних унiпотентних матриць в алгебрi Лi sl2. Ототожнимо
алгебру C[Vd ⊕ C2] з алгеброю многочленiв C[t, x1, x2, . . . , xd, Y1, Y2].
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Породжуючi елементи
( 0, 0

1, 0

)
,

( 0, 1
0, 0

)
дотичної алгебри Лi sl2 дi-

ють на C[Vd] як диференцiювання

D1 := t
∂

∂x1
+ 2 x1

∂

∂x2
+ · · ·+ d xd−1

∂

∂xd
,

D2 := d x1
∂

∂t
+ (d− 1)x2

∂

∂x1
+ · · ·+ xd

∂

∂xd−1
.

Алгебра коварiантiв Cd спiвпадає з кiльцем всiх полiномiальних роз-
вязкiв диференцiального рiвняння в частинних похiдних першого поряд-
ку (див. [13], [16]):

t
∂u

∂x1
+ 2 x1

∂u

∂x2
+ · · ·+ d xd−1

∂u

∂xd
= 0, (∗)

тобто Cd = C[Xd]D1 , де u ∈ C[Xd], а

C[Xd]D1 := {f ∈ C[Xd]|D1(f) = 0}.

Нехай κ : Cd −→ C[Xd]D1 – C-лiнiйне вiдображення, яке спiвстав-
ляє однорiдному коварiанту порядку k його коефiцiєнт бiля Y k

1 . Пiд
однорiднiстю в бiградуйованiй алгебрi C[t, x1, x2, . . . , xd, Y1, Y2] розумi-
ється однорiднiсть вiдносно кожного з набору змiнних Xd та Y1, Y2. На-
слiдуючи класичнiй традицiї, елементи алгебри C[Xd]D1 назвемо семi-
iнварiантами, степiнь однорiдного коварiанта вiдносно набору змiнних
Xd, назвемо його степенем, а порядком коварiанта назвемо його степiнь
вiдносно змiнних Y1, Y2.

Нехай F =
m∑

i=0

fi

(
m

i

)
Y m−i

1 Y i
2 – однорiдний коварiант порядку m,

κ(F ) = f0 ∈ C[Xd]D1 . Класична теорема Робертса [15] стверджує, що
коварiант F повнiстю i однозначно визначається своїм старшим коефi-
цiєнтом f0, а саме

F =
m∑

i=0

Di
2(f0)
i!

Y m−i
1 Y i

2 .

З iншого боку, кожен семi-iнварiант є старшим коефiцiєнтом деякого
коварiанта (див. [13]). Тому ми можемо коректно визначити обернене
вiдображення κ−1 : C[X]d1 −→ Cd, а саме:

κ−1(a) =
ord(a)∑

i=0

Di
2(a)
i!

Y
ord(a)−i
1 Y i

2 ,
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тут a ∈ C[X]d1 i ord(a) – порядок елемента a вiдносно локально нiль-
потентного диференцiювання D2, тобто, ord(a) := max{s,Ds

2(a) 6= 0}.
Наприклад, оскiльки ord(t) = d, то

κ−1(t) =
ord(t)∑

i=0

Di
2(t)
i!

Y
ord(t)−i
1 Y i

2 = tY d
1 +

d∑

i=1

(
d

i

)
xiY

d−i
1 Y i

2 .

Як ми можемо бачити, κ−1(t) є просто базисною бiнарною формою.

Таким чином, задача знаходження повної системи коварiантiв Cd

еквiвалентна задачi знаходження породжуючих елементiв алгебри семi-
iнварiантiв C[X]D1 .

Структура алгебр констант локально нiльпотентних диференцiювань
може бути просто описана (наприклад, див. [14]). Зокрема, для диферен-
цiювання D1 отримаємо

C[Xd]D1 = C[t, σ(x2), . . . , σ(xn)][
1
t
] ∩ C[Xd],

де σ : C[Xd] → C(Xd)D1 є кiльцевим гомоморфiзмом визначеним за фор-
мулою

σ(a) =
∞∑

i=0

d i
1(a)

λi

i!
, λ = −x1

t
.

Пiсля нескладних спрощень отримаємо, що σ(xi) =
zi+1

ti
, де zi ∈ C[Xd]D1

i

zi :=
i−2∑

k=0

(−1)k

(
i

k

)
xi−kx

k
1t

i−k−1 + (i− 1)(−1)i+1xi
1, i = 2, . . . , d.

Зокрема

z2 = x2 t− x1
2

z3 = x3 t2 + 2 x1
3 − 3x1 x2 t

z4 = x4 t3 − 3x1
4 + 6 x1

2 x2 t− 4x1 x3 t2

z5 = x5 t4 + 4 x1
5 − 10x1

3 x2 t + 10 x1
2 x3 t2 − 5x1 x4 t3

z6 = x6 t5 − 5x1
6 + 15x1

4 x2 t− 20 x1
3 x3 t2 + 15x1

2 x4 t3 − 6x1 x5 t4

z7 = x7 t6 + 6 x1
7 − 21x1

5 x2 t + 35 x1
4 x3 t2 − 35x1

3 x4 t3 + 21x1
2 x5 t4−

−7x1 x6 t5

z8 = 28x1
6 x2 t−56x1

5 x3 t2 − 56x1
3 x5 t4 + 28 x1

2 x6 t5−
−8x1 x7 t6−7x1

8 + 70x1
4 x4 t3 + x8 t7
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Таким чином, отримаємо, що

C[Xd]D1 = C[t, z2, . . . , zd][
1
t
] ∩ C[Xd],

i породжуючi елементи алгебри семi-iнварiантiв C[Xd]D1 ми будемо шу-
кати у виглядi рацiонального дробу f(z2,...,zn)

ts , f ∈ C[Zd] := C[t, z2, . . . , zd],
s ∈ Z+.

Для проведення обчислень з семi-iнварiантами у такому виглядi, нам
потрiбно знайти дiю оператора D2 в координатах t, z2, . . . , zd. Позначимо

через D продовження диференцiювання D2 на кiльце C[Zd][
1
t
] :

D := D2(t)
∂

∂t
+ D2(z2)

∂

∂z2
+ . . . + D2(zd)

∂

∂zd
.

В [17] було знайдено, що

D(t) = −ntλ,
D(σ(x2)) = (n− 2)σ(x3)− (n− 4)σ(x2)λ,

D(σ(xi)) = (n− i)σ(xi+1)− (n− 2i)σ(xi)λ− i(n− 1)
σ(x2)σ(xi−1)

t
,

для i > 2.

Врахувавши, що σ(xi) =
zi+1

ti
, λ = −x1

t
, можна знайти i D(zi), i =

2, . . . , d. Зокрема, для d = 8 отримуємо:

D = 7x1
∂

∂t
− (−15x1 z3 + 18 z2

2 − 4 z4)
t

∂

∂z3
+

+
(20x1 z4 − 24 z2 z3 + 3 z5)

t
∂

∂z4
+

+
(2 z6 + 25x1 z5 − 30 z2 z4)

t

∂

∂z5
+

(z7 + 30x1 z6 − 36 z2 z5)
t

∂

∂z6
+

+
7 (5x1 z7 − 6 z2 z6)

t

∂

∂z7
+

5 (2x1 z2 + z3)
t

∂

∂z2
−

−8 (−6x1 z8 + 7 z2 z7)
t

∂

∂z8
.

Для знаходження повної системи семi-iнварiантiв нам необхiдно мати
аналог трансвектанта. Нехай

F =
m∑

i=0

fi

(
m

i

)
Y m−i

1 Y i
2 , G =

k∑

i=0

fi

(
k

i

)
Y k−i

1 Y i
2 , fi, gi ∈ C[Zd][

1
t
],
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– два однорiднi коварiанти порядкiв m, k i

(F, G)r =
r∑

i=0

(−1)i

(
r

i

)
∂rF

∂Y r−i
1 ∂Y i

2

∂rG

∂Y i
1∂Y r−i

2

,

– їхнiй r-й трансвектант. Наступна лема встановлює як знаходити стар-
ший коефiцiєнт коварiанта (F, G)r не обчислюючи самого коварiанта.

Лема 1. Старший коефiцiєнт коварiанта (F,G)r, 0 ≤ r ≤ min(m, k)
обчислюється за формулою

κ((F,G)r) =
r∑

i=0

(−1)i

(
r

i

)
Di(κ(F ))

[m]i

∣∣∣
x1=0,...,xr=0

Dr−i(κ(G))
[k]r−i

∣∣∣
x1=0,...,xr=0

,

тут [a]i := a(a− 1) . . . (a− (i− 1)), a ∈ Z+.

Доведення в [5].

Нехай f, g два семi-iнварiанти, чисельники яких є многочленами вiд
z2, . . . , zn з цiлими коефiцiєнтами. Тодi семi-iнварiант

κ((κ−1(f),κ−1(g))i)

буде дробом, чисельник якого є многочлен вiд z2, . . . , zn з рацiональними
коефiцiєнтами. Тому його можна домножити на деяке рацiональне число
ri(f, g) ∈ Q таке, що в чисельнику рацiонального виразу

ri(f, g)κ((κ−1(f),κ−1(g))i)

уже буде многочлен з цiлими взаємно простими коефiцiєнтами. Покла-
демо

[f, g]i := ri(f, g)κ((κ−1(f),κ−1(g))i), 0 ≤ i ≤ min(ord(f), ord(g)).

i назвемо вираз [f, g]i семiтрансвектантом.

Наступне твердження є прямим наслiдком вiдповiдних властивостей
трансвектантiв:

Лема 2. Нехай u, v – два семi-iнварiати. Тодi

(i) cемiтрансвектант [t, u v]i є звiдним для
0 ≤ i ≤ min(d,max(ord(u), ord(v));

(ii) якщо ord(u) = 0, то [t, u v]i = u[t, v]i;

(iii) ord([f, g]i) = ord(f) + ord(g)− 2 i;

(iv) ord(zi2
2 zi3

3 · · · zid
d ) = d (i2 + i3 + · · ·+ id)− 2 (2 i2 + 3 i3 + · · ·+ d id).
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3 Обчислення

Покладемо C8,i := (C8)i – множина всiх однорiдних елементiв з C8, якi
мають степiнь i. Нехай C+ – iдеал

∑
i>0 C8,i в C8, i C8, i := C8∩C8,i. Число

δi незвiдних коварiантiв степеня i будемо знаходити за формулою δi =
dimC8,i − dim(C2

+)i. Вимiрнiсть простору Cd,i знаходиться за формулою
Сильвестра-Келi [16], [18]:

dimCd, i =
(1− T d+1)(1− T d+2) . . . (1− T d+i)

(1− T 2) . . . (1− T i)

∣∣∣
T=1

.

Вимiрнiсть векторного простору (C2
+)i знаходимо за формулою

dim(C2
+)i = σi − dimSi.

Тут σi – коефiцiєнт бiля T i в розкладi ряду Пуанкаре
1∏

k<i(1− T k)δk

градуйованої алгебри породженої системою однорiдних елементiв

∪k<iC8,k,

a Si – векторний пiдпростiр в (C2
+)i утворений сизигiями. Вимiрнiсть

dimSi знаходимо прямими обчисленнями в Maple.

Якщо ми вже визначили множину C8, i, то елементи множини C8, i+1,
будемо шукати у виглядi елементiв базису векторного простору, поро-
дженому семiтрансвектантами вигляду [t, u v]r, u ∈ C8, l, v ∈ C8, k, l+k =
i, max(ord(u), ord(v)) ≤ r ≤ 8.

Єдиним семi-iнварiантом першого степеня буде t, ord(t) = 8.

Маємо dimC8,2 = 5, σ2 = 1, тому δ8,2 = 4. Семiтрансвектанти [t, t]i

рiвнi нулю при непарних i. Позначивши

dv1 := [t, t]2 = z2 = x2 t− x1
2,

dv2 := [t, t]4 =
z4 + 3 z2

2

t2
= x4 t− 4x1 x3 + 3 x2

2,

dv3 := [t, t]6 =
z6 + 15 z2 z4 − 10 z3

2

t4
= x6 t− 6x1 x5 + 15 x2 x4 − 10 x3

2,

dv4 := [t, t]8 =
z8 + 28 z2 z6 − 56 z3 z5 + 35 z4

2

t6
= −8x1 x7 + x8 t+

+28x2 x6 − 56 x3 x5 + 35 x4
2,

ord(dv1) = 12, ord(dv2) = 8, ord(dv3) = 4, ord(dv4) = 0.
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можна переконатися, що многочлени t2, dv1, dv2, dv3 dv4 лiнiйно не-
залежнi, тому C8, 2, складається iз чотирьох незвiдних семi-iнварiантiв
другого степеня – dv1, dv2, dv3, dv4.

Маємо dimC8,3 = 13, σ3 = 5, dimS3 = 0, тому δ8,3 = 8.

C8, 3 складається iз 8-ми незвiдних семi-iнварiантiв

tr1 = [t, dv1]3, ord(tr1) = 14, tr2 = [t, dv1]4, ord(tr2) = 12,
tr3 = [t, dv1]5, ord(tr3) = 10, tr4 = [t, dv1]7, ord(tr4) = 6,
tr5 = [t, dv2]4, ord(tr5) = 8, tr6 = [t, dv2]6, ord(tr6) = 4,
tr7 = [t, dv2]8, ord(tr5) = 0, tr8 = [t, dv1], ord(tr6) = 18.

Маємо dimC8,4 = 33, σ4 = 23, dimS4 = 0, тому δ8,4 = 10. C8, 4 скла-
дається iз 10-ти незвiдних семi-iнварiантiв

ch1 = [t, tr4]2, ord(ch1) = 10, ch2 = [t, tr4]5, ord(ch2) = 4,
ch3 = [t, tr5]8, ord(ch3) = 0, ch4 = [t, tr6]4, ord(ch4) = 4,
ch5 = [t, tr1]4, ord(tr5) = 14, ch6 = [t, tr1]5, ord(tr6) = 12,
ch7 = [t, tr1]6, ord(ch7) = 10, ch8 = [t, tr1]7, ord(ch6) = 8,
ch9 = [t, tr2], ord(ch7) = 18, ch10 = [t, tr2]7, ord(ch6) = 6.

Маємо dimC8,5 = 73, σ5 = 65. Детально розглянемо алгоритм об-
числення елементiв множини C8, 5. Векторний простiр (C2

+)5 = t C8,4 +
C8,2 C8,3 породжується такими 65 елементами

t ch1, . . . , t ch10, t
2 tr1, . . . , t

2 tr8,
dv1 tr1, . . . , dv4 tr8, t

3 dv1, . . . , t
3 dv4, t

5.

Для знаходження базису векторного простору сизигiй S5 складемо си-
стему рiвнянь

α1t ch1 + α2t ch2 + · · ·+ α65t
5 = 0.

Розв’язaвши її знайдемо, що

(55 tr1 dv3 − 55 tr3 dv2 + ch7 t − 12 ch1 t) α19+

+ (
383
5

tr4 t2 + ch5 t − 176
5

tr8 dv3 +
176
5

tr3 dv1) α24+

+ (126 tr1 dv1 − ch9 t + tr3 t2 − 126 tr8 dv2)α11 = 0,

тобто векторний простiр S5 породжений трьома сизигiями:

−12 ch1 t + 55 tr1 dv3 − 55 tr3 dv2 + ch7 t = 0,
5 ch5 t + 383 tr4 t2 − 176 tr8 dv3 + 176 tr3 dv1 = 0,
−ch9 t − 126 tr8 dv2 + 126 tr1 dv1 + tr3 t2 = 0.
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Тому dimS5 = 3 i δ8,5 = 11. Отже, базис векторного простору C8, 5 скла-
дається iз 11-ти незвiдних семi-iнварiантiв. Шукаємо їх як семiтрансве-
ктанти вигляду [t, u]i, u ∈ (C2

+)4. Застосувавши Лему 2, знайдемо, що
лише при таких значеннях u :

ch1, ch2, ch4, ch5, ch6, ch7, ch8, ch9, ch10, dv3
2,

можна отримати незвiднi семiтрансвектанти. Обчислюємо 65 семiтранс-
вектантiв вигляду [t, chi]k, k = 1 . . .min(8, ord(chi)), i = 1, 2, 4, . . . 10 i
[t, dv2

3]
k, k = 5, 6, 7, 8. Вибираємо з них 11 лiнiйно незалежних, якi не

належать векторному простору (C2
+)5 :

pt1 = [t, dv2
3]

6, ord(pt1) = 4, pt2 = [t, dv2
3]

7, ord(pt2) = 2,
pt3 = [t, dv2

3]
8, ord(pt3) = 0, pt4 = [t, ch1]2, ord(pt4) = 14,

pt5 = [t, ch1]4, ord(pt5) = 10, pt6 = [t, ch1]5, ord(pt6) = 8,
pt7 = [t, ch1]7, ord(pt7) = 4, pt8 = [t, ch2], ord(pt6) = 10,
pt9 = [t, ch4], ord(pt9) = 10, pt10 = [t, ch4]3, ord(pt10) = 6,
pt11 = [t, dv3

2]
5, ord(pt9) = 6.

Отже, C8, 5 = {pt1, pt2, . . . , pt11}.
Маємо dimC8,6 = 151, σ5 = 172, dimS6 = 30. Тому δ6 = 151− (172−

30) = 9.

C8, 6 складається iз 9-ти незвiдних семi-iнварiантiв

sh1 = [t, tr6 dv3]6, ord(sh1) = 4, sh2 = [t, tr6 dv3]7, ord(sh2) = 2,
sh3 = [t, tr6 dv3]8, ord(sh3) = 0, sh4 = [t, pt5]5, ord(sh4) = 8,
sh5 = [t, pt6]5, ord(sh5) = 6, sh6 = [t, pt8]6, ord(sh6) = 6,
sh7 = [t, pt9]4, ord(sh7) = 6, sh8 = [t, pt9]7, ord(sh6) = 4,
sh9 = [t, pt10]2, ord(sh9) = 10.

Маємо dimC8,7 = 289, σ7 = 385, dimS7 = 104. Тому δ7 = 8.

C8, 7 складається iз 8-ти незвiдних семi-iнварiантiв

si1 = [t, ch10 dv3]7, ord(si1) = 4, si2 = [t, tr2
6]

5, ord(si2) = 6,
si3 = [t, tr2

6]
7, ord(si3) = 2, si4 = [t, tr2

6]
8, ord(si4) = 0,

si5 = [t, sh9]6, ord(si5) = 6, si6 = [t, sh9]7, ord(si6) = 4,
si7 = [t, ch4 dv3]5, ord(si7) = 6, si8 = [t, ch10 dv3]8, ord(si6) = 2.

Маємо dimC8,8 = 526, σ8 = 851, dimS8 = 332. Тому δ8 = 7.
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C8, 8 складається iз 7-ми незвiдних семi-iнварiантiв

vi1 = [t, ch4 tr6]7, ord(vi1) = 2, vi2 = [t, ch4 tr6]8, ord(vi2) = 0,
vi3 = [t, ch2 tr6]5, ord(vi3) = 6, vi4 = [t, pt10 dv3]7, ord(vi4) = 4,
vi5 = [t, pt10 dv3]8, ord(vi5) = 2, vi6 = [t, ch4 tr6]5, ord(vi6) = 6,
vi7 = [t, ch4 tr6]6, ord(vi7) = 4.

Маємо dimC8,9 = 910, σ9 = 1782, dimS9 = 877. Тому δ9 = 5.

C8, 9 складається iз 5-ти незвiдних семi-iнварiантiв

de1 = [t, vi2]6, ord(de1) = 4, de2 = [t, vi2]7, ord(de2) = 2,
de3 = [t, sh2 dv3]6, ord(de3) = 2, de4 = [t, pt1 tr6]8, ord(de4) = 0,
de5 = [t, ch2

4]
7, ord(de5) = 2.

Маємо dimC8,10 = 1514, σ10 = 3673, dimS10 = 2162. Тому δ10 = 3.
C8, 10 складається iз 3-х незвiдних семi-iнварiантiв

des1 = [t, pt1ch4]8, ord(des1) = 0, des2 = [t, si2 dv3]8, ord(des2) = 2,
des3 = [t, pt10 ch4]8, ord(des3) = 2.

Маємо dimC8,11 = 2430, σ11 = 7355, dimS11 = 4927. Тому δ11 = 2.

C8, 11 складається iз 2-х незвiдних семi-iнварiантiв

odn1 = [t, si3 tr6]6, ord(odn1) = 2, odn2 = [t, vi7 dv3]7, ord(odn2) = 2.

Маємо dimC8,12 = 3788, σ12 = 14520, dimS12 = 10733. Тому δ12 = 1.
C8, 12 складається iз одного незвiдного семi-iнварiанта.

dvan = [t, vi5 tr6]6, ord(dvan1) = 2.

Аналогiчно знаходимо δ13 = 0, δ14 = 0, δ15 = 0.

Кiлькiсть елементiв в C8 та їх порядки повнiстю спiвпадають з ре-
зультатами роботи [6].

Пiдсумовуючи отриманi результати отримаємо

Теорема. Наступнi 69 коварiантiв утворюють повну систему коварi-
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антiв бiнарної форми восьмого порядку

t,
dv1, dv2, dv3, dv4,
tr1, tr2, tr3, tr4, tr5, tr6, tr7, tr8,
ch1, ch2, ch3, ch4, ch5, ch6, ch7, ch8, ch9, ch10,
pt1, pt2, pt3, pt4, pt5, pt6, pt7, pt8, pt9, pt10, pt11,
sh1, sh2, sh3, sh4, sh5, sh6, sh7, sh7, sh9,
si1, si2, sh3, sh4, sh5, sh6, sh7, si8,
vi1, vi2, vi3, vi4, vi5, vi6, vi7,
de1, de2, de3, de4, de5,
des1, des2, des2,
odn1, odn2,
dvan.
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A complete system of homogeneous generating elements of the algebra
of covariants for the binary form of eighth degree is calculated.




