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	 ���������� �����	� ���������	���� ���������� �����
�	 ����� ���	� � ����	������� ���������	 � ����	 � ! ���� ����	�"��
�� �������	�"��� �������� ������ ��# ���� ��	$�	��������	� �����
	� ���	�% ��������
������ 	���� ���	$& �����	$& ��������	' (��	�
����� ������������% �� ��	$�� �� ��&� �	�������� ����"��� 	 �����	�
&� �����	� ���	���� ��# ��������# �����#���� ����� ���	�' )���

���*�� �����$ ���������# ��
�	���� 	 ��
��#��� ������	+�� ����
����� ������ 
� ����� 	�������# ���� ��� �	��*��� +���� �����	� ���
������	 ����	� ���	�% ��
���	����� ��
���"�� � ��"�� ������&% �
�� ����	
 ��������#$ 
��+��� 	����� ��# �����&����# ���������� ���
���	��� ��	$�	��������	�% � �� �����% 	 ��# 
���
��+���# ���	�����	
�	��������������	+��� ������	�'

, ����������	� ����	�"���	 ���� ���	 ��
����$��# ���� ����	�����
��� ����������� ������	� ��# �������� ���������� �����	� �����	���
���� ��	$�	��������	� �������� ���� ���������	���� ���������� ���
���	 	
 � ������ 
������� 	 ��
���	������ ��
���"�� ����� �����	#��
��������	 ����	� �-% .% -�! ���	� � ����	������� ���������	'

� ���	
	�� �������� 	�	�	��� �	�
� �����

������� �������

/���� (Ω,F , P ) $ ��#��� ����	��	���� �������� �0% 1% 2% �% 3! 
 	���	��
�	���& �	��& P �� σ�������	 F �	����"�� 
 Ω% � xt : Ω → H $ ��#���
����������� ������ ��# t ∈ Z+ ��� t ∈ R+' 4�# ������ ���	 ���"���
����% �� H $ ��#��� ��������� ��� ��	�+�������	���� ������	+���
��������' ���������% �� �� ������	 H 
����� ��#�	 ��	 �����	�5
f : H → R% �� 	�������$��# #� ���	� � ������� 
������ �������
	 c : H → R% �� 	�������$��# #� ���� 6��� 78997: 
� +������ ����
����"���# ��� ��������' ;��% #��� ���� ������	��$ 
� ��$���	$&
������� xt : Ω → H � ������ +��� t = 0, n% 	 ��� τ = n ∈ Z+ ���	*�$
�������� �������"���#% � ���� ���	� ����% �+������% �	���� �����
����
�5

f(xn) −
n−1∑
j=0

c(xj). 60'-:

(��	���� ����+��� 60'-: $ ���������&% � �����	��� ��
��#��� �� ����
���+�� ����	����# 	 *���� ���� ����� +��� τ := τ∗ ∈ Z+% ��� #�	�
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τ∗ = arg sup
τ
{f(xτ ) −

τ−1∑
j=0

c(xj)}. �����

������
 �
��� ��
���� �����	��τ ∈ Z+� �	�� � ����� ��!� "�� ��
�#$ � ���%��
���� �&�� ' (��! ��
! �� ��
��������� ��
�
�� (Ω,F , P )
�����&��
 �������� �
�)��
����� σ%�) ��� Fn := σ{x1, x2, ..., xn}, n ∈
Z+, �� � �
)� Fn ������� �������� σ%�) ����� �	� ����� ����
*)���
��
*��� �� )��� {ω : xi(ω) ∈ B, i ∈ 0, n}� �� B ⊆ H � �
��)��� �
��)��%
��	� ��
*����

��������� �	
	 ���������	
 
�
���
 ���	������ �	������� ���

�	�	�� τ = τ(ω)� �	� �������� ����� � 
���	�� Z+ � ���� �� ���

���������� n ∈ Z+

{ω : τ(ω) = n} ∈ Fn. ���+�

,� ��
�� 
���&��� -
 ������� ��
 ��	��&���� ��
����*��� � �
%
��� &��� n ∈ Z+ .�������� )��� �� ����)���/ ��
����*���
{x1, x2, ..., xn} ���	
���	
 
 ��
(��� �
 �
���� n ∈ Z+ �	)!&�
�

��������� �	�	 ���������	� 
�
�� τ ∈ Z+� ��� ����� �	��������

�
��� P{τ < ∞} = 1� ��� ���	 ����� {ω ∈ Ω : t < τ(ω)} ⊂ Ft ��� ����

t ∈ Z+� ���	������ 
�
���
 ���	��	 

��������� �	�	 !��	�	��

V (x0) := supτEx0{f(x0) −
τ−1∑
j=0

c(xj)} ���0�

���	������ �(��
!� ������ ��	
������ ���	��	 

1
� )����
 ����(�!� 	
)� 2��	(�� 
�)�� c : H → R �� ��
����%
*���� ���)��� ���	
���	
 
 ��
(��� xt : Ω → H �� ����(�! ����/
���
P := {pij : i, j = 0, N} � ��)�
�
!� �� �� ���/���)�� -
 card H = N +1�
3)� ���&�
�� 2��	(�! f : H → R �����
 ���*�� ��������
! �� H�
4�����
 �	
* �)� ���&�
�� ���)��� ��)�&��� ���0� �	 ������ 	
�2�(�%
�� �����
(��	��α ∈ (0, 1], �	�� ���/
��� ����� ���
�� ��
����*����
� &���� 5
��� �	-
 � ��%��
���� �& ��	
���
��� � �	
�� ��
�6 ���� �6
���	
���	�� �
��� τ ∈ Z+� �
 
 (��� 
����)��
6 �����	� ����

V (x0) := supτEx0{ατf(xτ )}, ���7�
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�������	 
����� c = 0� �	����	�� ����� ��� i = 0, N �������

(Pf)i :=
N∑

j=0

pijf(j), �����

�� �� �	���������� f(j) := f(xnj = j) ��� ����	 nj ∈ Z+, j ∈ H �
{0, 1, ..., N}� !��� "� ���� ���	��� ��� ������#�$� ����������

��������� �	
	 ������� g : H → R+ ��	
������ �����	����� ����

g(x) ≥ α(Pg)(x) �����

��� ���� x ∈ H�

��������� �	�	 ������
��� ������� g : H → R+ ��	
������ ����%
�	���� ��&������� ������� f : H → R+� ����

g(x) ≥ f(x) ���'�

��� ���� x ∈ H�

(�) ���� *+� +,- �������� �����

��� �	�	 ���� g : H → R+ � ������
���� �������� � τ ∈ Z+ � ����

������
� �������� � ��� α ∈ (0, 1]

g(x) ≥ α(Pg)(x) ���.�

��� ���� x ∈ H�

���������	 /� �0 h := g−αPg � α ∈ (0, 1)� 1���� ����	���� h(x) ≥ 0
��� ��� x ∈ H� �������	 � ����	 ����� �	��	��)� "�

g(x) ≥ α(Pg)(x). ���+,�

2��	����	 ����� �	��� h := g − αPg � �	$����

g := h + αPg, ���++�

��$�� ���	��)��� "�

g := h + αPh + α2P2h + ... + αnPnh + ..., ���+��
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n ∈ Z+� �����	
 ��� ����� � ������	 �� 
	��� α ∈ (0, 1)� ����	 �����
����� �� 	��!	�����! ����������

Ei{h(xn)} =
N∑

j=0

p̄
(n)
ij h(j), �����

�! Pn := {p̄(n)
ij : i, j = 0, N}, �� ����� ����� 	���� !������!���� �!�!��"

���� ��

g(x) = Ex{
∞∑

n=0

αnh(xn)}. ���#�

$!�!� 	���� ��������� 	��!	�����! ����������

Ex{ατg(xτ )} = Ex{ατExτ {
∞∑

n=0

αnh(xn)}} = Ex{
∞∑

n=0

ατ+nh(xτ+n)}.
���%�

&�����''�� ����� ���%� � ���#�� ����	� ��������� (�

g(x) ≥ α(Pg)(x) ���)�

��� ���* x ∈ H � α ∈ (0, 1)� &!�!*����� �� �����+� α → 1 � ���)��
����	
�	�� (� �!������� ��,� ����� � ��� α = 1� (� - ������� �!	
�

.���
��! ��!���!��� /�01 � ��� ����� 2��� ������
 �������� ��	�

������� ��	� ������� ���� 	
�� � ��������� ����������� ��������

��� ������� f : H → R+�


������� 3�
����	�� (� � �����!��� ��%� �����
 ��������� (�
+��� V : H → R+ � !��+!�����' 	��������' 4
��+�5 f : H → R+�
6������� ����� �� V (x) = supτ Ex{ατf(xτ )}, �� ��� �
� "����� ε > 0
���
� 	������ ��- 	�	!�� τε ∈ Z+ ����-� (�

Ex{ατεf(xτε} > V (x) − ε, �����

�����	
 ����!��� x ∈ H 4�������!� ����� �� card H = N+1 � �����!���
�!������� �� �!������� ����� 	���	! 	��+! � ��� ���* x ∈ H� �������	�
�!�!� 	��!	�����! ����������

Ex{ατ ′
f(τ ′)} =

N∑
j=1

px,jEj{α1+τεf(xτ )} ≥ α
N∑

j=1

px,jV (j) − αε, ���7�
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� ��������������� ���	��������

�� τ ′ := 1 + τε ∈ Z+. � ����	�
��� ����� 	����	��� �


V (x) ≥ Ex{ατ ′
f(τ ′)} ≥ α(PV )(x) − αε �����

��� ������ 
!
 ε > 0. "���#
��$� 	 ����� �
 !����%� ��� ε → 0, 
���&��
�&
� �
 V (x) ≥ α(PV )(x) ��� 	��# x ∈ H, �
��
 � �%���	����� '�� %�(

%��� V : H → Z+.
)���� �� 
��
	� ��&� ��* ��� ������ 
!
 &�� 
	�� 
!
 &
&���� τ ∈

Z+ &��&
 �� � ����	�
���+

g(x) ≥ Ex{ατg(xτ )} ≥ Ex{ατf(xτ )} ���,�

��� 	��# x ∈ H, ����
�
	�-$� �
 ���,� 
����%�- �������� 	���
��


τ ∈ Z+, 
���&��&
� �


g(x) ≥ sup
τ

Ex{ατf(xτ )} = V (x)

��� 	��# x ∈ H, �
 . �
	
���� ��
��&��

� &��
- ��� ��$�
!
 
�$������� %��� 	��
�� V : H → R+ 	� 
���

��
	������  ������.� � �. �'
�&��-�&
 � �������� ��
��&��

������� ��	� ��	
 ����
��	��� ������ V : H → R+ � 	
���	���

���������� ���	�		�

V (x) = max{f(x), α(PV )(x)} �����

��� � �! x ∈ H � α ∈ (0, 1]"


������� /�#
��$� 0 	���0� ������ 	�0��$�&
 ��� x ∈ H 
�����

�
� � '�� %�- y : H → R+

(Qαy)(x) := max{f(x), α(Py)(x)}. �����

1�! 
 0��	�2���� �
 &�-�� &��%� ����	�
���

y(x) ≤ (Qαy)(x) ≤ ... ≤ (Qn
αy)(x) ���3�

��� 	��# x ∈ H. 4
0!����&
 !����%-

Ṽ (x) := lim
n→∞(Qn

αf)(x) �����

� �
 �2�&
� �
 '�� %�� ����� 0��
	
����� ��	����� ������ 5���	��� �� 

� 

(Qn
αf)(x) = max{f(x), α(PQn−1

α f(x)} ���6�



����� ����	
����� ���������� ������	���� ��

��� ���	 n ∈ Z+, 
� ��	����� �� ������� ��� n → ∞ �
������� ������

�
 �������  � ��!���!� !�"��# ����$���! �������� ������ � !�������%
��"����
�%& 
� � ����$���! ����'� � 
�!�% " (��!���%� )���*����� ���
* ��!���
�& +� ���� � ��#��*�% !�������% �������
�% (��!��,
f : H → R+. -������& �� ������ �������
� ������ 
� ��������� ������,
Q, ��!� �
����
�& +� ��� ���	 x ∈ H

lim
n→∞(Qn

αg)(x) = g(x). ����.�

/�!���!� g(x) ≥ f(x) ��� x ∈ H, 
� 
�!�" (Qn
αg)(x) ≥ (Qn

αf)(x) ���
���	 n ∈ Z+. 0�	����� � ��
����# �������
� �� ������� ��� n → ∞,
�
�������& +�

g(x) ≥ lim
n→∞(Qn

αf)(x) = Ṽ (x) ������

��� ���	 x ∈ H, 
�1
� ����$���! ����'� � ��#��*�% !�������% �����
���
�% (��!��, f : H → R+. /
"& V (x) = Ṽ (x), x ∈ H, +� ������
�

�����

2���
�%���� 
�� �� ����
����
�	 ����$��!� ����'� ������ ������&
��
�����%�
��� 3�& 4& �56 �����������
� 
�!��� 
���"����

������� ��	� ���������	
 ����� τ∗ ∈ H, �	����	
 ������ �����

�� ����� ������� ������� ������� xt : Ω → H, t ∈ Z+, � ���	�

Γ+ := {x ∈ H : V (x) = f(x)}� � ���	�� �	�� !������� lim
n→∞Px{τ∗ >

n} = 0, � ����� Ex{ατnV (xτn)} = V (x), �� τn := min(τ∗, n), n ∈ Z+� � �

��"# x ∈ H.

7�������� 
�� ������!& !��� ���
� �� c : H → R+ � ��������%�
 ��� (��!��� ���� ��1��� ��� ������

Vα(x) := sup
τ

Ex{ατf(xτ ) −
τ−1∑
i=0

αic(xi)}, ����4�

� x ∈ H � α ∈ (0, 1]. )� ��������% � ��������� ��' ����� ���
��� 3�56
���������


������� ����� $���"� g : H → R+ ��	������� ������	���� ��%�

g(x) ≥ α(Pg)(x) − c(x) ����8�

� � ��"# x ∈ H



�� ��������	�
� ��������������� ���	��������

������	
�� �� ����	�
�

fα(x) := Ex{
∞∑
i=o

αic(xi)}, ������

�	 α ∈ (0, 1) � x ∈ H. ���� �	��� ���������� �� ��� �� �!� ����"� 
�#
���	 �� !��	�$

Vα(x) := sup
τ

Ex{ατ [f(xτ ) + fα(xτ )]} − fα(x) ����%�

��� �&�' x ∈ H. ( �	 �����#� �� ������ �)��
��*�+ ��)��� � 	�,
�*���- )����- c : H → R+ ������*&� �� ��������+ ������ � ��*���-
)����- �� &)�&�	!	�	�� � &�
	 �� ������

V̄α(x) = sup
τ

Ex{ατ [f(x) + fα(xτ )]}, ������

x ∈ H, ��� !���.���# !����

V̄α(x) = max{f(x) + fα(x), α(PV̄α)(x)}. ������

( ���)�����
 �)��
��*�
 
�!���&*��
 
�
	��
 # 
�
	� τ∗ ∈ H+

)	!/��� &)�&�	!	�	� � 
���� Γ+ := {x ∈ H : V̄α(x) = f(x)+fα(x)}�
�!���
�� ��	����� Γ+ = {x ∈ H : Vα(x) = f(x)}� 0	���*���� &1�!
��*�,
���2 ���	� 
�# 
�&�	 ��/	 )!� α ∈ (0, 1). 3 ��)���� �� ���� α = 1 1�,
���� fα : H → R+ 
��	  ��� 	 �����	�-� �	!	� �� )�&��# 	� '���&�*
)�/��� �/����  ��*/ ��	������� 
	���� ��'���	� !���.���� ����,
�� ����"��

4	'�2 �	)	! α = 1 � !�����	
� &�	)	� Pm 
��!��� )	!	'���' 2
�,
��!�&�	2 P )!� m → ∞� ���� �� 	!������- �	�!	
�- (�(� 5�!����
6%� �7 
�# 
�&�	 �&��)� �&�
)������ !���&�*$ Pm = Z + hm||Rm||�
�	 |h| < 1 � ��� �&�' m ∈ Z+ �	����� supm∈�+

||Rm|| < r̄, � 
��!���

Z ∈ Hom(RN+1) &�����#�*&� !��� � N + 1 ∈ Z+ �������' �	���!,
&�!���� q� ∈ R

N+1
+ �!����' 2
���!�&�	2� ����
 ���
� ��� �� �!�

����"� )!� α = 1 � &�!��	��+ �� �!� τ = n ∈ Z+ &������*

Ex{f(xτ ) −
τ−1∑
i=0

c(xi)} = Ex{f(xn − c(x) −
N∑

j=1

p − xjcj − ... ����8�

−
N∑

j=1

p
(n−1)
xj cj} = Ex{f(xn)} − n 〈q, c〉 −

N∑
j=1

rxjcj ,



����� ����	
����� ���������� ������	���� ��

�� ����� 〈. , .〉 �� 	
������ ��������� �������� �
���
� � 	�
��
��
R

N+1. �� �����
� ������ ������ �����
� �
 	�� 〈q, c〉 < 0  ��� ���
��
�
!�� ��
���� �� ���"
��
 ����
#� �� ��	���#�� 	�
 �� �	
�����!�$
���� ���
 ! 〈q, c〉 ≥ 0, �
 ����� �� % �������
# ��� 	
	�����&
'� � �
!��
	
������ ()*� �
 ������� ����+� �� α ∈ (α0, 1) � ����
"
 α0 ∈ (0, 1) %

���!��
# � �
����
#� , �"���
 � �
�
�
�����# ��' 
	����
�� ������ ��$
�� Qβ1(x) ≤ Qβ2(x) �� ���- x ∈ H � β1 ≤ β2 ∈ (0, 1) ����% 	
���
�����&
{αn ∈ (0, 1) : n ∈ Z+} ����� �
 limn→∞ αn = 1 � limn→∞ Vαn(x∗) = f(x∗)
�� ����
"
 ����� x∗ ∈ H. .� ��
�� card H = N + 1 < ∞ ����% ��$
�
! "���� � limn→∞ Vαn(x) = f(x) �� �
!�
"
 x ∈ H. /���� ���
��
��
!���

Γ+ := {x ∈ H : V (x) = f(x)} ����0�

% ��	
�
!�&
# �� ��
�-���
' ��
�� 〈q, c〉 ≥ 0 � 1�����% 
�����% 
	��$
��&����& ������"�' τ∗ ∈ H 	��2
"
 	
	������ �	
�����!��& �"���� �
��
!��� Γ+.

3
� ��	�� �4
���#���� ��� ��� �����!���� �� ��	���� α = 1
�
���5%�
 	
	�����&
 4��
��� 	�
���� H ������ ����
��&�
"
 	�
 ���
xt : Ω → H, t ∈ Z+, �� 	����
!��� ������%��- ������ H0 �� ����
{Hi : i = 1,mN} ����%��- ������ � ��������&���� 	���-������ ��
$
����
������ /
�� �
!�
�� ����%�
�� ���� Hi ⊂ H, i = 1,mN , ���	
���$
�#�& ����
� "�������- ��
����
���� qi ∈ R

N+1 �� ����
� ci ∈ R
N+1�

�� �
���- ��% ��� � ���� �����!�����

���������� 	
		 ���� ��� �����	� i ∈ {1,mN} 
������ 〈qi, ci〉 ≥
0, �� ���������� ������	��� ���� ����� τ∗ ∈ H �����	� �������


 ����� Γ+ 
��� ���� !� "������
� ���� x ∈ H0, # ���$ ����	��%

���� $�� �� ��� ����� Hl ⊂ H, ��� �����& 〈ql, cl〉 < 0, �������

'������ �������� H0\Γ+.

6 �����	�
�� �
���� �� �
�"����
 	�
���� 
	����&�
"
 ���
$
�� �
������ ���
' 	
��4�&�
' �
��� ����� �� ��� ��� 4��� ��  ���
�������%�&�� �
������������ ���
�
� ���
� �� ��
 ��
����� ����
�$
�&��� 	�
 ��
�� .�������
 ���� �
 	
����� ������ �
�"�����& ���
!
� 	�� � (0*� �� ���
����
����� ���
� ����
��&��- 	�
 ���� 	��������
��2��&�



�� ��������	�
� ��������������� ���	��������

� ���������	� �
��� �
	����	���	
� ������

��	�� ����� � �����������	
� ��	����� �
���

�	
���

�� �����	 �
���� ��������	 ����� ����
������� �������� ���
�

 ������	 �����	 ��
��������	��� �����	 ���
�� ������	 � ����
  !"#
$��%������ &� � ��� ��
��������	��
� ����	�	���' 
% ����� �
�
��� ������	 �����	 ����
��( �
����� ������ ���
� 
� ��
������ �����
N ∈ Z+ ������
�# $�
 ������ ���
� Ai, i = 1, N, � ������� ����	������

� ����� ����
�� &�

W1(Ai) < W1(A2) < ... < W1(AN ),

W2(Aσ(1)) < W2(Aσ(2)) < ... < W2(Aσ(N)), )*#+,

�� {Wi(Aj) ∈ [0, 1], j = 1, N}, i = 1, 2� � �
����
��
 ������ ������� ���
�������
 �����
� ���
�� �������- �����' ������
���
 ������%�� � �%�'
�������� ��������� ����� ������������ σ ∈ SN ����-��������� �����	
����� {1, 2, ..., N} � �
��� ����������# .��
��
���� �����
� Ω �������
����- 
� ����%����' ��� ������������ {ω1, ..., ωN} × {σ(ω1), ..., σ(ωN )}
�����	 ����� {1, 2, ..., N}� �����	 ���%�����-� &� ��
 ���� � �
������
�
����# /��� ����� ���	����� �����	 �� �� ������-�� ��
������
���	��-� ������ ���
� An, n = 1, N, �	��� ��������� Ω(s)

n :=
(X(s)

n (ω), (Y (s)
n (ω))) ∈ {1, 2, ..., N (x) := N} × {σ(1), σ(2), .., σ(N (y) :=

N}, s = 1, 2, 0 ����� τs(ω) ∈ H := {0, 1, 2, .., N}, s = 1, 2� �����������
����� �	����� ����������� ������	 �����	 �����%��
(��� ������
���
� ��
���������	��-�� ��� �����' �	�	�� ����
��(
 �������- ��
��������' ����
���� �
����
���' �	���
� �
�� �����	# 1	���
� �
��
�����	 ��- ���(��� ��
��������	��- �������� 	 ���
� ���
2

V (1)
τ1 (τ2) = cα[E{1{Ω(1)

τ1
=(N(x),N(y)),Ω

(2)
τ2

�=(N(x),N(y))∨Ω
(1)
τ1

=
)*#3,

(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

�=(σ−1(N(x)),N(y))}} + E{1{Ω(1)
τ1

=(N(x),N(y)),

Ω
(2)
τ2

=(N(x),N(y)),τ1<τ2∨Ω
(1)
τ1

=(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

=(σ−1(N(x)),N(y)),τ1<τ2}}−

−α
�τ1−1

k=1
k

N2 [E{1
{Ω(1)

τ1
�=(N(x),N(y)),Ω

(2)
τ2

�=(N(x),N(y))∨Ω
(1)
k

�=(σ−1(N(x)),N(y)),Ω
(2)
τ2

�=

(σ−1(N(x)),N(y))}} + E{1{Ω(1)
k �=(N(x),N(y)),Ω

(2)
τ2

�=(N(x),N(y)),k<τ2∨Ω
(1)
k �=

(σ−1(Nx),Ny),Ω
(2)
τ2

=(σ−1(N(x)),N(y)),k<τ2}}],



����� ����	
����� ���������� ������	���� ��

�� cα > 0 � ����	���
�� �
�������� ������ ��	������
�	�� � α > 0 � �����
��	������
�	� �������� �� 
����	
�
� ���
����� �����!����	��"� ���
���� ����#$ %�
���& ��
� ��	�� ���'	'	 �!��
�� 	���������& ��!�	�
�
�!	'�(
	$ )	 	(��!���� 
�����!��� ��!�(�
�

τ∗
1 := arg sup

τ1∈H
V (1)

τ1 (τ2), *+$+,

-	 .����������� 
�#�!�� 	�����!�
� ������'� ��	�� ������ ����#
������ �!��
�	���	������� 
�	.��
	 �������� /0� 1� 023 ����
� ��	���
#	��
� ����	����	4 �	�!��	�
	���

x
(s)
n+1 := min{t > x(s)

n : X
(s)
t > max(X(s)

t−1, ..., X
(s)
1 ) ∨ (Y (s)

t >

max(Y (s)
t−1, ..., Y

(s)
1 )}, *+$1,

�� ��!�(�
� x
(s)
n ∈ H, n = 1, N, s = 1, 2, 	�
�(� �� �	��
�� ��	�� 
�#�

�!�� ��

	'	 ������ ����# ����	���
��� �!��
������	����&��$ 5���	��
���� �	�!��	�
	��� *+$1, .����������� /0� �� 023 
�����
� !���� ����!����
&�	4 	�������	 ��	����� 	(��!�

&��$

���� ���� ���������	
� �������
���� ����� � �������
��� ��
������

������ 
� ������ �������� H � �������
���  ����
���!��

p
(s)
ij =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[2j(j−1)−i]i2

j2(j−1)2(2i−1)
, 1 ≤ i < j; 0, i ≥ j ≥ 0;

1, i = 0, j = 1; 0, i = 0, j > 1, 0;
1 − ∑N

k=i+1
[2k(k−1)−i]i2

k2(k−1)2(2i−1)
, j = 0,

*+$6,

��! s = 1, 2 �� i, j ∈ H.

7�"�� 
��� ��	
����#	��
� ��� ����	����� �	�!��	�
	��� *+$1,� ��	���
#	��
� � ��	���	� ��	�� �!��
������	����&�� 
�#�!�� ��

	'	 ������
����#� � �	�	�	'	 &��. �	"
� 	(��!��� ��!�(�
� *+$+,� '��
�� (���

�����
�� ���������$ 8 ����� �������!��� 
�����
� ��	���� /�3$

��	
��� ���� "��� ������! P := {p(1)
ij : i, j ∈ H} �������
��  ��#

��
���� � �����$ %� p
(1)
ij = 0 ��! ��� i ∈ H+, j ∈ H−, ��

H+ := {j ∈ H : (PV (1)(τ2))j > V
(1)
j (τ2)},

H− := {j ∈ H : (PV (1)(τ2))j ≤ V
(1)
j (τ2)}. *+$9,



�� ��������	�
� ��������������� ���	��������

���� �����	
	 �	������	 �������
��� ����� ��� �����	��
��� ���

���� 
	������ ��

��� �	���� 	���� ������ ����
������������ �	�

����  ���
�
	 � ����
� τ1(l) = l = x
(1)
τ̂1(l) ∈ H! ���� ��"
	  
	���!

�� �#� 	��� �� 
	$	��
� 
����
��� ���%��

��������	
 ��	��� ��	� ������ �
��
 
��� � ����� �
����� �
��

���
��� 

V (1)
n (τ2) = cα[P{X(1)

n = N (x), X(2)
τ2 �= N (x) ∨ Y (1)

n = N (y), Y (2)
τ2 �= N (y)}+

+P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 = N (x), n < τ2 ∨ Y (1)
n = N (y), Y (2) �= N (y)}+

+P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 �= N (x) ∨ Y (1)
n = N (y), Y (2)

τ2 = N (y), n < τ2}+
+P{X(1)

n = N (x), X(2)
τ2 = N (x), n < τ2 ∨ Y (1)

n = N (y), Y (2)
τ2 = N (y), n < τ2}−

(3.7)

−α

n−1∑
k=1

k

N2
[P{X(1)

k �= N (x),X(2)
τ2 �=N (x) ∧ Y

(1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 �= N (y), n < τ2}+

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 �= N (x) ∧ Y
(1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 = N (y), k < τ2}+
+P{X(1)

k �= N (x), X(2)
τ2 = N (x), k < τ2 ∧ Y

(1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 �= N (y)}+
+P{X(1)

k �= N (x), X(2)
τ2 = N (x), k < τ2 ∧ Y

(1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 = N (y), k < τ2}],
���!��� �
	������ "#�$%" &�
�
����� cα > 0 �����
����� � 	���'��	�(

����� V
(1)
n (τ2) > 0 �)� ���' n = 1, N. *
�� !�	��+ ��!��)��,� ��)�&

!�	� ��	��( ���-� ��	� ������ 	
���)�, ��		�.� �
��
 
��� ���,��

)��	���&������� 	
 ��	��� *������ /�/ 	���'��	� ���)����� ��������

�	�0�	 H+ �
 H− ������	� ����'��	�' ������	����� ���1�+ 2� �)
�
�

������� 	
����	�.� �����)��

� ����� ���	
������ ����������� ���	��
� ��

���������� ���
� �����


��
'���3!� �������� ���4� 	��
)�0	�' 
�������
	�' σ&
).���

{F (s)
n , n = 1, τ1}, s = 1, 2, ������,��� ���
� ���-� � �
�� ����� 

V (1)
n (τ2) = cα[P{X(1)

n = N (x), X(2)
τ2 �= N (x)}+P{Y (1)

n = N (y), Y (2)
τ2 �= N (y)}−

−P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 �= N (x)}P{Y (1)
n = N (y), Y (2)

τ2 �= N (y)}+



����� ����	
����� ���������� ������	���� ��

+P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 = N (x), n < τ2} + P{Y (1)
n = N (y), Y (2) �= N (y)}−

−P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 = N (x), n < τ2}P{Y (1)
n = N (y), Y (2) �= N (y)}+

+P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 �= N (x)} + P{Y (1)
n = N (y), Y (2)

τ2 = N (y), n < τ2}−

−P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 �= N (x)}P{Y (1)
n = N (y), Y (2)

τ2 =N (y), n < τ2}+

+P{X(1)
n = N (x), X(2)

τ2 =N (x), n < τ2}+P{Y (1)
n =N (y), Y (2)

τ2 =N (y), n < τ2}−

−P{X(1)
n =N (x), X(2)

τ2 =N (x), n < τ2}P{Y (1)
n =N (y), Y (2)

τ2 = N (y), n < τ2}−

−α
n−1∑
k=1

k

N2
[P{X(1)

k �= N (x), X(2)
τ2 �= N (x)}P{Y (1)

k �= N (y), Y (2)
τ2 �= N (y)}+

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 �= N (x)}P{Y (1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 = N (y), k < τ2}+

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 = N (x), k < τ2}P{Y (1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 �= N (y)}+

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 = N (x), k < τ2}P{Y (1)
k �= N (y), Y (2)

τ2 = N (y), k < τ2}].

�����

��	 
��	���� ����� �	 ��
�	���	�� �	�� �
 ����
����� �	����	 
�
�
��
��������� ������ �
�	��
��� � �
��
������ �������
�  �!��!"�	��
����� � ���!����� ��#� $�%� �
�� �����	��	 �	�� ����� &�

V (1)
n (τ2) = cα{2P{X(1)

n = N (x)|F (1)
n ∨ F (2)

n }[P{X(2)
τ2 �= N (x)} +

+P{X(2)
τ2 = N (x), n < τ2}] + 2P{Y (1)

n = N (y)|F (1)
n ∨ F (2)

n } ×
×[P{Y (2)

τ2 �= N (y)} + P{Y (2)
τ2 = N (y), n < τ2}] −

−P{X(1)
n = N (x)|F (1)

n ∨ F (2)
n }P{Y (1)

n = N (y)|F (1)
n ∨ F (2)

n } ×
×[P{X(2)

τ2 �= N (x)} + P{X(2)
τ2 = N (x), n < τ2}] ×

×[P{Y (2)
τ2 �= N (y)} + P{Y (2)

τ2 = N (y), n < τ2}]} − ���'�

−α
n−1∑
k=1

k

N2
P{X(1)

k �= N (x)}P{Y (1)
k �= N (y)}[P{X(2)

τ2 �= N (x)) +

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 = N (x), k < τ2}] ×
×[P{Y (2)

τ2 �= N (y)} + P{Y (2)
τ2 = N (y), k < τ2}],



�� ��������	�
� ��������������� ���	��������

��� � ���	��
����	 ����	

V (1)
n (τ2) = cα{2P{X(1)

n = N (x)|F (1)
n ∨ F (2)

n }[P{X(2)
τ2 �= N (x)} +

+P{X(2)
τ2 = N (x), n < τ2}] + 2P{Y (1)

n = N (y)|F (1)
n ∨ F (2)

n } ×
×[P{Y (2)

τ2 �= N (y)} + P{Y (2)
τ2 = N (y), n < τ2}] −

−P{X(1)
n = N (x)|F (1)

n ∨ F (2)
n }P{Y (1)

n = N (y)|F (1)
n ∨ F (2)

n } ×
×[P{X(2)

τ2 �= N (x)} + P{X(2)
τ2 = N (x), n < τ2}] ×

×[P{Y (2)
τ2 �= N (y)} + P{Y (2)

τ2 = N (y), n < τ2}]} − �����

−α

n−1∑
k=1

k

N2
P{X(1)

k �= N (x)}P{Y (1)
k �= N (y)}[P{X(2)

τ2 �= N (x)) +

+P{X(1)
k �= N (x), X(2)

τ2 = N (x), k < τ2}] ×
×[P{Y (2)

τ2 �= N (y)} + P{Y (2)
τ2 = N (y), k < τ2}].

��������� ������ �� �
� n = 1, τ1 �����	 ���	�����	

P{X(1)
n = N (x)|F (1)

n ∨ F (2)
n } = P{X(1)

n : X(1)
n > max(X(1)

n−1, ..., X
(1)
1 )} =

= P{X(1)
n = N (x)}/P{X(1)

n > max(X(1)
n−1, ..., X

(1)
1 )} =

=
1
N

/(
(n − 1)!

n!
) =

n

N
1{X(1)

n >max(X
(1)
n−1,...,X

(1)
1 )}, �����

���
� 	!���

P{Y (1)
n = N (x)|F (1)

n ∨ F (2)
n } =

n

N
1{X(1)

n >max(X
(1)
n−1,...,X

(1)
1 )}. ���"�

#� �� ��!��
��� ������ �� �
� ����� � k = 1, n �����	 ���	�����	

P{X(2)
τ2 �= N (x)} + P{X(2)

τ2 = N (x), k < τ2} = 1 − P{X(2)
τ2 = N (x), τ2 ≤ k},

P{Y (2)̈
τ2 �= N (y)} + P{Y (2)

τ2 = N (y), k < τ2} = 1 − P{X(2)
τ2 = N (x), τ2 ≤ k}.

���$�

%���� !����� �	�����
�&!� ����'� �����(���"� � ����� �
� ��	) n = 1, τ1,
������*��+

V (1)
n (τ2) = cα[

2n

N
(1 − P{X(2)

τ2 = N (x), τ2 ≤ n})

+
2n

N
(1 − P{Y (2)

τ2 = N (y), τ2 ≤ n})− ���,�



����� ����	
����� ���������� ������	���� ��

− n2

N2
(1 − P{X(2)

τ2 = N (x), τ2 ≤ n})(1 − P{Y (2)
τ2 = N (y), τ2 ≤ n})]−

−α(N − 1)2

N2

n−1∑
k=1

k

N2
(1−P{X(2)

τ2 = N (x), τ2≤k})(1−P{Y (2)
τ2 = N (y), τ2 ≤ k}).

��� �����	�
� ���� ������ ��������� ���������� ���
� ������ ����

������
� P{X(2)
τ2 = N (x), τ2 ≤ k} 
 P{Y (2)

τ2 = N (y), τ ≤ k} �	 !�"��#�
k = 1, n� $���
�%���� � ������ ��!����!�� ���	�������
� ����� ��#��
�"���� � ����������� ���������
 �� ���&�� '�	�#���� �� ��
��� ��(�

)�* �
����+��� ,� ���������
� � ����#���% �
�
�#�+% ˆτ2(l) ∈ H.

P{X(2)
τ2 = N (x), τ2 ≤ k} := P{X(2)

τ2(l) = N (x), τ2(l) ≤ k} = 0 �����

�	 k = 1, l − 1 ��� ����� ��
��	���#� ������� !�	� τ1(l) = x
(1)
τ̂1(l) = l� 

τ2 := τ2(l) > l ∈ H. -!,� " k = l, N, 
�

P{X(2)
τ2(l) = N (x), τ2(l) ≤ k} =

k∑
j=l

P{X(2)
τ2(l) = N (x), τ2(l) ≤ j} =

=
k∑

j=l

P{X(2)
τ2(l) = N (x)|τ2(l) = j}P{τ2(l) = j} =

=
k∑

j=l

P{X(2)
τ2(l) = N (x)|F (1)

j ∨ F (2)
j }P{τ2(l) = j} =

=
k∑

j=l

P{X(2)
j = N (x)|F (1)

j ∨ F (2)
j }P{τ2(l) = j} =

=
k∑

j=l

j

N
P{τ2(l) = j}, ���.�

� �	�#�����

P{Y (2)
τ2(l) = N (y), τ2(l) ≤ k} =

k∑
j=l

j

N
P{τ2(l) = j} ���/0�

�	 k = l, N � 1	 �����	��� ���������
�� P{τ2(l) = j}, j ∈ H, ����
"���� ,� �#���� � 2������% 3�3 � �����������
� �� ����#���% �
�
�#�+%



�� ��������	�
� ��������������� ���	��������

ˆτ2(l) ∈ H �� ������ ��	
��� ����	��	 ��
������� �� �������������

P{x(2)
τ̂2

= j} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, j = 1,
j−1∑
i=1

P{x(2)
τ̂2

= i}p(1)
ij ; j = 2, l − 1,

l−1∑
i=1

P{x(2)
τ̂2

= i}p(1)
ij ; j = l, N,

������


���� ���� ����
��� � ������� ��

P{x(2)
τ̂2

= j} =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

j−1∑
k=1

(Pk)1,j ; j = 2, l − 1,

l∑
s=1

s−1∑
k=1

(Pk)1,sp
(2)
s,j ; j = l, N,

������

�� 
� �������� ����� P := {p(2)
ij : i, j = 0, N} 
���� ! ����"����"

#
���������# �$�%� ��� �#������� 
����������� ��� ��& �	 ��'��& ��#(
'��������� ������ �� �# �����
 ��)���
(���&� �
� *��������� �	
��&������ ������& P{τ2(l) = j} := hj , j = 0, N, ��������& �� ����
���!
������� ������� P{τ2(l) = j} = 0 �	 ���" j = 1, l − 1� �	 +&�� �,  ���
����
������ ��'��& ���-� ���"���
� ����# �����.

V (1)
n = cα[

4n

N
(1 −

n∑
j=l

j

N
hj) − n2

N2
(1 −

n∑
j=l

j

N
hj)2] −

−α(N − 1)2

N2

n−1∑
k=1

k

N2
(1 −

n∑
j=l

j

N
hj)2 ����$�

�	 ���" n = 1, τ1� /�&��&!���� �� ���������� 0����
� ���� �������)
�
������& l ∈ H, 	�� ��������	) ���������� �$�1�� ����� ��������
� �
����# ��&���# �	 �'������	 +��
�.

V
(1)
l−1 < (PV (1))l−1, (PV (1))l ≤ V

(1)
l . ������

2��������� ���������� ���������� ��!���	 ����&���
� ���������
� ��(
����
�.
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����� ���������� ������	���� ��

cα

N∑
k=l

(l−1)2[2k(k−1)−1]
(2l−3)k2(k−1)2

[
4k
N (1 −

k∑
j=l

j
N hj) − k2

N2 (1 −
k∑

j=l

j
N hj)2

]
−

−α(N−1)2

N2

N∑
k=l

(l−1)2[2k(k−1)−1]
(2l−3)k2(k−1)2

k−1∑
s=1

s
N2 (1 −

s∑
j=l

j
N hj)2 >

> cα(4(l−1)
N − (l−1)2

N2 ) − α(N−1)2

N2

l−1∑
k=1

k
N2 (1 −

k∑
j=l

j
N hj)2

������

�	

cα

N∑
k=l

l2[2k(k−1)−1]
(2l−1)k2(k−1)2

[
4k
N (1 −

k∑
j=l

j
N hj) − k2

N2 (1 −
k∑

j=l

j
N hj)2

]
−

−α(N−1)2

N2

N∑
k=l

l2[2k(k−1)−1]
(2l−1)k2(k−1)2

k−1∑
s=1

s
N2 (1 −

s∑
j=l

j
N hj)2 ≤

≤ cα( 4l
N − l2

N2 ) − α(N−1)2

N2

l−1∑
k=1

k
N2 (1 −

k∑
j=l

j
N hj)2.

����
�

��	� ����� �������	 l ∈ H �	��������� ���������� ������ �	 ����
��

�� �	������ ����!"�!� �	��"��� 	�#�$�	%��� ��������&

2cαl
2l−1

[
4 l

N ln N
l − 2l2

N2 ln2 N
l − (N−l)l

N2 + 2l3

N3 (N
l ln N

l − N
l + 1)−

− l4

N4 (N
l ln2 N

l − 2N
l ln N

l + N
l − 1)

]
−

−α
[

l2(N−l)
2N3 + l(N−l)2

2N3 − l2

N2 ln N
l + l2(N−l)

N3 + l2(N−l)2

2N4 +

+ l4

2N4 (N
l ln2 N

l − 3N
l ln N

l + 7N
2l − 4 + l

2N )
]

=

= cα( 4l
N − l2

N2 ) − α(N−1)2(l−1)l
2N4 ,

����'�

�� !� ��	"�	�� ��� ��������� (� �#���� � ����)� �������	 hj = (j −
1)p(2)

1j , j = l, N. *��� �	 ����!�#�+ ����	���% ��������� ���	����+�����

���	���������� �	��"���#� �����,�����

������� ��	� ��� ������	
����������� � ���������� � ��	���� ����

���� ����� �
	�
����
 ����������� ������� ������	��� ��	�������	��

�� !" ����	��#�� ����
��� �������� ���	���� H � ����� 	��� ������

	����� H+ = {0, l − 1} �� H− = {l, N} �� ����$����� ����
% &� �����

����
� ��������� cα ≥ α/8 > 0.

-������� ����!	��� 	�#�$�	%���� ���	� ����'� � ������ ���	���! 

���� �������	 N ∈ Z+ � ��������	 ��,�� �������!� ��#� 	��!�����.

���� 	�	��� �	 "!��� ���"�	��� #�	��/� limN→∞ l(N)/N := z ∈ (0, 1), ��

l(N) ∈ H � ����������� ����0���� �	��#� ���������
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� ���������	
�� �
��� �������
�� ���������

������ ������ �����

��� ����	
		� ���� limN→∞ l(N)/N = z ∈ (0, 1) �� 
�����
��	��� ���
�
�� ������ ������� 	
����	� ��
	� �	!�	�	� ���	"		"#

β(4z ln z + 2z2 ln2 z + 2z2 ln z + z3 ln2 z + 2z3 ln z + 5z − z3 − z4)+
+(2z + 2z2 ln z + 2z2(1 − z)2 + 2z3 ln2 z + 3z3 ln z + 10z3 − z4 + z5) = 0,

�$���

!� � ���	
���� 4cα/α := β ≥ 1/2� %�
	� �	!�	�	� ���	"		" �$��� !��

����
� ���&�� �!�	 ����'"��� 	
 ��!����� (0, 1)( �����) �*	
 �	
)��

�������� ���!
��

+
���*�	� �	
��		" ����'"���� ���	"		" �$��� 	
 �	����
�� (0, 1) !�"
�"!� �	
��	& ������	� β ∈ [0.5, 1.5] ���
�
	� � %
��� � ��

������� �	 ,�)�	� ����'"��� ���	"		" �$��� ��� ���	�- ������	
- ���

�.� ��	�
 β�∣∣∣∣ β |0.5 |0.6 |0.7 |0.8 |0.9 |1.0 |1.1 |1.2
z∗ |0.155 |.171 |.186 |.199 |.210 |.220 |.228 |.236

∣∣∣∣
∣∣∣∣ β |1.3 |1.4 |1.5

z∗ |.243 |.249 |.254

∣∣∣∣
/� 	
���!��( ���-�!�� !� .����0�
		" 	
����	�� ����
�&	��

���
����� ����!�	�� ����	�
������ " 	
 ��	�� 
� �) ��� ���� �- ���

�
��
���	�� �����	����# 
�� ����� ������� ����� N ∈ Z+ 
������

����� � 
������ ����� 
�������� ���������� 
������� 
����


��
�� 
�� ����� ���������� 
����� ����� ���� 
������� �� ���� 

��� 
��������� �������� l = z∗N ∈ Z+ �����! � 
��� ����� 
���� �

���� 
����� �����! �� ���������� ��������� ��� 
�����"�� ��� 

� 

����� 
��������	

� ���
����

1����"	��
 ��	����	 �)	
 �!��& ��	�� 
� �) � ����!���2� �
	����&���

�� ����.��" � ���
-  �)�	������*����� ��� ��� � ����
��
���	�0 .�	�

� ��0  �	� ������ ����	�
������� "� ����	 �)	� 	
)���&3  �		���

�
���� 
� �) 
!���
�	� �������&�" ��� �
�&	� !������	� 
�����

�&�� ��� ��� 	
 .
���� �������� H = {0, 1, ..., N}� /� ���� �
��*
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��� ��� ���
�
��� ������ ������
� ����
�� �

���
��� ������������ 
����������
��� ���������  !"#$	 ���%��� ���

������� ������
�� β := 4cα/α ≥ 1/2	 ��
��� &����
������ ����������

����� ����������& ������
��� ���&������ 
� �
����" '����( �������

���� ������ �
��
 �������������� �����	 ��������	 � ������
� β = 1/2	
)� �������
� �� ��������
��* ����� ��������  !"#$ �
������ ����� �����

��
��" + ����� ������� ������( ����
� �������
� � 15.54% ����
��

����� � ���
��� �� ��
�������� ������ ������� ������� ����
�

����� � ���� ���
����& ����
�� ���� �%� �������
�&"

,���&���� 
���% �������
�	 )� �����%��� ����� ���
��
����%���*

��������� ����
����������� ����� � ��������
����( �������( ��������

�
� ��� ����� �����
���
� ��������* ���������* ��� ������ &����
����
��

�� ���
��� � ��)� ����)���( ������( ������* ��
����*" -���� 
���	

���� ������� �����������	 )� ��%�� ����
 ������ ���
�
��� ������

����� ����
��� �� ��������� ���������� ����
� ����� � ������������

���
���" .�)� % � ������ ����%���� �� ��������� ������ ����
���

�������� �
������ ��� �����������& ������ ����
�� ����� ��� % � ����

��� ���� �������(��& ����
����������� 
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��� ��������
� �
��

����� ������� ���
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�)� ��
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