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Описано основнi властивостi групи унiтрикутних автоморфi-
змiв алгебри многочленiвK[x, y] над полем характеристики 0. Оха-
рактеризовано верхнiй i нижнiй центральнi ряди i класи спряже-
ностi цiєї групи. Описано гратку її вербальних пiдгруп.

1 Вступ

Група автоморфiзмiв кiльця многочленiв вiд двох змiнних над фiксова-
ним полем K, яка ще вiдома як група автоморфiзмiв афiнної площини
K2 або двовимiрна афiнна група Кремони, є одним з основних об’єктiв
сучасної алгебраїчної геометрiї [1, 2]. Вона має також важливi застосува-
ння в теорiї динамiчних систем [3-6], комутативнiй алгебрi [2], теорiї асо-
цiативних алгебр [7, 8] тощо. Проте з теоретико-групової точки зору ця
група вивчена ще зовсiм мало. Це стосується також її основних пiдгруп:
пiдгрупи трикутних перетворень (iнакше – афiнної групи Жонк’єра або
елементарної групи) та пiдгрупи унiтрикутних перетворень. Остання, з
теоретико-групової точки зору влаштоване нiбито зовсiм просто: вона є
розширенням адитивної групи злiченновимiрного векторного простору
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над полем K за допомогою адитивної групи поля K. Але тип розширен-
ня такий, що ця група має цiлий ряд цiкавих властивостей. Метою даної
публiкацiї є опис основних властивостей унiтрикутної групи автоморфi-
змiв кiльця K[x, y] над полем характеристики нуль. Ми характеризуємо
верхнiй i нижнiй центральнi ряди цiєї групи, її класи спряженостi, вста-
новлюємо, що в нiй виконується нормалiзаторна умова i вона є повною
та описуємо ґратку її вербальних пiдгруп. Всi позначення в роботi за-
гальноприйнятi; означення використаних тут понять можна знайти в [9,
10].

2 Необхiднi допомiжнi вiдомостi

Нехай K – фiксоване поле характеристики нуль, G = AutK[x, y] – гру-
па автоморфiзмiв кiльця многочленiв K[x, y] вiд двох змiнних x, y над
полем K. Довiльний автоморфiзм K[x, y] однозначно визначається обра-
зами елементiв x, y ∈ K[x, y]:

x �→ a(x, y), y �→ b(x, y), (1)

причому цi образи повиннi бути такими, щоб вiдображення кiльця
K[x, y] в себе, яке задається вiдповiднiстю

f(x, y) �→ f(a(x, y), b(x, y)), f(x, y) ∈ K[x, y], (2)

було бiєктивним, а обернене до нього також задавалося парою многочле-
нiв, тобто вiдповiднiстю вигляду (1).

Автоморфiзм кiльця K[x, y] називається трикутним, якщо вiн зада-
ється парою многочленiв (a, b), перша компонента якої не залежить вiд
змiнної y. Для трикутних автоморфiзмiв функцiя x → a(x) має бути
оборотною, тобто a(x) мусить бути многочленом першого степеня. Звiд-
си легко вивести, що пара (a, b) задає трикутний автоморфiзм згiдно
з (1),(2) лише тодi, коли многочлен b(x, y) має вигляд αy + f(x), де
α �= 0, f(x) ∈ K[x]. Таким чином, кожен трикутний автоморфiзм K[x, y]
задається парою многочленiв

(α1x + β1, α2y + b(x)), (3)

де α1, β1, α2 ∈ K, α1 · α2 �= 0, b(x) ∈ K[x]. Трикутнi автоморфiзми на-
зивають ще елементарними [2, стор. 68]. Множина всiх трикутних ав-
томорфiзмiв групи G є пiдгрупою в групi AutK[x, y], яка називається
(афiнною) групою Жонк’єра i позначається J2(K).
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Означення 1. Трикутний автоморфiзм виду (3) назвемо унiтрику-
тним, якщо α1 = 1, α2 = 1.

Всi унiтрикутнi автоморфiзми кiльця K[x, y] утворюють пiдгрупу
в групi J2(K), яку позначатимемо символом UJ2(K). Елементи групи
UJ2(K) будемо скорочено позначати як пари вигляду

[β, f(x)], β ∈ K, f(x) ∈ K[x]. (4)

При такiй формi запису групова операцiя в UJ2(K) визначається
рiвнiстю

[β, f(x)][γ, g(x)] = [β + γ, f(x) + g(x + β)], (5)

нейтральному елементу e групи UJ2(K) вiдповiдає пара [0, 0], а оберне-
ною до пари (4) буде пара

[−β,−f(x− β)]. (5′)

Зрозумiло, що групу UJ2(K) можна вводити як незалежну конструкцiю
(4) з груповою дiєю (5).

Лема 1. Множина H автоморфiзмiв вигляду [0, f(x)], f(x) ∈ K[x],
є нормальним дiльником в UJ2(K).

Доведення. Очевидно, H є пiдгрупою UJ2(K). Оскiльки кожен пра-
вий клас сумiжностi за пiдгрупою H при деякому β ∈ K має вигляд
{[β, f(x)] | f(x) ∈ K[x]} i є одночасно лiвим класом сумiжностi, то H �G.

Множина K̂ пар вигляду [β, 0], β ∈ K, також утворює пiдгрупу в
UJ2(K), але ця пiдгрупа не є нормальною. Оскiльки K̂ ∩ H = {e}, то
звiдси дiстаємо

Лема 2. Група UJ2(K) розкладається в напiвпрямий добуток своїх
пiдгруп K̂ i H:

UJ2(K) = K̂ � H. (6)

Оскiльки K̂ i H – абелевi, то з (6) випливає, що UJ2(K) – метабелева
група.

3 Нижнiй i верхнiй центральнi ряди групи
UJ2(K)

Почнемо з встановлення двох допомiжних тверджень.
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Лема 3. Для довiльного многочлена f(x) ∈ K[x] i довiльного не-
нульового елемента a ∈ K iснує многочлен u(x) ∈ K[x], такий, що
справджується рiвнiсть

u(x + a)− u(x) = f(x). (7)

Доведення. Припустимо, що f(x) – многочлен степеня n. Много-
член степеня n над K однозначно визначається своїми значеннями в
n + 1 точцi. Покладемо u(0) = c, де c – фiксований елемент поля K, i
розглянемо систему рiвностей

u(a)− u(0) = f(0),
u(2a)− u(a) = f(a),
- - - - - - - - - - - - - - -

u((n + 1)a)− u(na) = f(na).

З цих рiвностей значення многочлена u(x) в точках a, 2a, 3a, ...(n+1)a
визначаються через значення многочлена f(x) в точках 0, a, ..., na. Тим
самим маємо набiр значень в (n + 2)-х точках 0, a, 2a, ..., (n + 1)a. Iснує
лише один многочлен степеня n + 1, який набуває таких значень в цих
точках. Hexaй u(x) дорiвнює цьому многочлену. Тодi для довiльного x ∈
K має мiсце рiвнiсть (7).

Зауваження. З доведення леми випливає, що для многочлена f(x)
степеня n iснує многочлен u(x) степеня n + 1 такий, що справджується
рiвнiсть (7). Оскiльки має мiсце строга нерiвнiсть

cm.(u(x + a)− u(x)) < cm.(u(x)) (8)

(де символом cm.u(x) позначено степiнь многочлена u(x)), то n+1 – най-
менше можливе значення степеня u(x), для якого рiвнiсть (7) можлива.

Лема 4. Нехай f(x) є многочленом степеня k. Тодi iснує безлiч еле-
ментiв a поля K, таких, що має мiсце рiвнiсть

cm.(f(x + a)− f(x)) = k − 1. (9)

Доведення. Нехай f(x) = a0x
k +a1x

k−1 + ...+ak, ai ∈ K (0 � i � k).

Тодi f(x + a) = a0(x + a)k + a1(x + a)k−1 + ... + ak =
k∑

l=0

a0C
l
ka

lxk−l +
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k−1∑
l=0

a1C
l
k−1a

lxk−l−1...+ak. Рiзниця f(x+a)−f(x) є многочленом степеня

≤ k − 1, причому це залежить вiд коефiцiєнта при xk−1, який дорiв-
нює a0ak = (a0a)k. Оскiльки K – це поле характеристики нуль, то при
довiльних ненульових a, a0 цей коефiцiєнт вiдмiнний вiд нуля i степiнь
многочлена f(x + a)− f(x) дорiвнює k − 1. Отже, лема доведена.

Лема 5. Для довiльних перетворень u = [α, f(x)] i v = [β, g(x)] iз
групи UJ2(K) мають мiсце рiвностi

a) u−1vu = [β,−f(x− α) + g(x− α) + f(x− α + β)]; (10)

b)(u, v) = u−1v−1uv =

= [0,−f(x− α)− g(x− α− β) + f(x− α− β) + g(x− β)]. (11)

Доведення здiйснюється безпосередньою перевiркою.

Нагадаємо, що ширина комутанта G′ групи G визначається як най-
менше натуральне число k, таке, що довiльний елемент iз G

′ є до-
бутком не бiльше нiж k комутаторiв; якщо такого числа не iснує, то
вважається, що ширина комутанта нескiнченна. Нижнiй центральний
ряд γi(G), i ≥ 1, групи G визначається таким чином: γ1(G) = G, а
при i > 1 γi(G) є пiдгрупою породженною комутаторами (u, v), де
u ∈ γi−1(G), v ∈ G.

Теорема 1. Комутант UJ2(K)
′ групи UJ2(K) збiгається з пiдгру-

пою H = {[0, f(x)] : f(x) ∈ K[x]}. Ширина комутанта дорiвнює 1. Ни-
жнiй центральний ряд групи UJ2(K) стабiлiзується на комутантi.

Доведення. З леми 5, b) випливає що комутант UJ2(K)
′ мiститься

в H. Для того, щоб переконатися, що має мiсце рiвнiсть UJ2(K)
′
= H,

досить пересвiдчитися, що кожен елемент iз H є комутатором певних
елементiв iз UJ2(K). Нехай u = [0, g(x)] – довiльний елемент з H. Згiдно
з лемою 3 iснує многочлен f(x) ∈ K[x] такий, що має мiсце рiвнiсть

f(x + 1)− f(x) = g(x).

Розглянемо такi два перетворення iз UJ2(K):

v = [0, f(x)], w = [−1, 0].

За лемою 5, b) для цих перетворень дiстаємо

(w, v) = [0, f(x + 1)− f(x)].
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Отже, має мiсце рiвнiсть u = (w, v), тобто u ∈ UJ2(K)
′ . Таким чином,

має мiсце потрiбна рiвнiсть. З наведених мiркувань випливає також, що
кожен елемент iз UJ2(K)′ є комутатором, тобто ширина комутанта дорiв-
нює 1. Пiдгрупа γ3(UJ2(K)) породжується комутаторами вигляду (u, v),
де u ∈ γ2(UJ2(K)) = UJ2(K)

′ , а v ∈ UJ2(K). Згiдно з доведеним довiль-
ний елемент u ∈ H є комутатором деякого перетворення iз H з перетво-
ренням [−1, 0], тобто γ3(UJ2(K)) = UJ2(K)

′ , а це означає, що нижнiй
центральний ряд групи UJ2(K) стабiлiзується на комутантi. Теорему
доведено.

Верхнiй центральний ряд даної групи G визначається iндуктивно та-
ким чином: Z0(G) = {1}, Z1(G) = Z(G), а при i > 1 Zi(G) складається з
найможливiших елементiв u ∈ G таких, що для довiльного g ∈ G кому-
татор (u, g) мiститься в Zi−1(G).

Теорема 2. n-тий член верхнього центрального ряду Zn(UJ2(K))
групи UJ2(K) збiгається з пiдгрупою

Hn = {[0, f(x)]|cm.f(x) ≤ n− 1},

а його ω-тий член – з пiдгрупою H. Група UJ2(K) має верхнiй цен-
тральний ряд довжини ω + 1.

Доведення. Скористаємося iндукцiєю вiдносно n. Випадок n = 1
є очевидним, оскiльки центр групи UJ2(K) складається з перетворень
вигляду [0, a], a ∈ K. Цi i тiльки цi перетворення комутують з усiма
iншими. Припустимо, що при k ≤ n має мiсце рiвнiсть Hk = Zk(UJ2(K))
i пересвiдчимося, що ця рiвнiсть має мiсце при k = n+1. Комутатор (u, v)
довiльного перетворення u = [a, f(x)] з перетворенням v = [0, g(x)] ∈ H
має вигляд

(u, v) = [0,−g(x− a) + g(x)].

Оскiльки cm.(−g(x − a) + g(x)) < cm.g(x), то з включення v ∈ Hn+1

випливає, що (u, v) ∈ Hn для довiльного u ∈ UJ2(K). Це означає, згiдно
з припущенням iндукцiї, що Hn+1 ⊆ Zn+1(UJ2(K)). Залишилося переко-
натися, що жодне перетворення v ∈ H, для якого cm.g(x) ≥ n + 2 не на-
лежить до Zn+1(UJ2(K)). Якщо cm.g(x) = k ≥ n+2, то за лемою 4 iснує
такий елемент a ∈ K, що cm.(g(x + a)− g(x)) = n + 1. Звiдси випливає,
що ненульова координата комутатора таблиць u = [a, 0] i v є многочле-
ном степеня n+1, тобто (u, v) /∈ Zn(UJ2(K)). А тому v /∈ Zn+1(UJ2(K)),
тобто Zn+1(UJ2(K)) = Hk+1.
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Далi, ω-тий член верхнього центрального ряду визначається як
∞⋃

n=0
Zn(UJ2(K)). Отже, Zω(UJ2(K)) =

∞⋃
n=0

Hn = H. Оскiльки для до-

вiльних перетворень u ∈ H i v ∈ UJ2(K) маємо (u, v) ∈ H, то

Zω+1(UJ2(K)) = UJ2(K).

Теорему доведено.

4 Класи спряженостi групи UJ2(K) i нормалiза-
торна умова

Адитивна група поля K дiє на кiльцi многочленiв K[x] зсувами аргу-
менту:

f(x) �→ f(x + α), f(x) ∈ K[x], α ∈ K. (12)

Нерухомими точками при такiй дiї є многочлени нульового степеня. На
множинi всiх многочленiв ненульового степеня дiя (12) є точною, а всi
орбiти – нескiнченнi, оскiльки при довiльних цiлих k, l, k �= l, маємо
f(x + kα) �= f(x + lα). Множину орбiт дiї (12) на множинi многочленiв
ненульового степеня над K позначимо символом Ω. Класи спряженостi
групи UJ2(K) описуються таким чином.

Теорема 3. Нехай u = [α, g(x)] - довiльний елемент iз UJ2(K). Клас
спряженостi 〈U〉 цього елемента має вигляд:

(i){[α, h(x)]|h(x) ∈ K[x]}, при α �= 0;
(ii){[0, h(x)]|h(x) ∈ θ}, θ ∈ Ω, при α = 0, cm.g(x) ≥ 1;
(iii){[0, c]}, при α = 0, g(x) ≡ c.

Доведення (i). Нехай u – такий елемент, що α �= 0. Згiдно з лемою 5,
рiвнiсть (10), елемент, спряжений з [α, g(x)] за допомогою перетворення
[β, f(x)] має вигляд [α,−f(x−β)+g(x−β)+f(x−β+α)]. Для довiльного
многочлена h(x) ∈ K[x] рiвняння

−f(x− β) + g(x− β) + f(x− β + α) = h(x)

є рiвнянням типу (7), а тому згiдно з лемою 3 має розв’язок. Нехай
f0(x) – один з розв’язкiв цього рiвняння, а перетворення v визначене як
[β, f0(x)]. Тодi v−1uv = [α, h(x)]. Оскiльки h(x) ∈ K[x] – довiльний, то
частину (i) теореми 3 доведено.
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(ii) Якщо u = [0, g(x)], то для довiльного перетворення v = [β, f(x)]
маємо

v−1uv = [0, g(x− β)].

Оскiльки β ∈ K може бути довiльним, то g(x− β) пробiгає деяку орбiту
θ ∈ Ω, тобто клас спряженостi 〈U〉 має потрiбний вигляд.

Випадок (iii) очевидний. Теорему доведено.

Для довiльного натурального n пiдгрупа

K̂ ·Hn = {[α, f(x)]|α ∈ K, f(x) ∈ K[x], cm.f(x) ≤ n}

має верхнiй центральний ряд вигляду

E < Z(UJ2(K)) = H0 < H1 < ... < Hn−1 < K̂ ·Hn, (13)

тобто є нiльпотентною класу n. Безпосередньо перевiряється, що (13) є
також нижнiм центральним рядом групи K̂ ·Hn. Оскiльки кожна скiн-
ченнопороджена пiдгрупа групи UJ2(K) мiститься при деякому n у пiд-
групi K̂ ·Hn, то група UJ2(K) є локально нiльпотентною. Бiльше того,
має мiсце таке твердження.

Теорема 4. Для довiльного поля K характеристики нуль в групi
UJ2(K) виконується нормалiзаторна умова, тобто кожна її пiдгрупа
вiдмiнна вiд свого нормалiзатора.

Доведення. Проаналiзуємо, якi умови повиннi виконуватися для
пiдгрупи A < UJ2(K) для того, щоб її нормалiзатор N(A) в UJ2(K)
збiгався з самою пiдгрупою A.

По-перше, пiдгрупа A не може бути скiнченнопородженою, оскiльки
iнакше при деякому n мало би мiсце включення A < K̂ · Hn. З нiльпо-
тентностi K̂ ·Hn випливає, що навiть нормалiзатор A в K̂ ·Hn вiдмiнний
вiд A, тобто A не є самонормалiзовною в UJ2(K). Крiм того, A не може
бути пiдгрупою H, бо тодi N(A) �= A, оскiльки A � H, H � UJ2(K).

По-друге, пiдгрупа A повинна мiстити центр Z(UJ2(K)), бо iнакше,
оскiльки N(A) > Z(UJ2(K)), то N(A) �= A.

Припустимо тепер, що iснує таке число n ≥ 0, що пiдгрупа A мiстить
Hn, але не мiстить Hn+1. Тодi N(A) �= A, бо для довiльного перетво-
рення v = [0, g(x)] ∈ Hn+1 будь-якого перетворення u = [α, f(x)] ∈ A
трансформа v−1uv мiститься в A. Справдi,

v−1uv = [α,−g(x) + f(x) + g(x + α)] = [0,−g(x) + g(x + α)] · [α, f(x)].
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Оскiльки [0,−g(x) + g(x + α)] мiститься в Hn < A, то добуток
[0,−g(x) + g(x + α)] · u також належить до A. Отже, N(A) > Hn+1, тоб-
то N(A) �= A. Таким чином, для самонормалiзовної пiдгрупи ця умова
виконуватися не може.

Залишилося розглянути випадок, коли пiдгрупа A мiстить пiдгрупи
Hn при довiльному натуральному n. Тодi A > H, тобто A = B · H, де
B – деяка пiдгрупа адитивної групи поля K. Якщо B �= K, то B · H �
UJ2(K), тобто в такому разi також маємо N(A) �= A. Отже, пiдгрупи
A < UJ2(K), для якої виконувалася б умова N(A) = A не iснує. Теорему
доведено.

5 Вербальнi пiдгрупи i повнота групи UJ2(K).

Нагадаємо [9, с. 165], що група G називається повною, якщо для довiль-
ного натурального числа n i довiльного елемента g ∈ G рiвняння xn = g
має розв’язок в групi G.

Лема 6. Для довiльного перетворення u = [α, f(x)] ∈ UJ2(K) при
будь-якому натуральному k має мiсце рiвнiсть

uk = [kα,

k−1∑
j=0

f(x + jα)]. (14)

Доведення здiйснюється безпосередньою iндукцiєю за числом k.

Теорема 5. Для довiльного поля характеристики нуль група
UJ2(K) є повною.

Доведення. Потрiбно переконатися, що для довiльного перетворе-
ння u = [α, f(x)] ∈ UJ2(K) i будь-якого натурального числа k iснує
перетворення v ∈ UJ2(K), таке, що vk = u. Покладемо, що шукане пе-
ретворення v має вигляд: v = [β, g(x)], β ∈ K, g(x) ∈ K[x]. Тодi згiдно з
(14) маємо

vk = [kβ,

k−1∑
j=0

g(x + jβ)] = [α, f(x)].

Звiдси

kβ = α,
k−1∑
j=0

g(x + jβ) = f(x). (15)



96 Ж.I. Довгей, В.I. Сущанський

Оскiльки K – поле характеристики нуль, то з першої рiвностi дiстаємо
β = α/n i залишається перевiрити, що друге рiвняння (15) має розв’я-
зок в кiльцi K[x]. Скористаємося iндукцiєю за числом k. Випадок k = 2
доводиться тими ж мiркуваннями, що використовуються при доведеннi
леми 3. При цьому має мiсце рiвнiсть cm.g(x) = cm.f(x). Нехай твердже-
ння теореми є правильним для всiх k < n i розглянемо його при k = n.
За припущенням iндукцiї рiвняння

n−1∑
i=0

g(x + iβ) = h(x) (16)

вiдносно невiдомої g(x) має розв’язок при довiльному многочленовi h(x).
З цiєї рiвностi дiстаємо рiвнiсть

n−1∑
i=0

g(x + (i + 1)β) = h(x + β). (17)

Додаючи рiвностi (16), (17) дiстаємо

g(x) + 2g(x + β) + . . . + 2g(x + (n− 1)β) + g(x + nβ) = h(x) + h(x + β).

З iншого боку, рiвняння g(x) + g(x + nβ) = p(x) вiдносно g(x) також
має розв’язок при довiльному многочленовi p(x), cm.p(x) = cm.h(x).
Додаючи цю рiвнiсть до попередньої дiстаємо

2(g(x) + g(x + β) + . . . + g(x + nβ)) = h(x) + h(x + β) + p(x).

Залишилося пiдiбрати многочлени h(x) i p(x) так, щоб 1
2(h(x)+h(x+β)+

p(x)) = f(x), що можна зробити вибравши p(x) довiльно, i розв’язавши
рiвняння h(x)+h(x+β) = 2f(x)−p(x) вiдносно h(x). Теорему доведено.

Поняття вербальної пiдгрупи в заданiй групi визначається таким
чином. Груповим словом в алфавiтi X = {x1, x2, . . .} називається до-
вiльний елемент вiльної групи з системою вiльних твiрних x1, x2, . . .
Кожне групове слово має вигляд v(x1, x2, . . . , xs) = xε1

i1
xε2

i2
. . . xεs

is
, де

εi ∈ {1,−1}, 1 ≤ i ≤ s, i1, i2, . . . , is ∈ {1, 2, . . .}.
Як елементи вiльної групи F з вiльними твiрниими x1, x2, . . . розгля-

даються лише нескоротнi слова, тобто такi, що не мiстять фрагментiв
вигляду xix

−1
i або x−1

i xi. Слово v(x1, x2, . . . , xn) називається комутатор-
ним, якщо воно мiститься в комутантi групи F . Простi комутаторнi слова
визначаємо iндуктивно:
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• Кожен комутатор (xi, xj), xi, xj ∈ X, i �= j є простим комутаторним
словом;

• Якщо v(x1, x2, . . . , xk) – просте комутаторне слово, то комутатори
(v(x1, x2, . . . , xk), xk+1), (xk+1, v(x1, x2, . . . , xk)) є простими комута-
торними словами;

• Iнших простих комутаторних слiв немає.

Комутатор (. . . ((x1, x2), x3), . . . , xk) називається простим лiвонормова-
ним, а комутатор (x1, (x2, . . . , (xk−1, xk) . . .))– правонормованим.

Значенням групового слова v(x1, x2, . . . , xs) в групi G називає-
ться довiльний елемент групи G, який має вигляд v(g1, g2, . . . , gs), де
g1, g2, . . . , gs ∈ G – довiльнi. Нехай V ⊆ F – деяка множина групових
слiв. Вербальною пiдгрупою, що визначається множиною слiв V в групi
G називається пiдгрупа V (G), породжена всiма значеннями слiв iз V в
групi G:

V (G) =< {v(g1, g2, . . . , gs)|v ∈ V, g1, g2, . . . , gs ∈ G} > .

Кожна вербальна пiдгрупа є цiлком iнварiантною в групi G; всi вербальнi
пiдгрупи в G утворюють ґратку щодо включення, яка, взагалi кажучи,
не є пiдґраткою ґратки всiх пiдгруп групи G (див. [11]). Сама група G
i одинична пiдгрупа E завжди будуть вербальними пiдгрупами в G. Всi
iншi пiдгрупи називаються власними вербальними пiдгрупами G.

Два набори слiв V1, V2 називаються рiвносильними над групою G
(див. [11]), якщо V1(G) = V2(G).

Лема 7. Над довiльною метабелевою групою кожна множина слiв
V рiвносильна деякiй одноелементнiй множинi слiв.

Доведення випливає з основного результату [5].

Як наслiдок з леми 7 дiстаємо, що кожна вербальна пiдгрупа мета-
белевої групи G може бути породжена одним словом.

Важливим для подальших мiркувань є також наступне твердження.

Лема 8. Кожне групове слово є рiвносильним парi слiв, одне з яких
має вигляд xn, а друге є комутаторним словом.
Доведення див. в [11].

Теорема 6. Комутант групи UJ2(K) є єдиною власною вербальною
пiдгрупою цiєї групи.
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Доведення. За теоремою 5 вербальна пiдгрупа, породжена словом
xk в групi UJ2(K) при довiльному k ∈ N збiгається з самою групою
UJ2(K). Звiдси випливає, що вербальна пiдгрупа, породжена парою слiв
xk, v, де v – довiльне слово також збiгається з групою UJ2(K). Отже,
враховуючи леми 6, 7, маємо, що кожна власна вербальна пiдгрупа гру-
пи UJ2(K) породжується деяким комутаторним словом. Припустимо, що
комутаторне слово не є простим анi суперпозицiєю простого слова зi сло-
вами вигляду xk

i . Тодi воно мiстить пiдслово вигляду ((xi1 , xi2), (xi3xi4)),
яке в групi UJ2(K), оскiльки вона метабелева, тотожно дорiвнює оди-
ничному елементу. А тому, вербальна пiдгрупа, що породжується в гру-
пi UJ2(K) цим словом, є одиничною. Далi, з теореми 5 випливає, що
кожне слово, яке утворюється з простого комутатора суперпозицiєю зi
словом вигляду xk

i є рiвносильним початковому простому комутатору.
Таким чином, досить розглянути вербальнi пiдгрупи, породженi прости-
ми комутаторами. З теореми 1 випливає, що у випадку коли вербаль-
на пiдгрупа, породжена словом v(xi1 , xi2 , . . . , xin) збiгається з UJ2(K),
то вербальна пiдгрупа, породжена словом (v(xi1 , xi2 , . . . , xin), xin+1) або
(xin+1 , v(xi1 , xi2 , . . . , xin)) також збiгається з UJ2(K). Тепер доведення за-
вершується очевидною iндукцiєю за кiлькiстю символiв xi, з яких утво-
рено простий комутатор. Теорему доведено.

Наслiдок. Ґратка вербальних пiдгруп групи UJ2(K) має вигляд
(рис.1)

Наведемо наприкiнцi без доведення ще одне твердження про групу
UJ2(K).

Теорема 7. Нормалiзатор групи UJ2(K) в групi AutK[x, y] збiгає-
ться з групою трикутних автоморфiзмiв J2(K).
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THE STRUCTURE OF THE UNITRIANGLE AUTOMORPHISM
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We describe main properties of the unitriangle automorphism group of the
polynomial algebra K[x, y] over a field K of the characteristic 0. The lower and
upper central series and conjugate classes of this group are characterized. The
lattice of it’s verbal subgroup is described.




