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Вивчається початково-крайова задача для лiнiйного парабо-
лiчного рiвняння другого порядку з розривними коефiцiєнтами в
припущеннi, коли на зовнiшнiй частинi межi областi задається умо-
ва другої крайової задачi, а на внутрiшнiй частинi межi – умова
спряження типу Вентцеля. Методом граничних iнтегральних рiв-
нянь доведено теорему про однозначну розв’язнiсть задачi в про-
сторi Гельдера.

В роботi метод потенцiалiв застосовується до розв’язання початково-
крайової задачi для загального лiнiйного параболiчного рiвняння друго-
го порядку з умовою спряження типу Вентцеля, тобто умова спряження
має вигляд параболiчного оператора другого порядку вiдносно дотичних
змiнних. Припускається також, що на зовнiшнiй частинi межi областi за-
дається умова другої крайової задачi.

Зазначимо, що задача Вентцеля виникає, зокрема, в теорiї випадко-
вих марковських процесiв при побудовi дифузiйного процесу в областi
скiнченновимiрного евклiдового простору за наперед заданими матри-
цею дифузiї i вектором переносу та крайовими умовами. Загальний ви-
гляд крайових умов для багатовимiрних дифузiйних процесiв був зна-
йдений О.Д. Вентцелем [3].

Використання методу потенцiалiв при розв’язаннi розглядуваної на-
ми задачi дає можливiсть подати шуканий розв’язок в iнтегральнiй фор-
мi i звести її до розв’язання системи iнтегральних рiвнянь Вольтерри
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другого роду з ядрами, що мають слабкi особливостi, i для встановлен-
ня розв’язностi якої можна застосувати метод послiдовних наближень.

Зауважимо, що в [7] подiбну задачу було дослiджено за допомогою
методу теорiї потенцiалу в припущеннi, коли на зовнiшнiй частинi межi
областi задається умова першої крайової задачi. За допомогою iнших ме-
тодiв початково-крайова задача Вентцеля вивчалася у роботах [1], [14].
Зазначимо також працю [11] та монографiї [4], [5], [9], де для параболi-
чних крайових задач розвинуто загальну теорiю.

Введемо такi позначення: Rn – n-вимiрний евклiдiв простiр; R n+1
T =

Rn × (0, T ), T > 0 – фiксоване; Rn
T = Rn−1 × (0, T ) ; Z+ – множина

цiлих невiд’ємних чисел; x = (x1, . . . , xn−1, xn) = (x′, xn) – точка в Rn;
x′ = (x1, . . . , xn−1) – точка в Rn−1; (x, t) = (x′, xn, t) – точка в R n+1

T ;

(x′, t) – точка в Rn
T ; (x, y) =

n∑
i=1

xiyi; |x|2 = (x, x) =
n∑

i=1
x2

i ; |x′|2 =
n−1∑
i=1

x2
i .

Нехай D – обмежена область в Rn з гладкою межею S. Припустимо,
що поверхня S1 (S∩S1 = ∅) роздiляє область D на двi областi D1 i D2, де
D1 – пiдобласть з межею S1, а D2 – пiдобласть з межею S2 = S1∪S. Через
ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x)) та ν(1)(x) = (ν(1)

1 (x), . . . , ν(1)
n (x)) позначатимемо

одиничнi вектори внутрiшнiх (щодо D2) нормалей в точках x ∈ S та
x ∈ S1 вiдповiдно. Покладемо Dm = Dm ∪ Sm, Ωm = Dm × (0, T ), Σm =
Sm × [0, T ], m = 1, 2, D = D ∪ S, Ω = D × (0, T ), Σ = S × [0, T ].

Частинну похiдну вiдносно t з порядком r i будь-яку частинну по-
хiдну вiдносно x з порядком p, де r, p ∈ Z+, позначатимемо вiдповiдно
символами Dr

t i Dp
x. Будемо використовувати також такi позначення:

Dt ≡ ∂
∂t ; Di ≡ ∂

∂xi
; Dij ≡ ∂2

∂xi∂xj
, i, j = 1, . . . , n; ∇ = (D1, . . . , Dn),

δi (i = 1, . . . , n) – тангенцiальний диференцiальний оператор на S1,

тобто δi =
n∑

k=1

τikDk, де τik = δk
i − ν

(1)
i ν

(1)
k , δk

i – символ Кронекера.

В роботi використовуватимемо простори Гельдера H l+λ,(l+λ)/2(R n+1
T ),

H l+λ,(l+λ)/2(Σm), H l+λ(Rn) (l = 0, 1, 2; m = 1, 2; λ ∈ (0, 1) – фiксоване)
та клас поверхонь H l+λ (l = 1, 2), якi визначенi в роботi [8]. Пiдмножину
функцiй з H l+λ,(l+λ)/2(Σm), якi (у випадку l = 2 разом з похiдною по t)
перетворюються в нуль при t = 0 позначатимемо через H◦

l+λ,(l+λ)/2)(Σm),

а через ||w||Hl+λ(B) та ||w||Hl+λ,(l+λ)/2(B) – норму функцiї w в H l+λ(B) та
H l+λ,(l+λ)/2(B), де B – одна з множин Rn, R n+1

T , Σ, Σm, m = 1, 2 вiд-
повiдно. Всюди нижче C, c – додатнi сталi, якi не залежать вiд (x, t),
конкретнi величини яких нас цiкавити не будуть.

Припустимо, що у шарi R n+1
T задано два рiвномiрно параболiчнi опе-
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ратори другого порядку

Lsu ≡
n∑

i,j=1

a
(s)
ij (x, t)Diju +

n∑
i=1

a
(s)
i (x, t)Diu+

+a
(s)
0 (x, t)u−Dtu, s = 1, 2, (1)

з коефiцiєнтами, що визначенi в R n+1
T , для яких виконанi умови:

(A1)
n∑

i,j=1
a

(s)
ij (x, t)ξiξj ≥ δ0s|ξ|2, a

(s)
ij = a

(s)
ji , δ0s > 0, s = 1, 2,

∀(x, t) ∈ R n+1
T , ∀ξ ∈ Rn;

(A2) a
(s)
ij , a

(s)
i , a

(s)
0 ∈ Hλ,λ/2(R n+1

T ) , s = 1, 2, i, j = 1, . . . , n.
Умови (A1), (A2) забезпечують iснування для оператора Ls, s = 1, 2,

звичайного фундаментального розв’язку (ф.р.) Gs(x, t; ξ, τ) (0 ≤ τ < t ≤
T , x, ξ ∈ Rn) [див. 8, гл. IV, §11], для якого при 2r + p ≤ 2 виконанi
нерiвностi

|Dr
t D

p
xGs(x, t; ξ, τ)| ≤ C(t− τ)−(n+2r+p)/2 exp

{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
. (2)

В точках поверхонь Σ1 та Σ визначимо вектори конормалей:
N (s)(x, t) = (N (s)

1 (x, t), . . . , N (s)
n (x, t)), (x, t) ∈ Σ1, де N

(s)
i (x, t) =

n∑
j=1

a
(s)
ij (x, t)ν(1)

j (x), i = 1, . . . , n, s = 1, 2; N(x, t) = (N1(x, t), . . . , Nn(x, t)),

(x, t) ∈ Σ, де Ni(x, t) =
n∑

j=1
a

(2)
ij (x, t)νj(x), i = 1, . . . , n.

Розглянемо параболiчну задачу спряження:

Lsus(x, t) = −fs(x, t), (x, t) ∈ Ωs, s = 1, 2, (3)

us(x, 0) = ϕs(x), x ∈ Ds, s = 1, 2, (4)

L3u(x, t) ≡ u1(x, t)− u2(x, t) = z(x, t), (x, t) ∈ Σ1\S1, (5)

L4u(x, t) ≡
n∑

i,j=1

βij(x, t)δiδju1 − (β(x, t),∇u1) + β0(x, t)u1 −Dtu1+

+(α(x, t),∇u2) + α0(x, t)u2 = θ(x, t), (x, t) ∈ Σ1\S1, (6)
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L5u2(x, t) ≡ ∂u2(x, t)
∂N(x, t)

+ χ(x, t)u2(x, t) = ψ(x, t), (x, t) ∈ Σ\S, (7)

де u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)), α(x, t) = (α1(x, t), . . . , αn(x, t)), β(x, t) =
(β1(x, t), . . . , βn(x, t)).

Припускаємо, що коефiцiєнти оператора спряження типу Вентцеля
L4 задовольняють умови:

(B1)
n∑

i,j=1
βij(x, t)ξiξj ≥ μ0|ξ|2, βij = βji, μ0 > 0, ∀(x, t) ∈ Σ1,

∀ξ ∈ Rn, ξ ⊥ ν(1)(x);
(B2) βij , βi, αi, β0, α0 ∈ Hλ,λ/2(Σ1) , i, j = 1, . . . , n, (β, ν(1)) ≥ 0,

(α, ν(1)) ≥ 0.
Будемо вважати також, що

S ∈ H1+λ, S1 ∈ H2+λ, ρ(S, S1) ≥ d0 > 0, (8)

fs ∈ Hλ,λ/2(R n+1
T ), ϕs ∈ H2+λ(Rn), s = 1, 2,

z ∈ H2+λ,(2+λ)/2(Σ1), θ ∈ Hλ,λ/2(Σ1), ψ ∈ H1+λ,(1+λ)/2(Σ), (9)

де функцiї fs, ϕs, s = 1, 2, z, θ, ψ належать до правих частин рiвностей
(3)–(7), для яких, крiм цього, виконанi умови узгодження:

ϕ1(x)−ϕ2(x) = z(x, 0), x ∈ S1,
∂ϕ2(x)

∂N(x, 0)
+χ(x, 0)ϕ2(x) = ψ(x, 0), x ∈ S,

n∑
i,j=1

βij(x, 0)δiδjϕ1 − (β(x, 0),∇ϕ1) + (α(x, 0),∇ϕ2) + β0(x, 0)ϕ1+

+α0(x, 0)ϕ2 −
n∑

i,j=1

a
(s)
ij (x, 0)Dijϕs −

n∑
i=1

a
(s)
i (x, 0)Diϕs − a

(s)
0 (x, 0)ϕs−

−fs = θ(x, 0) + (s− 1)Dtz(x, t)|t=0, x ∈ S1, s = 1, 2. (10)

Перейдемо тепер до викладу основного результату роботи.

Теорема. Нехай коефiцiєнти операторiв Ls, s = 1, 2, i L4 задоволь-
няють вiдповiдно умови (А1), (А2) i (В1), (В2), а для поверхонь S i S1

та функцiй fs, ϕs, s = 1, 2, z, θ, ψ з (3)–(7) виконанi умови (8), (9). Тодi
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при виконаннi умов узгодження (10) задача (3)–(7) має єдиний розв’я-
зок

u1 ∈ H2+λ,(2+λ)/2(Ω1),

u2 ∈ H1+λ,(1+λ)/2(Ω2), (11)

для якого виконується оцiнка

‖u1‖H2+λ,(2+λ)/2(Ω1) + ‖u2‖H1+λ,(1+λ)/2(Ω2) ≤ C

[
2∑

s=1

‖fs‖Hλ,λ/2(R n+1
T )+

+
2∑

s=1

‖ϕs‖H2+λ(Rn) + ‖z‖H2+λ,(2+λ)/2(Σ1) + ‖θ‖Hλ,λ/2(Σ)+

+ ‖ψ‖H1+λ,(1+λ)/2(Σ)

]
. (12)

Доведення. Будемо шукати розв’язок задачi (3)–(7) у виглядi

us(x, t) =
3∑

m=0

u(m)
s (x, t), (x, t) ∈ Ωs, s = 1, 2, (13)

де u
(0)
1 (x, t) ≡ 0,

u(1)
s (x, t) =

t∫
0

dτ

∫
S1

Gs(x, t; ξ, τ)Vs(ξ, τ)dσξ, s = 1, 2, (14)

u
(0)
2 (x, t) =

t∫
0

dτ

∫
S

G2(x, t; ξ, τ)V0(ξ, τ)dσξ, (15)

u(2)
s (x, t) =

∫
Rn

Gs(x, t; ξ, 0)ϕs(ξ)dξ, s = 1, 2, (16)

u(3)
s (x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Gs(x, t; ξ, τ)fs(ξ, τ)dξ, s = 1, 2. (17)

Нагадаємо (див. [8]), що в теорiї параболiчних рiвнянь функцiї u
(0)
2 ,

u
(1)
s , s = 1, 2, звуться потенцiалами простого шару, а функцiї u

(2)
s та
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u
(3)
s – вiдповiдно плоским та об’ємним потенцiалами Пуассона. Вiдомо

також, що функцiї u
(l)
s , l = 1, 2, 3, s = 1, 2, та u

(0)
2 – неперервнi в R n+1

T ,
задовольняють рiвняння Lsu

(1)
s = 0, s = 1, 2, в R n+1

T \Σ1, L2u
(0)
2 = 0 в

R n+1
T \Σ, Lsu

(2)
s = 0, Lsu

(3)
s = −fs, s = 1, 2, в R n+1

T , i початковi умови
u

(1)
s (x, 0) = 0, s = 1, 2, u

(0)
2 (x, 0) = 0, u

(2)
s (x, 0) = ϕs(x), u

(3)
s (x, 0) = 0,

x ∈ Rn, s = 1, 2. Тому для розв’язання задачi потрiбно пiдiбрати Vs,
s = 1, 2, та V0 у такий спосiб, щоб для us, s = 1, 2, виконувались умови
спряження (5), (6), крайова умова (7), а при виконаннi умов узгодження
(10) справджувались умова (11) та оцiнка (12).

Припустимо a priori, що Vm, m = 0, 1, 2, задовольняють умови

V0 ∈ H◦
λ,λ/2(Σ), Vs ∈ H◦

λ,λ/2(Σ1), s = 1, 2. (18)

Перетворимо рiвнiсть (6), видiливши в нiй у виразах, що мiстять похi-
днi першого порядку вiдносно просторових змiнних окремо тангенцiаль-
ну i конормальну складовi. Для цього використаємо формули

(β(x, t),∇u1) =
n∑

i=1

βi(x, t)δ̃(1)
i u1 + γ1(x, t)

∂u1(x, t)
∂N (1)(x, t)

,

(α(x, t),∇u2) =
n∑

i=1

αi(x, t)δ̃(2)
i u2 + γ2(x, t)

∂u2(x, t)
∂N (2)(x, t)

, (19)

де δ̃
(s)
i = Di − ν

(1)
i

(N(s),ν(1))

n∑
k=1

N
(s)
k Dk, i = 1, . . . , n, s = 1, 2, – дотичнi дифе-

ренцiальнi оператори на S1, а

γ1(x, t) =
(β(x, t), ν(1)(x))

(N (1)(x, t), ν(1)(x))
, γ2(x, t) =

(α(x, t), ν(1)(x))
(N (2)(x, t), ν(1)(x))

.

При цьому для функцiй ∂u1

∂N(1) i ∂u2

∂N(2) пiсля врахування формули

стрибка для конормальних похiдних вiд потенцiалiв простого шару u
(1)
1

i u
(1)
2 (див. [8, гл. IV, §11]) можна записати спiввiдношення

∂u1(x, t)
∂N (1)(x, t)

=
1
2

V1(x, t) +

t∫
0

dτ

∫
S1

∂G1(x, t; ξ, τ)
∂N (1)(x, t)

V1(ξ, τ)dσξ+

+
3∑

m=2

∂u
(m)
1 (x, t)

∂N (1)(x, t)
, (x, t) ∈ Σ1\S1, (20)
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∂u2(x, t)
∂N (2)(x, t)

=

t∫
0

dτ

∫
S

∂G2(x, t; ξ, τ)
∂N (2)(x, t)

V0(ξ, τ)dσξ +
3∑

m=2

∂u
(m)
2 (x, t)

∂N (2)(x, t)
+

+

t∫
0

dτ

∫
S1

∂G2(x, t; ξ, τ)
∂N (2)(x, t)

V2(ξ, τ)dσξ −
1
2

V2(x, t), (x, t) ∈ Σ1\S1, (21)

до того ж для ядер ∂Gs

∂N(s) , s = 1, 2, мають мiсце оцiнки∣∣∣∣∂Gs(x, t; ξ, τ)
∂N (s)(x, t)

∣∣∣∣ ≤ C (t− τ)− (n+1−λ)/2 exp
{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
,

s = 1, 2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ S1, ξ ∈ S1, (22)∣∣∣∣∂G2(x, t; ξ, τ)
∂N (2)(x, t)

∣∣∣∣ ≤ C exp
{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ S1, ξ ∈ S. (23)

Зауважимо, що в нерiвностi (23) сталi C, c залежать також вiд сталої
d0 з умови (8). Тодi, враховуючи (19) i (5), умову спряження (6) можна
записати у виглядi

L̃4u(x, t) ≡
n∑

i,j=1

βij(x, t)δiδju1 −
n∑

i=1

βi(x, t)δ̃(1)
i u1 +

n∑
i=1

αi(x, t)δ̃(2)
i u1+

+β̃0(x, t)u1 −Dtu1 = θ̃(x, t), (x, t) ∈ Σ1\S1, (24)

де
β̃0(x, t) = β0(x, t) + α0(x, t),

θ̃(x, t) = θ0(x, t) +
2∑

s=1

(−1)s−1γs(x, t)
∂us(x, t)

∂N (s)(x, t)
,

θ0(x, t) = θ(x, t) + α0(x, t)z(x, t) +
n∑

i=1

αi(x, t)δ̃(2)
i z(x, t), (25)

або у виглядi

L̃4u(x, t) ≡
n∑

k,l=1

β̃kl(x, t)Dklu1 +
n∑

k=1

β̃k(x, t)Dku1 + β̃0(x, t)u1−

−Dtu1 = θ̃(x, t), (x, t) ∈ Σ1\S1, (26)
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де

β̃kl(x, t) =
n∑

i,j=1

βij(x, t)τik(x)τjl(x), k, l = 1, . . . , n,

β̃k(x, t) = αk(x, t)− βk(x, t) +
2∑

s=1

(−1)s−1γs(x, t)N (s)
k (x, t)−

−
n∑

i,j=1

βij(x, t)δi(ν
(1)
j (x)ν(1)

k (x)). (27)

Рiвнiсть (24) розглядатимемо далi як автономне параболiчне рiвнян-
ня вiдносно u1 на Σ1\S1. Коефiцiєнти та права частина цього рiвняння,
як випливає з умов теореми, умови (18), формул (25), (27) та власти-
востей потенцiалiв (див. [8]), належать до класу Гельдера Hλ,λ/2(Σ1).
Вiдомо також (див. [1], [8]), що для розв’язку u1 цього рiвняння, який
задовольняє початкову умову

u1(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ S1, (28)

справджується нерiвнiсть

‖u1‖H2+λ,(2+λ)/2(Σ1) ≤ C
[
‖θ̃‖Hλ,λ/2(Σ1) + ‖ϕ2‖H2+λ(S1)

]
.

Крiм цього, аналогiчно як в [7], ми доводимо, що цей розв’язок можна
виразити формулою

u1(x, t) =
∫
S1

Γ(x, t; ξ, 0)ϕ1(ξ)dσξ −
t∫

0

dτ

∫
S1

Γ(x, t; ξ, τ)θ̃(ξ, τ)dσξ, (29)

де (x, t) ∈ Σ1, Γ(x, t; ξ, τ) – ф.р. оператора L̃4, iснування якого забезпе-
чують умови теореми.

Зауважимо, що в правiй частинi формули (29) перший та другий до-
данки вiдiграють таку ж роль, як вiдповiдно плоский та об’ємний потен-
цiали Пуассона, що входять до зображення (13). При цьому для функцiї
Γ(x, t; ξ, τ) при 0 ≤ τ < t ≤ T , x ∈ S1, ξ ∈ S1, 2r + p ≤ 2, правильнi такi
нерiвностi:

|Dr
t δ

p
xΓ(x, t; ξ, τ)| ≤ C (t− τ)− (n−1+2r+p)/2 exp

{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
, (30)
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де δp
x – символ будь-якої тангенцiальної частинної похiдної вiдносно x з

порядком p.
Отже, маємо два вирази для значень функцiї u1 на Σ1 : спiввiдно-

шення (13), де треба покласти s = 1, (x, t) ∈ Σ1 та спiввiдношення (29).
Якщо прирiвняти мiж собою їх правi частини, враховуючи при цьому
(14), (15), (20), (21), то знайдемо перше рiвняння, що зв’язує невiдомi
функцiї Vm, m = 0, 1, 2. Друге рiвняння для Vm, m = 0, 1, 2, отримаємо,
використовуючи (29) та умову спряження (5).

Введемо для зручностi такi позначення: S(0) = S, S(1) = S(2) = S1,
Σ(l) = S(l) × [0, T ], l = 0, 1, 2. Тодi першi два рiвняння вiдносно Vm,
m = 0, 1, 2, можна подати у виглядi

t∫
0

dτ

∫
S1

Gm(x, t; ξ, τ)Vm(ξ, τ)dσξ +
2∑

l=0

t∫
0

dτ

∫
S(l)

Kml(x, t; ξ, τ)Vl(ξ, τ)dσξ =

= Φm(x, t), m = 1, 2, (x, t) ∈ Σ(l), l = 0, 1, 2, (31)

де

K10(x, t; ξ, τ) = −
t∫

τ

ds

∫
S1

Γ(x, t; η, s)γ2(η, s)
∂G2(η, s; ξ, τ)
∂N (2)(η, s)

dση,

(x, t) ∈ Σ1, (ξ, τ) ∈ Σ,

K20(x, t; ξ, τ) = K10(x, t; ξ, τ) + G2(x, t; ξ, τ), (x, t) ∈ Σ1, (ξ, τ) ∈ Σ,

K1l(x, t; ξ, τ) = K2l(x, t; ξ, τ) =
1
2

γl(ξ, τ)Γ(x, t; ξ, τ)+

+(−1)l−1

t∫
τ

ds

∫
S1

Γ(x, t; η, s)γl(η, s)
∂Gl(η, s; ξ, τ)
∂N (l)(η, s)

dση,

l = 1, 2, (x, t) ∈ Σ1, (ξ, τ) ∈ Σ1,

Φm(x, t) =
∫
S1

Γ(x, t; ξ, 0)ϕ1(ξ)dσξ −
3∑

l=2

u(l)
m (x, t)− zm(x, t)−

−
t∫

0

dτ

∫
S1

Γ(x, t; ξ, τ)

⎡⎣θ0(ξ, τ) +
2∑

i=1

3∑
j=2

(−1)i−1γi(ξ, τ)
∂u

(j)
i (ξ, τ)

∂N (i)(ξ, τ)

⎤⎦ dσξ,



Класична розв’янiсть однiєї крайової задачi... 149

m = 1, 2, (x, t) ∈ Σ1,

z1(x, t) ≡ 0, z2(x, t) ≡ z(x, t).

Третє рiвняння шуканої системи рiвнянь для Vm, m = 0, 1, 2, отрима-
ємо з крайової умови (7). Розкриваючи цю умову, з врахуванням фор-
мули стрибка для конормальної похiдної вiд потенцiалу простого шару
u

(0)
2 з (15) маємо

V0(x, t) +
2∑

l=0

t∫
0

dτ

∫
S(l)

K0l(x, t; ξ, τ)Vl(ξ, τ)dσξ = Φ0(x, t), (x, t) ∈ Σ,

(32)
де K01(x, t; ξ, τ) ≡ 0,

K0l(x, t; ξ, τ) = −2
[
∂G2(x, t; ξ, τ)

∂N(x, t)
+ χ(x, t)G2(x, t; ξ, τ)

]
, l = 0, 2,

(x, t) ∈ Σ, (ξ, τ) ∈ Σ(l),

Φ0(x, t) = −2

[
ψ(x, t)− χ(x, t)

3∑
l=2

u
(l)
2 (x, t)−

3∑
l=2

∂u
(l)
2 (x, t)

∂N(x, t)

]
,

(x, t) ∈ Σ\S.

Отже, для знаходження невiдомих щiльностей Vm, m = 0, 1, 2, ми
отримали систему iнтегральних рiвнянь (31), (32). Всi три рiвняння цiєї
системи є рiвняннями вольтеррiвського типу: першi два з них – це рiвня-
ння першого роду, а третє – рiвняння другого роду, розв’язане вiдносно
V0. За допомогою елементарних нерiвностей (2), (22), (23), (30) для ядер
цих рiвнянь Kml, m, l = 0, 1, 2, знаходимо оцiнки

|K0l(x, t; ξ, τ)| ≤ C (t− τ)− (n+1−λ)/2 exp
{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ S, ξ ∈ S(l), l = 0, 1, 2, (33)

|Kml(x, t; ξ, τ)| ≤ C (t− τ)− (n−1)/2 exp
{
−c
|x− ξ|2
t− τ

}
,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ S1, ξ ∈ S(l), m = 1, 2; l = 0, 1, 2. (34)
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Щодо правих частин системи рiвнянь (31), (32), тобто функцiй Φm,
m = 0, 1, 2, то для них, як випливає з припущень теореми, умов узго-
дження (10) i властивостей параболiчних потенцiалiв (див. [8]), виконанi
умови

Φ0 ∈ H◦
λ,λ/2(Σ), Φm ∈ H◦

2+λ,(2+λ)/2(Σ1), m = 1, 2. (35)

Дослiдимо тепер питання про редукцiю системи iнтегральних рiв-
нянь Вольтерри I-го роду (31) до еквiвалентної їй системи iнтегральних
рiвнянь Вольтерри II-го роду.

З цiєю метою введемо до розгляду крайовi iнтегро-диференцiальнi
оператори E1 i E2, що є аналогами оператора E , який був визначений в
роботах [2] та [13] i використовувався там як регуляризатор параболiчної
першої крайової задачi.

Нехай функцiя ψ ∈ H◦
l+λ,(l+λ)/2(Σ1), l = 1, 2. Тодi дiя оператора Em,

m = 1, 2, на функцiю ψ задається формулою

Em(x, t)ψ =
2√
π

⎧⎨⎩ ∂

∂t

t∫
0

(t− τ)−1/2dτ

∫
S1

Hm(x, t̂; ξ, τ)ψ(ξ, τ)dσξ

⎫⎬⎭
∣∣∣∣∣∣
t̂=t

,

(x, t) ∈ Σ1\S1, m = 1, 2, (36)

де функцiя Hm(x, t; ξ, τ) визначена при 0 ≤ τ < t ≤ T , x, ξ ∈ S1, i
для побудови якої треба використати атлас (n − 1)-вимiрного многови-
ду S1 ∈ H l+λ (l = 1, 2) за допомогою розбиття одиницi, а також ф.р.
оператора Lm,n−1 який є слiдом головної частини (без молодших членiв)
оператора Lm на Σ1 у локальних внутрiшнiх координатах. Це означає,
що при n ≥ 2 побудова оператора Em, m = 1, 2, є iстотно локальною.
Найбiльш простою виглядає конструкцiя функцiї Hm, m = 1, 2, а отже,
i оператора Em у випадку так званих "модельних" варiантiв поверхнi
Σ1 = S1 × [0, T ], тобто, коли S1 = Rn−1, або, коли S1 – елементарна по-
верхня з класу H l+λ, l = 1, 2 (див [2], [12]). Зокрема, в умовах першого
варiанту функцiя Hm(x′, t; ξ′, τ) (0 ≤ τ < t ≤ T , x′, ξ′ ∈ Rn−1) просто
збiгається з ф.р. рiвномiрно параболiчного оператора

Lm,n−1 ≡
n−1∑
i,j=1

ã
(m)
ij (x′, t)Dij −Dt, m = 1, 2,

де ã
(m)
ij = a

(m)
ij − a

(m)
in a

(m)
jn

(
a

(m)
nn

)−1
, i, j = 1, . . . , n− 1.
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Зазначимо без доведення декiлька вiдомих властивостей оператора
Em, m = 1, 2 (див. [2], [6], [7], [12], [13]). Першу з них можна описати за
допомогою такого твердження.

Лема. Оператор Em, m = 1, 2, який визначений формулою
(36), є лiнiйним обмеженим оператором, що вiдображає простiр
H◦

l+λ,(l+λ)/2(Σ1) на простiр H◦
l−1+λ,(l−1+λ)/2(Σ1), l = 1, 2. При цьому

рiвняння Emψ = 0 має в просторi H◦
l+λ,(l+λ)/2(Σ1) лише тривiальний

розв’язок ψ ≡ 0.
Друга властивiсть пов’язана з дiєю оператора Em на функцiю u

(1)
m з

(14). Якщо припустити, що невiдома щiльнiсть Vm, яка входить до по-
тенцiалу простого шару u

(1)
m , задовольняє умову (18), то справджується

рiвнiсть

Em(x, t)u(1)
m =

(
Am(x, t)ν(1)(x), ν(1)(x)

)−1/2
Vm(x, t)+

+

t∫
0

dτ

∫
S1

Km(x, t; ξ, τ)Vm(ξ, τ)dσξ, (x, t) ∈ Σ1\S1, m = 1, 2, (37)

де Am(x, t) =
(
a

(m)
ij (x, t)

)n

i,j=1
, до того ж для ядра Km(x, t; ξ, τ) в кожнiй

областi вигляду 0 ≤ τ < t ≤ T , x, ξ ∈ S1, виконується нерiвнiсть (22).
Використовуючи зазначенi властивостi оператора Em, m = 1, 2, пе-

реконуємося в тому, що пiсля застосування Em до вiдповiдного рiвняння
системи (31) останнi замiнюються еквiвалентними рiвняннями Вольтер-
ри II-го роду. Остаточно шукана система iнтегральних рiвнянь вiдносно
Vm, m = 0, 1, 2, матиме вигляд

Vm(x, t) +
2∑

l=0

t∫
0

dτ

∫
S(l)

Rml(x, t; ξ, τ)Vl(ξ, τ)dσξ =

= Ψm(x, t), (x, t) ∈ Σ(m), m = 0, 1, 2, (38)

де Ψ0(x, t) ≡ Φ0(x, t), (x, t) ∈ Σ(0),
Ψm(x, t) =

(
Am(x, t)ν(1)(x), ν(1)(x)

)1/2 Em(x, t)Φm, (x, t) ∈ Σ(m), m =
1, 2.

А для ядер Rml(x, t; ξ, τ) при 0 ≤ τ < t ≤ T , x ∈ S(m), ξ ∈ S(l),
m, l = 0, 1, 2, має мiсце оцiнка (22).
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Розв’язуючи систему рiвнянь (38) методом послiдовних наближень,
знаходимо Vm, m = 0, 1, 2. При цьому перевiряємо, що Vm задовольняють
умову (18).

Завершуючи доведення теореми, залишилося перевiрити виконання
для us, s = 1, 2, умов (11), оцiнки (12) та обґрунтувати єдинiсть побудо-
ваного за формулами (13), (38) розв’язку u = (u1, u2) задачi (3)–(7). Для
цього достатньо зауважити, що компоненту u1 можна окремо розглядати
як розв’язок параболiчної першої крайової задачi

L1u1(x, t) = −f1(x, t), (x, t) ∈ Ω1,

u1(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ D1,

u1(x, t) = v(x, t), (x, t) ∈ Σ1, (39)

при виконаннi умов узгодження

ϕ1(x) = v(x, 0),
∂u1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂v(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

, x ∈ S1, (40)

а компоненту u2 – як розв’язок параболiчної крайової задачi

L2u2(x, t) = −f2(x, t), (x, t) ∈ Ω2,

u2(x, 0) = ϕ2(x), x ∈ D2,

u2(x, t) = v(x, t)− z(x, t), (x, t) ∈ Σ1,

∂u2(x, t)
∂N(x, t)

+ χ(x, t)u2(x, t) = ψ(x, t), (x, t) ∈ Σ, (41)

при виконаннi умов узгодження

ϕ2(x) = v(x, 0)− z(x, 0), x ∈ S1,

∂u2(x, t)
∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂v(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

− ∂z(x, t)
∂t

∣∣∣∣
t=0

, x ∈ S1,

∂ϕ2(x)
∂N(x, 0)

+ χ(x, 0)ϕ2(x) = ψ(x, 0), (x, t) ∈ S, (42)

де функцiя v ∈ H2+λ,(2+λ)/2(Σ1) визначена за допомогою спiввiдношення
(29). Тодi (див. [8]) умови теореми гарантують iснування єдиних розв’яз-
кiв задач (39), (41), якi при виконаннi умов узгодження вiдповiдно (40) i
(42) належать до класiв Гельдера з (11), i для них виконана оцiнка (12).
Теорема доведена.
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CLASSICAL SOLVABILITY OF BOUNDARY PROBLEM FOR
PARABOLIC EQUATION WITH DISCONTINUOUS

COEFFICIENTS

Stepan KICHURA, Zhanneta TSAPOVS’KA

Ivan Franko Lviv National University
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

The initial-boundary problem for second order linear parabolic equation with
discontinuous coefficients is under investigation. We consider the second boundary
problem condition on the exterior part of the domain’s boundary and the Wentzel
type coupling condition on the interior part of the domain’s boundary. It is proved
the unique solvability theorem for problem in Hölder space using boundary integral
equations method.




