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Проведено дослiдження двокрокової iтерацiйно-рiзницевої мо-
дифiкацiї методу Ґаусса-Ньютона з використанням апроксима-
цiї похiдної Фреше подiленими рiзницями. Вивчено локальну збi-
жнiсть методу у випадку, коли подiленi рiзницi задовольняють уза-
гальнену умову Лiпшиця. Знайдено область єдиностi розв’язку за-
дачi.

1. ВСТУП

Нелiнiйна задача про найменшi квадрати є частковим випадком без-
умовної оптимiзацiї. З огляду на важливiсть та специфiчну структуру
ця задача становить самостiйний iнтерес для дослiдження. Ефективним
методом розв’язування нелiнiйної задачi про найменшi квадрати є метод
Ґаусса-Ньютона [2] та його модифiкацiї [1, 5, 7].

У працях [6, 9] для дослiдження методiв Ньютона i Ґаусса-Ньютона
введено узагальненi умови Лiпшиця для оператора похiдної, в яких за-
мiсть сталої Лiпшиця використано деяку додатну iнтегровну функцiю.

У працях [3, 4] введено аналогiчнi узагальненi умови Лiпшиця для
подiлених рiзниць першого порядку. При виконаннi цих умовах дослi-
джено збiжнiсть методу хорд та рiзницевого методу з порядком 1 +

√
2

для нелiнiйних рiвнянь.
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У цiй працi ми дослiджуємо збiжнiсть двокрокової iтерацiйно-рiзни-
цевої модифiкацiї методу Ґаусса-Ньютона [1, 5] на базi методу з порядком
1+

√
2 при узагальнених умовах Лiпшиця для нелiнiйних задач наймен-

ших квадратiв. Зауважимо, що умова Лiпшиця зi сталою є частковим
випадком узагальненої умови Лiпшиця.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Нелiнiйна задача про найменшi квадрати формулюється так:
Знайти

min
x∈Rn

f(x) :=
1
2
F (x)T F (x), (1)

де m ≥ n, а функцiя нев’язки F : Rn → Rm є нелiнiйною.
Для знаходження розв’язку задачi (1) розглянемо такий iтерацiйний

процес [1, 5]:
xn+1 = xn − (AT

nAn)−1AT
nF (xn);

yn+1 = xn+1 − (AT
nAn)−1AT

nF (xn+1),
(2)

де An = F (xn, yn), F (x, y) — подiлена рiзниця першого порядку функцiї
F (x) за точками x та y; x0, y0 (x0 �= y0) — початковi наближення.

3. ОЗНАЧЕННЯ I ДОПОМIЖНI ЛЕМИ

Наведемо означення подiлених рiзниць першого порядку вiд опера-
тора F та умови Лiпшиця для подiлених рiзниць першого порядку.
Означення 1. Обмежений лiнiйний оператор, який дiє з Rn в Rm,

позначуваний F (x, y), будемо називати подiленою рiзницею першого по-
рядку для оператора F за фiксованими точками x i y (x �= y), якщо
виконується рiвнiсть

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (3)

У випадку, коли x = y вважатимемо, що F (x, x) = F ′(x), де F ′(x) —
похiдна за Фреше нелiнiйного оператора F у точцi x.

Умова Лiпшиця в областi D ⊆ Rn для подiлених рiзниць першого
порядку має вигляд

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ L(‖x− u‖+ ‖y − v‖), (4)

де x, y, u, v ∈ D, L — стала Лiпшиця.
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Проте L в умовах Лiпшиця не обов’язково має бути сталою, але мо-
же бути i додатною iнтегровною функцiєю. У цьому випадку умова (4)
отримає наступне зображення

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(z)dz, (5)

де x, y, u, v ∈ D, L — додатна iнтегровна функцiя. Умову (5) назива-
тимемо узагальненою умовою Лiпшиця з L в середньому (усередненим
L).

Нехай Rm×n — множина всiх матриць A розмiрностi m×n. Через A†

позначимо псевдообернену матрицю за Муром-Пенроузом до A; якщо A
має повний стовпцевий ранг, тодi A† = (AT A)−1AT .
Лема 1. [8, 10]. Нехай A, E ∈ Rm×n, B = A+E i rank(A) = rank(B),

‖A†‖‖E‖ < 1. Тодi

‖B†‖ ≤ ‖A†‖
1− ‖A†‖‖E‖ , (6)

i якщо rank(A) = rank(B) = min{m, n}, то

‖B† −A†‖ ≤
√

2‖A†‖2‖E‖
1− ‖A†‖‖E‖ . (7)

Лема 2. [6]. Нехай A, E ∈ Rm×n(m ≥ n), B = A + E, ‖EA†‖ < 1 i
rank(A) = n. Тодi rank(B) = n.
Лема 3. [6]. Нехай

h(t) =
1
tα

∫ t

0
L(z)zα−1dz, α ≥ 1, 0 ≤ t ≤ r, (8)

де L(z) — додатна iнтегровна i зростаюча функцiя на [0, r]. Тодi h(t)
зростає на [0, r].

4. ЗБIЖНIСТЬ МЕТОДУ (2)

Теорема 1. Нехай F : Rn → Rm — неперервна в областi D ⊆ Rn.
Припустимо, що:

1) задача (1) має розв’язок x∗ в деякiй областi Ω(x∗, r) = {x ∈ D :
‖x−x∗‖ < r} та iснує похiдна за Фреше F

′
(x∗) i вона має повний стовп-

цевий ранг;
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2) в областi Ω(x∗, r) функцiя F (x) має подiлену рiзницю першого
порядку F (x, y), яка має повний стовпцевий ранг i задовольняє узагаль-
нену умову Лiпшиця з усередненим L:

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤
∫ ‖x−u‖+‖y−v‖

0
L(z)dz, (9)

де x, y, u, v ∈ Ω(x∗, r) i L — зростаюча функцiя;
3) r задовольняє нерiвнiсть

β
∫ 3r
0 L(z)dz

1− β
∫ 2r
0 L(z)dz

+

√
2αβ2

∫ 2r
0 L(z)dz

r
(
1− β

∫ 2r
0 L(z)dz

) ≤ 1. (10)

Тодi метод (2) збiгається для всiх x0, y0 ∈ Ω(x∗, r), таких, що ρ(y0) ≥
ρ(x0), i

‖xn+1 − x∗‖ ≤
q1

ρ(y0)
‖xn − x∗‖‖yn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖,

‖yn+1 − x∗‖ ≤
q2

ρ(x1)
‖xn+1 − x∗‖‖xn − x∗‖+ q0‖xn − x∗‖,

(11)

де

ρ(x) = ‖x− x∗‖, α = ‖F (x∗)‖, β = ‖[F ′(x∗)T F ′(x∗)]−1F ′(x∗)T ‖, (12)

i величини

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(x0)
(
1− β

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

) ,

q1 =
β
∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

,

q2 =
β
∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

(13)

меншi за 1.
Доведення. Виберемо довiльно x0, y0 ∈ Ω(x∗, r), де r задовольняє

(10). Тодi числа qi(i = 0, 1, 2), визначенi формулами (13), є меншими вiд
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1. Справдi, з монотонностi L i леми 3 маємо

q0 =

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(x0)(ρ(x0) + ρ(y0))(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

(ρ(x0) + ρ(y0)) ≤

≤
√

2αβ2
∫ 2r
0 L(z)dz

2r2(1− β
∫ 2r
0 L(z)dz)

(ρ(x0) + ρ(y0)) ≤
‖x0 − x∗‖+ ‖y0 − x∗‖

2r
< 1,

q1 =
β
∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(y0)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

ρ(y0) ≤

≤ β
∫ r
0 L(z)dz

r(1− β
∫ 2r
0 L(z)dz)

ρ(y0) ≤
‖y0 − x∗‖

r
< 1,

q2 =
β
∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz(ρ(x1) + ρ(x0) + ρ(y0))

(ρ(x1) + ρ(x0) + ρ(y0))(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

≤

≤ β
∫ 3r
0 L(z)dz

3r(1− β
∫ 2r
0 L(z)dz)

≤ ‖x1 − x∗‖+ ‖x0 − x∗‖+ ‖y0 − x∗‖
3r

< 1.

Введемо позначення: An = F (xn, yn), A∗ = F
′
(x∗) = F (x∗, x∗). Тодi з

умов теореми отримаємо оцiнку

‖[AT∗ A∗]−1AT∗ ‖‖An −A∗‖ ≤ β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz ≤

≤ β
∫ 2r
0 L(z)dz < 1, ∀xn, yn ∈ Ω(x∗, r).

Покладаючи B = F (xn, yn), A = F (x∗, y∗), E = F (xn, yn) − F (x∗, y∗), з
лем 1,2 i того, що An має повний стовпцевий ранг, для всiх xn, yn ∈
Ω(x∗, r) отримаємо

‖[AT
nAn]−1AT

n‖ ≤
β

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

,

‖[AT
nAn]−1AT

n − [AT
∗ A∗]−1AT

∗ ‖ ≤
√

2β2
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

.

Використовуючи формули (2), можна записати

xn+1 − x∗ = xn − x∗ − [AT
nAn]−1AT

nF (xn) = [AT
nAn]−1AT

n (An(xn − x∗)−
−F (xn) + F (x∗))− [AT

nAn]−1AT
nF (x∗) + [AT∗ A∗]−1AT∗ F (x∗);

yn+1 − x∗ =

= xn+1 − x∗ − [AT
nAn]−1AT

nF (xn+1) = [AT
nAn]−1AT

n (An(xn+1 − x∗)−
−F (xn+1) + F (x∗))− [AT

nAn]−1AT
nF (x∗) + [AT∗ A∗]−1AT∗ F (x∗).
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Отже,

‖xn+1 − x∗‖ ≤ ‖[AT
nAn]−1AT

n‖‖An − F (xn, x∗)‖‖xn − x∗‖+
+‖[AT∗ A∗]−1AT∗ − [AT

nAn]−1AT
n‖‖F (x∗)‖ ≤

≤ β
∫ ‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

‖xn − x∗‖+

+

√
2αβ2

∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

,

‖yn+1 − x∗‖ ≤ ‖[AT
nAn]−1AT

n‖‖An − F (xn+1, x∗)‖‖xn+1 − x∗‖+
+‖[AT∗ A∗]−1AT∗ − [AT

nAn]−1AT
n‖‖F (x∗)‖ ≤

≤ β
∫ ‖xn+1−xn‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

‖xn+1 − x∗‖+

+

√
2αβ2

∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

1− β
∫ ‖xn−x∗‖+‖yn−x∗‖
0 L(z)dz

.

Покладаючи вище n = 0, отримаємо

‖x1 − x∗‖ ≤ (q1 + q0)‖x0 − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖ < r,

‖y1 − x∗‖ ≤ (q2 + q0)‖x1 − x∗‖ < ‖x1 − x∗‖ < r.

Таким чином, x1, y1 ∈ Ω(x∗, r). Звiдси випливає, що (2) можна продов-
жити як завгодно велику кiлькiсть разiв. За математичною iндукцiєю,
всi xn i yn при n ≥ 0 належать до Ω(x∗, r) i ρ(xn), ρ(yn) монотонно спа-
дають. Отже, для всiх n = 0, 1, . . . маємо

‖xn+1 − x∗‖ ≤
β
∫ ρ(yn)
0 L(z)dz

ρ(yn)(1− β
∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz)

ρ(xn)ρ(yn)+

+

√
2αβ2

∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz

(ρ(xn) + ρ(yn))(1− β
∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz)

(ρ(xn) + ρ(yn)) ≤

≤ β
∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(y0)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

ρ(xn)ρ(yn)+

+

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

(ρ(x0) + ρ(y0))(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

(ρ(xn) + ρ(yn)) ≤

≤ q1

ρ(y0)
ρ(xn)ρ(yn) + q0ρ(xn);
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‖yn+1 − x∗‖ ≤

≤ β
∫ ρ(xn+1)+ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz(ρ(xn+1) + ρ(xn) + ρ(yn))ρ(xn+1)

(ρ(xn+1) + ρ(xn) + ρ(yn))(1− β
∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz)

+

+

√
2αβ2

∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz

(ρ(xn) + ρ(yn))(1− β
∫ ρ(xn)+ρ(yn)
0 L(z)dz)

(ρ(xn) + ρ(yn)) ≤

≤ β
∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz(ρ(xn+1) + ρ(xn) + ρ(yn))ρ(xn+1)

(ρ(x1) + ρ(x0) + ρ(y0))(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

+

+

√
2αβ2

∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

(ρ(x0) + ρ(y0))(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

(ρ(xn) + ρ(yn)) ≤

≤ q2

ρ(x1)
ρ(xn+1)ρ(xn) + q0ρ(xn).

Таким чином, справедливi нерiвностi (11).

Наслiдок 1. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) у випадку
задачi з нульовою нев’язкою дорiвнює 1 +

√
2.

Доведення. Поклавши α = 0, отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ ≤
β
∫ ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(y0)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

ρ(xn)ρ(yn) =

=
q1

ρ(y0)
‖xn − x∗‖‖yn − x∗‖,

(14)

‖yn+1 − x∗‖ ≤
β
∫ ρ(x1)+ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz

ρ(x1)(1− β
∫ ρ(x0)+ρ(y0)
0 L(z)dz)

ρ(xn+1)ρ(xn) =

=
q2

ρ(x1)
‖xn − x∗‖‖xn+1 − x∗‖.

(15)

Введемо позначення: an = ‖xn − x∗‖, bn = ‖yn − x∗‖, n = 0, 1, . . . .
З нерiвностей (14) i (15) отримаємо

an+1 ≤
q1

b0
anbn, bn+1 ≤

q2

a1
anan+1.

Покладемо: A =
q1

b0
, B =

q2

a1
. Тодi

an+1 ≤ Aanbn, bn+1 ≤ Banan+1.
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Таким чином, для досить великих n ∈ N

an+1 ≤ Aanbn ≤ AanBanan−1 = Ca2
nan−1.

На базi попередньої нерiвностi, рiвняння для визначення порядку збi-
жностi iтерацiйного процесу (2) можемо подати виглядi

t2 − 2t− 1 = 0.

Порядком збiжностi буде єдиний додатний корiнь t∗ = 1 +
√

2 цього
рiвняння.

5. ОБЛАСТЬ ЄДИНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI (1)

Теорема 2. Нехай x∗ задовольняє (1), F (x) — неперервна в Ω(x∗, r),
iснує похiдна Фреше F

′
(x∗) = F (x∗, x∗) = A∗ i вона має повний стов-

пцевий ранг, F (x) має подiлену рiзницю першого порядку F (x, y), що
задовольняє узагальнену умову Лiпшиця з усередненим L:

‖F (x, y)− F (x∗, x∗)‖ ≤
∫ ρ(x)+ρ(y)

0
L(z)dz, (16)

де x, y ∈ Ω(x∗, r), ρ(x) = ‖x − x∗‖ i L — зростаюча функцiя. Нехай r
задовольняє нерiвнiсть

β

∫ r

0
L(z)dz +

αβ0

r

∫ 2r

0
L(z)dz ≤ 1, (17)

де α i β визначенi в (12),

β0 = ‖[AT
∗ A∗]−1‖.

Тодi задача (1) має єдиний розв’язок x∗ в Ω(x∗, r).

Доведення. Припустимо, що точка x0 ∈ Ω, яка вiдмiнна вiд x∗, є
також розв’язок (1). Тодi маємо [AT∗ A∗]−1AT

0 F (x0) = 0.Таким чином,

x0 − x∗ = x0 − x∗ − [AT∗ A∗]−1AT
0 F (x0) = [AT∗ A∗]−1AT∗ (A∗(x0 − x∗)−

−F (x0) + F (x∗))− [AT∗ A∗]−1AT
0 F (x0) + [AT∗ A∗]−1AT∗ F (x0) =

= [AT∗ A∗]−1AT∗ (A∗ − F (x0, x∗))(x0 − x∗) + [AT∗ A∗]−1(AT
0 −AT∗ )F (x0).
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З умови (16) отримаємо

‖x0 − x∗‖ ≤ ‖[AT∗ A∗]−1AT∗ ‖‖A∗ − F (x0, x∗)‖‖x0 − x∗‖+
+‖[AT∗ A∗]−1‖‖AT

0 −AT∗ ‖‖F (x0)‖ ≤

≤ β
∫ ρ(x0)
0 L(z)dz‖x0 − x∗‖+ αβ0

∫ 2ρ(x0)
0 L(z)dz.

З того, що L(z) > 0 i леми 3 випливає, що
1
tα

∫ t
0 L(z)zα−1dz монотонно

неспадна за t. Таким чином, з умови (17) маємо

‖x0 − x∗‖ ≤ β
∫ ρ(x0)
0 L(z)dz‖x0 − x∗‖+

αβ0

ρ(x0)
∫ 2ρ(x0)
0 L(z)dzρ(x0) <

< β
∫ r
0 L(z)dz‖x0 − x∗‖+

αβ0

r

∫ 2r
0 L(z)dz‖x0 − x∗‖ ≤ ‖x0 − x∗‖.

Проте це суперечить нашому припущенню. Отже, звiдси випливає, що
x0 = x∗.

ВИСНОВКИ

В цiй працi ми вперше використали узагальнену умову Лiпшиця, яка за-
мiсть константи Лiпшиця мiстить додатну iнтегровну функцiю, для до-
слiження двокрокового рiзницевого методу Ґаусса-Ньютона для розв’я-
зування нелiнiйної задачi найменших квадратiв. Встановлено умови та
порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) та єдинiсть розв’язку задачi
(1).
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ABOUT TWO-STEP MODIFICATION OF GAUSS-NEWTON
METHOD UNDER THE GENERALIZED LIPSCHITZ
CONDITIONS FOR NONLINEAR LEAST SQUARES

PROBLEMS

Stepan SHAKHNO, Roman YAKYMCHUK

Ivan Franko National University of Lviv,
1 Universytetska str., Lviv 79000, Ukraine

In this paper we, for the first time, used generalized Lipschitz condition,
which, instead of Lipschitz constant contain positive integrable function for
solving nonlinear least squares problem. Researched the conditions and order
of convergence of the two-step iterative process as well as the uniqueness of
the solution of nonlinear least squares problems are determined.




