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Для деякого пiдкласу цiлих функцiй роду p з “плоскими” нуля-
ми знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямом

Нехай L — додатна неперервна функцiя у Cn.
Для η > 0, z ∈ Cn, b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} i додатної неперервної

функцiї L : Cn −→ R+ визначимо

λb
1 (z, η) = inf

{
inf

{
L(z + tb)
L(z + t0b)

: |t− t0| ≤
η

L(z + t0b)

}
: t0 ∈ C

}
,

λb
1 (η) = inf{λb

1 (z, η) : z ∈ Cn}, а також λb
2 (η) = sup{λb

2 (z, η) : z ∈ Cn}, де

λb
2 (z, η) = sup

{
sup

{
L(z + tb)
L(z + t0b)

: |t− t0| ≤
η

L(z + t0b)

}
: t0 ∈ C

}
.

Клас функцiй L, якi для всiх η ≥ 0 задовольняють умову 0 < λb
1 (η) ≤

λb
2 (η) < +∞, позначатимемо через Qn

b.
Згiдно з [1] цiлу функцiю F (z), z ∈ Cn, називатимемо цiлою функцiєю

обмеженого L-iндексу в напрямку b ∈ Cn, якщо iснує m0 ∈ Z+, таке, що
для всiх m ∈ Z+ та кожного z ∈ Cn виконується нерiвнiсть:

1
m!Lm(z)

∣∣∣∣∂mF (z)
∂bm

∣∣∣∣ ≤ max
{

1
k!Lk(z)

∣∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ m0

}
, (1)
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де
∂0F (z)

∂b0
= F (z),

∂F (z)
∂b

=
n∑

j=1

∂F (z)
∂zj

bj = 〈grad F,b〉, ∂kF (z)
∂bk

=

∂

∂b

(
∂k−1F (z)

∂bk−1

)
, k ≥ 2.

Найменше серед таких чисел m0 = m0(b) число Nb(F,L) = m0 на-
звемо L-iндексом у напрямку b ∈ Cn цiлої функцiї F (z).

У статтi [1] отримано умови обмеженостi iндексу для цiлих функцiй
нульового роду з “плоскими” нулями, якi були деяким аналогом вiдповiд-
них одновимiрних умов iз [3]. Природно виникає питання чи не можна
отримати умови обмеженостi L-iндексу для довiльного роду p. Нижче
наведено такi умови. Зауважимо, що вони є певним багатовимiрним ана-
логом достатнiх умов обмеженостi l-iндексу для цiлих функцiй, зобра-
жуваних канонiчними добутками Вейєрштрасса (див. [2]).

Нехай F цiла функцiя в Cn роду p з "плоскими" нулями [4], тобто
функцiя вигляду

F (z) =
∞∏

k=1

g(〈z, ak|ak|−2〉, p),

g(u, p) = (1− u) exp
{

u +
u2

2
+ · · ·+ up

p

}
, (2)

де (ak), ak ∈ Cn, – послiдовнiсть роду p, тобто така, що
∞∑

k=1

1/|ak|p+1 < +∞,

∞∑
k=1

1/|ak|p = +∞ (3)

а 〈a, b〉 =
∑n

j=1 ajbj для a, b ∈ Cn. Вiдомо, що умова (3) (див. [4]) за-
безпечує рiвномiрну i абсолютну збiжнiсть добутку (2) на компактах з
Cn. Вважаємо послiдовнiсть (ak) впорядкованою так, що |ak| ≤ |ak+1|
(k ≥ 1). Крiм того, вважатимемо всюди у статтi, що елементи послiдов-
ностi (ak) лежать на одному променi, тобто виконується така рiвнiсть

ak
j = mj |ak| для всiх k ≥ 1, (4)

m = (m1, m2, . . . , mn).
Нагадаємо деякi позначення iз [1]. Для фiксованого z0 ∈ Cn через a0

k

позначимо нулi функцiї F (z0 + tb) як функцiї вiд t ∈ C, для яких
F (z0 + a0

kb) = 0, а також позначимо

Gb
r (F, z0) =

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤
r

|b|√nL(z0 + a0
kb)

}
, r > 0;
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якщо ж (∀ t ∈ C) : F (z0+tb) �= 0, z0 ∈ Cn, то вважаємо, що Gb
r (F, z0) = ∅.

Нехай
Gb

r (F ) =
⋃

z0∈Cn

Gb
r (F, z0). (5)

Через
n
(
r, z0, t0, 1/F

)
=

∑
|a0

k−t0|≤r/
√

n

1

позначимо нормовану лiчильну функцiю послiдовностi нулiв a0
k. У по-

дальших мiркуваннях ми скористаємося таким твердженням iз [1].

Лема 1 ( [1]). Нехай F (z) — цiла у Cn функцiя, L ∈ Qn
b i C

n\Gb
r (F ) �= ∅.

F (z) — функцiя обмеженого L-iндексу в напрямку b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли виконуються такi двi умови:

1. Для будь-якого r > 0 iснує P = P (r) > 0, таке, що для всiх z ∈
Cn\Gb

r (F ) ∣∣ 1
F (z)

∂F (z)
∂b

∣∣ ≤ PL(z); (6)

2. Для будь-якого r > 0 iснує ñ(r) ∈ Z+, що для всiх z0 ∈ Cn, таких,
що функцiя F (z0 + tb) вiдмiнна вiд тотожного нуля, та для всiх
t0 ∈ C

n
(
r/L(z0 + t0b), z0, t0,

1
F

)
≤ ñ(r). (7)

Доведемо спершу допомiжнi твердження.

Лема 2. Якщо L(|〈z, m〉|) ∈ Qn
b, F - цiла функцiя виду (2), (ak) задо-

вольняють умову (4) i |ak+1|− |ak| > 2q0/L(|ak|) для деякого q0 > 0 i всiх
k ≥ 1, то виконується умова 2) леми 1.

Доведення. Зауважимо, що для функцiї F (z0 + tb) нулями будуть tk =
|ak|2−〈z0,ak〉

〈b,ak〉 (у випадку 〈b, ak〉 = 0 отримуємо, що F (z0 + tb) ≡ 0). Ви-
беремо q1 ∈ (0, |b|q0). Спершу покажемо, що справджується нерiвнiсть
n(q1/L(|〈z0 + t0b, m〉|), z0, t0, 1/F ) ≤ 1 для довiльних z0 ∈ Cn, t0 ∈ C.
Вiд супротивного, нехай n(q1/L(|〈z0 + t0b, m〉|), z0, t0, 1/F ) > 1, тодi
|tk− t0| ≤ q1/L(|〈z0 + t0b, m〉|) i |tl− t0| ≤ q1/L(|〈z0 + t0b, m〉|) для деякої
пари k i l (вважаємо, що k < l). Насправдi за l можна взяти l = k + 1,
бо послiдовнiсть |tk| - неспадна як i послiдовнiсть |ak|.

Тодi

|tk − t0| =
∣∣∣∣ |ak|2 − 〈z0 + t0b, ak〉

〈b, ak〉

∣∣∣∣ ≥ | |ak|2 − 〈z0 + t0b, ak〉|
|b||ak| .
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Звiдси отримуємо, що∣∣∣∣|ak| − 〈z0 + t0b,
ak

|ak| 〉
∣∣∣∣ ≤ |b| q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) =⇒∣∣∣∣|ak| −
∣∣∣∣〈z0 + t0b,

ak

|ak| 〉
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |b| q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) =⇒∣∣∣∣〈z0 + t0b,
ak

|ak| 〉
∣∣∣∣− |b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) ≤

≤ |ak|≤
∣∣∣∣〈z0 + t0b,

ak

|ak| 〉
∣∣∣∣ +

|b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) .

Подiбно,
∣∣∣〈z0 + t0b, ak+1

|ak+1|〉
∣∣∣− |b|q1

L(|〈z0+t0b,m〉|) ≤ |ak+1| ≤
∣∣∣〈z0 + t0b, ak+1

|ak+1|〉
∣∣∣+

|b|q1

L(|〈z0+t0b,m〉|) або

|〈zo + t0b, m〉| − |b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) ≤ |a
k+1| ≤

|〈zo + t0b, m〉|+ |b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|)

i
∣∣〈z0 + t0b, m〉

∣∣− |b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|) ≤ |a
k| ≤

∣∣〈z0 + t0b, m〉
∣∣ +

|b|q1

L(|〈z0 + t0b, m〉|)

Звiдси |ak+1| − |ak| < 2|b|q1

L(|〈z0+t0b,m〉|) . Але

L(|ak|) = L(|〈ak, m〉|) ≤ λb
2

(
q0

λ2(q0)

)
L(|〈z0 + t0b, m〉|)

≤ λb
2 (q0)L(|〈z0 + t0b, m〉|).

Оскiльки q1 < |b|q0 за своїм вибором, то отримали суперечнiсть з умовою
|ak+1| − |ak| > 2q0/L(|ak|).

Отже, n( q0

λb
2 (q0)L(|〈z0+t0b,m〉|) , z

0, t0, 1/F ) ≤ 1 для довiльних z0 ∈ Cn,

t0 ∈ C. Але кожний круг радiуса q
L(|〈z0+t0b,m〉||) , q > q0/λb

2 (q0) можна
покрити скiнченним числом кругiв радiуса m = m(q0/λb

2 (q0), q). Тому
n(q/L(|〈z0 + t0b, m〉||), z0, t0, 1/F ) ≤ m(q1, q) для довiльних z0 ∈ Cn, t0 ∈
C. Тобто виконується умова 2) леми 1.
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Лема 3. Якщо l ∈ Qn
b, (ak) задовольняють умову (4), |ak| < |〈z, m〉| <

|ak+1|, |〈z, m〉 − |ak|| ≥ q
L(|ak|) i |〈z, m〉 − |ak+1|| ≥ q

L(|ak+1|) , то

1
|〈z, m〉 − |ak|| +

1
|〈z, m〉 − |ak+1|| ≤ P1(q)L(|〈z, m〉|),

де P1(q) ≡ const > 0.

Доведення. Доведення проводиться за схемою доведення леми 3 з [2].

Нехай n(r) - лiчильна функцiя послдовностi |ak|. Тодi справедливi
такi твердження.

Лема 4. Якщо |ak|p+1

k ↗ ∞ (k → ∞), (ak) задовольняють умову (4) i
|〈z, m〉 − |ak|| ≥ q

L(|ak|) , k ≥ 2, то

k−1∑
l=1

1
|〈z, m〉| − |al| +

2k+1∑
l=k+2

1
|〈z, m〉 − |al| ≤

6pn(r) lnn(r)
r

,

де r = |〈z, m〉|.

Лема 5. Якщо |ak|p+1

k ↗ ∞ (k → ∞), (ak) задовольняють умову (4) i
|〈z, m〉 − |ak|| ≥ q

L(|ak|) , k ≥ 2, то

rp
∞∑

l=2(k+1)

1
|al|p+1

≤
∞∑

k=2(n+1)

|〈z, m〉|p
|al|p(|al| − |〈z, m〉|)≤

rp

1− 2−(p+1)

∞∑
k=2(n+1)

1
|al|p+1

,

де r = |〈z, m〉|.

Лема 6. Якщо
|ak|p+1

k
↗ ∞ (k → ∞), (ak) задовольняють умову (4),

то iснує функцiя L(|〈z, m〉|) ∈ Qn
b, що L(r) � n(r) ln n(r)

r

Доведення перших двох лем подiбне до доведення вiдповiдних лем
4 та 5 iз [2], а доведення леми 6 вiдрiзняється тiльки тим що в кiнцi
доводиться належнiсть функцiї L(〈z, m〉|) до класу Qn

b.

На основi цих лем отримуються достатнi умови обмеженостi L-iндек-
су в напрямку для цiлих функцiй з “плоскими” нулями роду p.
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Теорема 1. Якщо
|ak|p+1

k
↗ ∞ (k → ∞), (ak) задовольняють умову

(4), L(|〈z, m〉|) ∈ Qn
b, n(r) lnn(r) = O(rL(r)) i

rp−1

n(r)∑
l=1

1
|ak|p + rp

∞∑
k=n(r)+1

1
|ak|p+1

= O(l(r)), r → +∞,

то добуток (2) є функцiєю обмеженого L- iндексу в напрямку b.

Доведення. Доведення цiєї теореми подiбне до доведення достатностi те-
ореми 2 у [2].
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For a some subclass of entire functions of p genus with ’plane’ zeros the
sufficient conditions of boundedness of L-index in direction are obtained.




