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Знайдено умови на метрику F -простору X, при виконаннi яких
встановлено наступний результат, що узагальнює вiдому обернену
теорему Бернштейна: для кожної строго зростаючої послiдовностi
скiнченновимiрних лiнiйних пiдпросторiв Ln i довiльної спадної до
нуля послiдовностi дiйсних чисел αn iснує такий елемент x з X, що
d(x, Ln) = αn для кожного n.

1. Вступ

Багато теорем теорiї наближення стосуються послiдовностi чисел En(f),
що є найкращими рiвномiрними наближеннями неперервної на вiдрiзку
[a, b] функцiї f многочленами, степiнь яких не перевищує n. Зокрема,
С.Н.Бернштейн у працi [1] (див. також її росiйський переклад [2]) вста-
новив такий результат: для довiльнӧı спаднӧı послiдовностi дiйсних не-
вiд’ємних чисел αn, яка прямує до нуля, iснує така неперервна функцiя
f : [a, b] → R, що En(f) = αn для кожного n = 0, 1, 2, . . .. В своєму оглядi
[3, c. 297] С.М.Нiкольський без доведення зауважив, що цей результат
Бернштейна без особливих змiн можна перенести на той випадок, коли
замiсть простору C[a, b] неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй розгля-
дається довiльний банаховий простiр X, а замiсть послiдовностi просто-
рiв многочленiв степеня не вище n – довiльна строго зростаюча послi-
довнiсть скiнченновимiрних пiдпросторiв Ln простору X. У монографiї
А.Ф.Тiмана [4, с. 50-53] подано доведення вiдповiдного твердження, ко-
ли Ln – це лiнiйна оболонка елементiв x0, x1, . . . , xn банахового простору
X i послiдовнiсть (xk)∞k=0 лiнiйно незалежна.
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Вiдома в теорiї метричних просторiв вiдстань d(x, L) вiд елемента x
з метричного простору (X, d) до непорожньої пiдмножини L в X, що
визначається формулою

d(x, L) = inf
y εL

d(x, y),

i є якраз найкращим найближенням елемента x елементами з L. Вико-
риставши це поняття, можна поставити загальну задачу про опис тих
числових послiдовностей (αn)∞n=1 для даної послiдовностi (Ln)∞n=1 не-
порожнiх множин у метричному просторi X, що для них iснує такий
елемент x з X, що d(x, Ln) = αn для кожного n. Її можна ставити i для
скiнченного числа множин Lk.

Щоб не дуже вiдiйти вiд банахових просторiв, можна спочатку роз-
глянути цю задачу для F -просторiв, теорiя яких досить повно викладена
в монографiї С.Ролевича [5]. Тут ми вводимо певнi умови на F -простiр
X, якi виконуються, наприклад, у випадку, коли X – p-банаховий про-
стiр, але не тiльки тодi, i показуємо, що при виконаннi цих умов для
кожної строго зростаючої послiдовностi скiнченновимiрних лiнiйних пiд-
просторiв Ln простору X i довiльної спадної до нуля послiдовностi дiй-
сних чисел αn iснує такий елемент x з X, що d(x, Ln) = αn для кожного
номера n.

2. Першi властивостi найкращого наближення i
квазiнорми.

Нехай (X, d) – метричний простiр, Ø �= L ⊆ X, x ∈ X i E(x) = d(x, L) –
найкраще наближення елемента x елементами з L.

Першi властивостi функцiї E : X → [0, +∞) легко випливають з
означення i властивостей метрики.

1◦. E(x) = 0⇔ x ∈ L̄; якщо L−замкнена, то E(x) = 0⇔ x ∈ L;
2◦. (∀x1, x2 ∈ X) (|E(x1)− E(x2)| ≤ d(x1, x2));
3◦. Функцiя E : X → R рiвномiрно неперервна на X.
Нехай X – абелева група. Вiдображення x �→ |x| : X → R називається

квазiнормою, якщо для будь-яких x i y з X виконуються умови:
1). |x| ≥ 0, |x| = 0⇔ x = 0;
2). | − x| = |x|;
3). |x + y| ≤ |x|+ |y|.
Кожна квазiнорма | · | на X породжує вiдстань , що визначається

формулою:
d(x, y) = |x− y|.
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Введена вiдстань iнварiантна вiдносно зсуву, тобто

d(x + z, y + z) = d(x, y)

для будь-яких x,y i z з простору X.
Нехай метрика d на абелевiй групi X породжена деякою квазiнормою

i L – пiдгрупа групи X. Тодi функцiя E(x) = d(x, L) має ще й такi
властивостi:

4◦. (∀x1, x2 ∈ X) (E(x1 + x2) ≤ E(x1) + E(x2));
5◦. (∀x ∈ X) (E(−x) = E(x));
6◦. (∀x ∈ X) i (∀ y ∈ L) (E(x + y) = E(x)).

3. Лiнiйнi квазiнорми i квазiнормованi простори

Нехай X – векторний простiр над полем K = R або C дiйсних або компле-
ксних чисел, d – метрика на X i Td – топологiя на X, що породжується
метрикою d.

Метрика d називається лiнiйною, якщо (X, Td) – топологiчний ве-
кторний простiр (коротко: ТВП), тобто операцiї додавання елементiв
(x, y) �→ x + y i множення на скаляр (λ, x) �→ λx є неперервними за
сукупнiстю змiнних.

Квазiнорма на векторному просторi X – це квазiнорма на адитивнiй
групi цього простору. Вона називається лiнiйною, якщо породжена нею
метрика є лiнiйною. Зрозумiло, що для метрики, породженої квазiнор-
мою, операцiя додавання завжди неперервна. Отже, лiнiйнiсть квазiнор-
ми рiвносильна сукупнiй неперервностi операцiї множення на скаляр.

Квазiнормованим просторм ми називатимемо векторний простiр X
над полем K, на якому задано деяку лiнiйну квазiнорму.

Наведемо декiлька прикладiв квазiнормованих просторiв i приклад
нелiнiйної квазiнорми.
Приклад 1. Кожна норма ‖ · ‖ на векторному просторi X – це ква-

зiнорма, яка задовольняє умову

4). ‖λx‖ = |λ|‖x‖

для будь яких λ ∈ K i x ∈ X. З умов 3) i 4) легко виводиться неперерв-
нiсть операцiї множення на скаляр, отже, кожний нормований простiр є
квазiнормованим.
Приклад 2. Нехай 0 < p � 1 i |·|p – p -норма на X, тобто квазiнорма,

яка має властивiсть
5). |λx|p = |λ|p|x|p
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для будь яких λ ∈ K i x ∈ X. З умов 3) i 5) так само випливає непе-
рервнiсть операцiї множення на скаляр, отже, i кожний p -нормований
простiр є квазiнормованим.
Приклад 3. Нехай X = KN – простiр усiх послiдовностей x = (ξk)∞k=1

чисел ξk ∈ K i

|x| =
∞∑

k=1

1
2k
· |ξk|
1 + |ξk|

.

Легко перевiрити, що | · | – це лiнiйна квазiнорма на X.
Приклад 4. Нехай X = S – простiр всiх вимiрних за Лебеґом фун-

кцiй x : [0, 1] → K (майже скрiзь рiвнi функцiї ототожнюються). Тодi
функцiя

|x| =
∫ 1

0

|x(t)|
1 + |x(t)|dt

– це лiнiйна квазiнорма на X.
Приклад 5. Нехай X = RN, ‖x‖∞ = sup

k∈N

|ξk| i |x| = min{‖x‖∞, 1}, де

x = (ξk)∞k=1 ∈ RN. Тодi | · | – це нелiнiйна квазiнорма на X.
Приклад 6. Нехай X – це простiр всiх послiдовностей x = (ξk)∞k=1 з

KN, для яких
∞∑

k=1

|ξ2k|s < +∞ i
∞∑

k=1

|ξ2k−1|q < +∞ де s i q – деякi фiксованi

рiзнi числа з промiжка (0, 1]. Покладемо

|x| =
∞∑

k=1

|ξ2k|s +
∞∑

k=1

|ξ2k−1|q

для x = (ξk)∞k=1 ∈ X. Легко перевiрити, що функцiя | · | є лiнiйною
квазiнормою на X, яка не є p -нормою при жодному p ∈ (0, 1].

4. Додатковi умови на квазiнормованi простори

Для того щоб перенести теорему Бернштейна на квазiнормованi просто-
ри, нам потрiбно ввести деякi додатковi умови на квазiнорму.

Ми кажемо, що X – це квазiнормований простiр з обмеженими ку-
лями, якщо для кожного ε > 0 куля Bε = {x ∈ X : |x| ≤ ε} є обмеженою
множиною в ТВП X. Це означає, що для будь яких додатних чисел ε i
δ iснує таке число γ > 0, що Bε ⊆ λBδ, як тiльки |λ| ≥ γ. Зрозумiло, що
квазiнормований простiр з обмеженими кулями є локально обмеженим i
в ньому для будь-якого ε > 0 система {δBε : δ > 0} є базою околiв нуля.
Легко перевiрити, що простори з прикладiв 1, 2 i 6 є квазiнормованими
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просторами з обмеженими кулями, а з прикладiв 3 i 4 – нi, адже в них
одинична куля B1 збiгається з усiм простором.

Твердження 1. Нехай X – квазiнормований простiр з обмеженими
кулями i L – його скiнченновимiрний пiдпростiр. Тодi кожна куля Bε =
{x ∈ L : |x| ≤ ε} у просторi L є компактною множиною.

Доведення. Нехай dimL = n. З теореми Тихонова [6, с. 16] випли-
ває, що iснує iзоморфiзм ϕ : L → Kn ТВП L, як пiдпростору X, i ТВП
Kn, як добутку n екземплярiв одновимiрних ТВП K. Куля Bε у просторi
L є обмеженою множиною, бо вона є такою у всьому просторi X. Крiм
того, вона замкнена в L, бо квазiнорма є неперервною функцiєю на X.
Тому її образ A = ϕ(Bε) при iзоморфiзмi ϕ буде обмеженою i замкне-
ною множиною у просторi Kn, а значить, i компактною множиною в Kn

за вiдомою теоремою Гейне -Бореля. Тодi i множина Bε = ϕ−1(A) бу-
де компактною в L як образ компактної множини A при неперервному
вiдображеннi ϕ−1. ♦

Введемо тепер додатковi умови на вiдстань до пiдпросторiв. У насту-
пних умовах скаляри вважаються дiйсними.
(а). Для довiльного x �= 0 вiдстань |λx| = d(λx, {0}) → +∞ при

λ → +∞;
(A). Для довiльного скiнченновимiрного пiдпростору L простору X

i довiльного x ∈ X \ L вiдстань d(λx, L) → +∞ при λ → +∞;
(A). Для кожного замкненого лiнiйного пiдпростору L простору X i

довiльного елемента x ∈ X \ L вiдстань d(λx, L) → +∞ при λ → +∞.
Зрозумiло, що (A) ⇒ (A)⇒ (а). Нам не вiдомо, чи справджуються

оберненi iмплiкацiї (а)⇒ (A) i (A)⇒ (A).
В нормованому просторi для довiльного лiнiйного пiдпростору L

функцiя E(x) = d(x, L) задовольняє умову E(λx) = |λ|E(x), а в p -
нормованому просторi – умову E(λx) = |λ|pE(x) для довiльних λ ∈ K i
x ∈ X. Звiдси легко вивести, що в нормованих i p -нормованих просто-
рах виконується найсильнiша властивiсть (A). Простiр з прикладу 6 теж
задовольняє умову (A), бо в ньому справедлива оцiнка E(λx) ≥ |λ|pE(x)
при |λ| ≥ 1, де p = min{q, s}.

Квазiнорми з прикладiв 3, 4 i 5 не задовольняють навiть умову (а),
бо для них |x| ≤ 1 для кожного x ∈ X.
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5. Елемент найкращого наближення та проксимi-
нальнi множини

Нехай (X, d) – метричний простiр, L – непорожня пiдмножина X i x ∈ X.
Елемент v з L називається елементом найкращого наближення елемен-
та x, якщо d(x, L) = d(x, v). Множина L називається проксимiнальною,
якщо кожен елемент x з X має елемент найкращого наближення в L.
Оскiльки функцiя y �→ d(x, y) неперервна, то з теореми Вейєрштрасса
негайно випливає, що кожна непорожня компактна множина в метри-
чному просторi X є проксимiнальною.

Твердження 2. Нехай L – скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр
квазiнормованого простору X з обмеженими кулями. Тодi L є прокси-
мiнальною множиною в X.

Доведення. Нехай x ∈ X i E(x) = d(x, L). Розглянемо кулю
B = {x ∈ L : |y| ≤ 2|x|} i число α = inf

y ∈B
|x − y|. Ми твердимо, що

E(x) = α.
Справдi, для y ∈ L \B будемо мати |y| > 2|x|, отже,

|x− y| ≥ |y| − |x| > 2|x| − |x| = |x|.

Оскiльки 0 ∈ B , то |x| = |x−0| ≥ α. Звiдси випливає, що |x−y| ≥ α для
всiх y ∈ L\B. Оскiльки на множинi B ця нерiвнiсть також виконується,
то |x− y| ≥ α на L, отже, E(x) ≥ α. Але B ⊆ L, отже, i α ≤ E(x). Тому
E(x) = α.

За твердженням 1 множина B компактна. Тому з неперервностi фун-
кцiї y �→ |x− y| випливає, що iснує такий елемент v ∈ B, що α = |x− v|.
Цей елемент i є елементом найкращого наближення елемента x в L. ♦

Зауважимо, що проксимiнальна множина L в X обов’язково замкне-
на в X. Справдi, для елемента x ∈ L обов’язково d(x, L) = 0, i оскiльки
iснує такий елемент v ∈ L, що d(x, v) = d(x, L), то d(x, v) = 0 i x = v ∈ L.

6. Основна задача для скiнченного числа пiдпро-
сторiв

Cпочатку ми вкажемо достатнi умови на квазiнормований простiр X,
для того, щоб iснував елемент x ∈ X, такий, що d(x, Lk) = αk при k =
1, . . . , n для скiнченного числа пiдпросторiв L1, . . . , Ln.
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Теорема 1. Нехай X – квазiнормований простiр, що задовольняє
умову (A), L – замкнений лiнiйний пiдпростiр X, L �= X i α ≥ 0. Тодi
iснує такий елемент x з X, що d(x, L) = α.

Доведення. Оскiльки L �= X, то iснує елемент a ∈ X\L. За
умовою (A) маємо: f(λ) = d(λa, L) → +∞ при λ → +∞. Функцiя
f : [0, +∞) → R, як композицiя двох неперервних функцiй λ �→ λa i
d(·, L) сама неперервна, причому f(0) = 0, бо L, як лiнiйний пiдпростiр,
мiстить нульовий елемент, i f(+∞) = lim

λ→+∞
f(λ) = +∞. Тому за тео-

ремою про промiжне значення iснує таке число μ ≥ 0, що f(μ) = α.
Залишається покласти x = μa. ♦

Зауважимо, що оскiльки d(x, L) = d(x, L), то твердження теореми 1
буде виконуватись i в тому випадку, коли L – лише лiнiйний пiдпростiр
простору X, для якого L �= X.

Перед формулюванням наступного результату нагадаємо, що знаком
⊃ ми позначаємо строге включення.

Теорема 2. Нехай X – квазiнормований простiр, що задовольняє
умову (A), Lk – проксимiнальнi лiнiйнi пiдпростори X при k = 1, . . . , n,
X ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ ... ⊃ Ln i 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn. Тодi iснує такий
вектор x з X, що d(x, Lk) = αk при k = 1, . . . , n i |x| = αn.

Доведення. Оскiльки кожна проксимiнальна множина замкнена, то
за теоремою 1 iснує такий елемент x1 ∈ X1, що d(x1, L1) = α1. Взявши в
L1 елемент найкращого наближення y1 для елемента x1, ми отримаємо
елемент x = x1 − y1, для якого d(x, L1) = d(x1, L1) = |x| = α1. Отже,
теорема 2 доведена при n = 1.

Припустимо, що n ≥ 2 i теорема 2 доведена, коли число пiдпросторiв
дорiвнює n− 1. Покажемо, що вона справедлива i для n пiдпросторiв.

Нехай m = n− 1. За iндуктивним припущенням iснує такий елемент
xm ∈ X, що d(xm, Lk) = αk при k = 1, ...,m. Оскiльки пiдпростiр Lm

проксимiнальний, то iснує такий елемент ym ∈ Lm, що d(xm, Lm) = |xm−
ym|.

Покладемо zm = xm− ym. Оскiльки Lm ⊃ Ln, то iснує такий елемент
am, що am ∈ Lm\Ln. Розглянемо функцiю

f(λ) = d(λam + zm, Ln)

на промiжку [0, +∞), яка, очевидно, є неперервною.
З властивостi 4◦ i 5◦ випливає, що

f(λ) ≥ d(λam, Ln)− d(zm, Ln),
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отже, f(λ) → +∞ при λ → +∞, адже am ∈ X \ Ln, а в X виконується
умова (A).

Зауважимо, що d(zm, Ln) = d(zm, Lm) = αm. Справдi, d(zm, Lm) ≤
d(zm, Ln), бо Lm ⊇ Ln. Далi, на основi властивостi 6◦

d(zm, Lm) = d(xm − ym, Lm) = d(xm, Lm) = αm = |zm|,

адже ym ∈ Lm. Але |zm| = |zm − 0| ≥ d(zm, Ln), бо 0 ∈ Ln. Отже,

αm = d(zm, Lm) ≤ d(zm, Ln) ≤ |zm| = αm,

звiдки i випливають потрiбнi нам рiвностi.
Отож, f(0) = d(zm, Ln) = αm. Оскiльки αn ≥ αm, то за теоремою про

промiжне значення iснує таке число μ ≥ 0, що f(μ) = αn.
Покладемо xn = μam + zm. Ясно, що d(xn, Ln) = αn. Оскiльки i

пiдпростiр Ln проксимiнальний, то iснує такий елемент yn ∈ Ln, що
|xn−yn| = d(xn, Ln). Розглянемо елемент x = xn−yn. Оскiльки yn ∈ Ln,
то

d(x, Ln) = d(xn, Ln) = |x| = αn.

Крiм того,

x = xn − yn = μam + zm − yn = xm + μam − ym − yn.

Оскiльки вектор z = μam − ym − yn належить до Lm, то z ∈ Lk для
кожного k = 1, . . . , m. В такому разi

d(x, Lk) = d(xm + z, Lk) = d(xm, Lk) = αk

при k = 1, . . . , m. Тому x i є шуканим елементом. ♦
Теорема 3. Нехай X – квазiнормований простiр з обмеженими ку-

лями, що задовольняє умову (A), Lk – скiнченновимiрнi лiнiйнi пiдпро-
стори X при, k = 1, . . . , n, X ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ ... ⊃ Ln i 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤
αn. Тодi iснує такий вектор x ∈ X, що d(x, Lk) = αk при k = 1, . . . , n i
|x| = αn.

Доведення. За твердженням 2 всi простори Lk є проксимiнальними
в X. Доведення теореми 2 показує, що для скiнченновимiрних пiдпро-
сторiв Lk вона залишається справедливою i в тому випадку, коли X за-
довольняє лише умову (A). Тому теорема 3 негайно випливає з теореми
2.
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7. Основна задача для нескiнченної послiдовностi
пiдпросторiв

Доведемо тепер обiцяне узагальнення теореми Бернштейна.

Теорема 4. Нехай (Ln)∞n=1 – строго зростаюча послiдовнiсть скiн-
ченновимiрних лiнiйних пiдпросторiв Ln повного квазiнормованого про-
стору X з обмеженими кулями, який задовольняє умову (A) i (αn)∞n=1

– спадна послiдовнiсть невiд’ємних чисел αn, яка прямує до нуля. Тодi
iснує такий елемент x ∈ X, що d(x, Ln) = αn для кожного n.

Доведення. За теоремою 3 для кожного n iснує такий елемент xn ∈
X, що d(xn, Lm) = αm при m = 1, . . . , n i |xn| = α1. Для довiльних
номерiв n i m iснує такий елемент ym,n ∈ Lm, що d(xn, Lm) = |xn−ym,n|.
За побудовою маємо, що |xn − ym,n| = d(xn, Lm) = αm при n ≥ m. Тому
при n ≥ m будемо мати:

|ym,n| = |ym,n − xn + xn| ≤ |ym,n − xn|+ |xn| = αm + α1 ≤ 2α1.

Звiдси випливає, що для кожного m iснує таке число γm > 0, що |ym,n| ≤
γm для кожного n. Оскiльки кожна куля Bm = {y ∈ Lm : |y| ≤ γm} є ком-
пактною множиною в метричному просторi X, то вона є i секвенцiально
компактною, отже, з кожної послiдовностi її елементiв можна вибрати
збiжну в X пiдпослiдовнiсть. Використовуючи дiагональний метод, ми
можемо побудувати таку строго зростаючу послiдовнiсть номерiв nk, що
для кожного m пiдпослiдовнiсть (ym,nk

)∞k=1 послiдовностi (ym,n)∞n=1 збi-
гається в X до якогось елемента ym.

Покажемо, що послiдовнiсть (xnk
)∞k=1 є фундаментальною в X. Не-

хай ε > 0. Оскiльки αn → 0 при n → ∞, то iснує такий номер m ∈ N,
що αm < ε

3 . Послiдовнiсть (ym,nk
)∞k=1 є збiжною, а значить, i фундамен-

тальною в X. Тому iснує такий номер k0, що k0 ≥ m i |ym,nk
−ym,nj | < ε

3 ,
як тiльки k, j ≥ k0. Тодi при k, j ≥ k0 матимемо:

|xnk
− xnj | ≤ |xnk

− ym,nk
|+ |ym,nk

− ym,nj |+ |ym,nj − xnj | < ε,

адже nk, nj ≥ nk0 ≥ k0 ≥ m i тому

|xnk
− ym,nk

| = αm = |ym,nj − xnj |,

а αm < ε
3 .

Оскiльки простiр X повний, то фундаментальна послiдовнiсть
(xnk

)∞k=1 збiгається до деякого елемента x ∈ X. Покажемо, що x i є
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шуканим елементом. Нехай m – довiльний номер. Оскiльки nk ≥ m при
k ≥ m, бо nk ≥ k, то d(xnk

, Lm) = αm для кожного k ≥ m. Тодi з
неперервностi функцiї d(·, Lm) випливає, що

d(x, Lm) = lim
k→∞

d(xnk
, Lm) = lim

k→∞
k≥m

d(xnk
, Lm) = lim

k→∞
αm = αm.

8. Доповнення.

Пiсля виступу на конференцiї «Функцiональнi методи в теорiї наближень
i теорiї операторiв», присвяченої пам’ятi В.К. Дзядика (1919-1998), яка
вiдбулась у серпнi 2009 (див. [7]), авторам стали вiдомi i iншi публiкацiї,
в яких розвивалася обернена теорема Бернштейна [8-13]. Найближчою з
них за змiстом до нашого дослiдження є стаття [11], яка не перекриває
отриманi нами результати, бо в нiй на метрику накладається умова мо-
нотонностi. Доведена у цiй працi основна теорема була нами анонсована
в [14].
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THE GENERALIZATION OF ONE BERNSTEIN’S THEOREM

Halyna VOLOSHYN, Volodymyr MASLYUCHENKO

Yuriy Fed’kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

It is found conditions on the metric of an F -space X, such that the
following generalization of well known inverse Bernstein theorem holds: for
every strictly increasing sequence of finite dimensional linear subspaces Ln

and for every vanishing sequence of reals αn there is an element x of X, such
that d(x, Ln) = αn for every n.




