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В багатьох роботах, присвячених дослiдженню багаточастинко-
вих квантових систем еволюцiя описується з допомогою групи опе-
раторiв, що дiє в просторi L1 (H) операторiв з обмеженим слiдом
над гiльбертовим простором H [1]–[3]. Проте цього простору ви-
являється недостатньо, зокрема, для розв’язання задач, постанов-
ка яких природна в класi операторiв з трансляцiйно-iнварiантним
ядром, оскiльки такi оператори не належать до простору L1 (H).
Саме тому в [3] ставиться питання про необхiднiсть вивчення груп
операторiв в бiльш загальних операторних просторах, нiж L1 (H).
Мета даної роботи — побудова i дослiдження таких (бiльш загаль-
них) просторiв операторiв.

1 Трансляцiйно iнварiантнi оператори. Теорема
про слiд трансляцiйно iнварiантного оператора

Нехай (H, ‖·‖ , (·, ·)) — комплексний сепарабельний гiльбертовий простiр.
Через L(H) будемо позначати простiр лiнiйних неперервних операторiв
над H, а через O i I — нульовий та одиничний оператори простору L(H)
вiдповiдно. Для оператора A ∈ L1(H) через Tr(A) будемо позначати слiд
оператора A.

Нехай B — самоспряжений (взагалi кажучи – необмежений) опера-
тор в H. Через σp(B) будемо позначати точковий спектр оператора B,
а через U(τ) — C0-групу унiтарних операторiв U(τ) = eiτB, τ ∈ R. Буде-
мо говорити, що оператор A ∈ L(H) є трансляцiйно iнварiантним
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вiдносно B, якщо вiн комутує з розкладом одиницi оператора B (що
рiвносильно AU(τ) = U(τ)A, τ ∈ R).

Основними прикладами трансляцiйно iнварiантних операторiв є лi-
нiйнi неперервнi оператори, в просторi H = L2

(
Rd

)
, d ∈ N, якi породжу-

ються трансляцiйно iнварiантним ядром , тобто

(AKx)
(
�t
)

=
∫

Rd

K(�t, �s)x(�s)d�s, �t ∈ Rd, x ∈ H,

де ядро K : Rd × Rd �→ C задовольняє умову

K(�t + h,�s + h) = K(�t, �s ) �t, �s ∈ Rd, h ∈ R

(тут �t + h = (t1 + h, . . . , td + h), �t = (t1, . . . , td) ∈ Rd). Такi оператори є
трансляцiйно iнварiантними вiдносно генератора групи зсувiв у ”дiаго-
нальному” напрямку:(

U (d)(τ)x
)

(�s ) = x (�s + τ) , τ ∈ R, �s ∈ Rd. (1)

Зауважимо, що оператори з трансляцiйно iнварiантним ядром в L2

(
Rd

)
вивчались у монографiї [4]. Загальновiдомо, що цi оператори (в нену-
льовому випадку) не належать до простору L1 (H). Наступна теорема
показує, що аналогiчний результат має мiсце i в абстрактнiй ситуацiї.

Теорема 1. Нехай невiд’ємний оператор A ∈ L1(H) — трансляцiй-
но iнварiантний вiдносно самоспряженого оператора B, такого, що
σp(B) = ∅. Тодi A = O.

Для доведення теореми 1 знадобиться наступне допомiжне твердже-
ння.
(А) Нехай μ — мiра на B(R), причому ∀ τ ∈ R μ({τ}) = 0. Тодi для
довiльної множини Δ ∈ B(R), 0 < μ(Δ) < ∞, iснують множини
Δ1, Δ2 ∈ B(R), такi, що

Δ = Δ1 ∪Δ2, Δ1 ∩Δ2 = ∅, μ(Δ1), μ(Δ2) > 0.

(Тут B(R) — σ-алгебра борелiвських пiдмножин числової прямої.)

Справдi. Покладемо:

τ1 := inf {τ ∈ R : μ((−∞, τ) ∩ Δ) > 0} ; τ2 := sup {τ ∈ R : μ((τ,∞) ∩ Δ) > 0} . (2)

Оскiльки μ(Δ) > 0, то означення чисел τ1, τ2-коректне, тобто супремум
i iнфiнум в (2) береться по непорожнiй множинi. Згiдно з (2), τ1 < ∞,
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τ2 > −∞. Доведемо, що τ1 < τ2. Справдi, припущення τ1 > τ2 приводить
до iснування чисел τ ′

1, τ
′
2 ∈ R, таких, що τ1 > τ ′

1 > τ ′
2 > τ2. З (2) випливає,

що μ((−∞, τ ′
1) ∩ Δ) = μ((τ ′

2,∞) ∩ Δ) = 0. Звiдси з нерiвностi τ ′
1 > τ ′

2

отримуємо, що μ(Δ) = 0, що суперечить умовi. Припустивши, що τ1 =
τ2 = τ0, враховуючи нерiвностi τ1 < ∞, τ2 > −∞, будемо мати −∞ <
τ0 <∞. Отже, з (2) випливає, що μ((−∞, τ0)∩Δ) = 0, μ((τ0,∞)∩Δ) = 0.
Тобто μ({τ0} ∩ Δ) > 0, що суперечить умовi ∀ τ ∈ R μ({τ}) = 0. Тепер
для доведення твердження залишається взяти довiльне число τ ′, таке,
що τ1 < τ ′ < τ2 i покласти Δ1 := (−∞, τ ′) ∩Δ, Δ2 := [τ ′,∞) ∩Δ.

Доведення теореми 1. Нехай E(·) = EB(·) — розклад одиницi оператора
B. Покладемо:

μx(Δ) := (E(Δ)x, x), Δ ∈ B(R), x ∈ H.

Припустимо, що A �= 0. Тодi iснує вектор f ∈ H, такий, що (Af, f) >
0, тобто такий, що

0 < (Af, f) =
∥∥∥A1/2f

∥∥∥2
=

∫ ∞

−∞
dμA1/2f (λ). (3)

Оскiльки оператор A — обмежений i трансляцiйно iнварiантний вiдносно
B, то для довiльної множини Δ0 ∈ B(R), такої що μf (Δ0) = 0, маємо:

μA1/2f (Δ0) = (E(Δ0)A1/2f, A1/2f) =
∥∥∥E(Δ0)A1/2f

∥∥∥2
=

=
∥∥∥A1/2E(Δ0)f

∥∥∥2
≤

∥∥∥A1/2
∥∥∥2
‖E(Δ0)f‖2 =

∥∥∥A1/2
∥∥∥2

μf (Δ0) = 0.

Тобто мiра μA1/2f є абсолютно неперервною вiдносно мiри μf , а отже
iснує похiдна Родона-Никодима:

Ff (λ) =
dμA1/2f (λ)

dμf (λ)
, λ ∈ R,

i, згiдно з (3), ∫ ∞

−∞
Ff (λ)dμf (λ) =

∫ ∞

−∞
dμA1/2f (λ) > 0.

Тому iснують такi число η > 0 i множина Δ′ ∈ B(R), що:

μf (Δ′) > 0 i ∀λ ∈ Δ′ Ff (λ) ≥ η.
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Використовуючи послiдовно твердження (А), ми можемо множину Δ′

розбити на послiдовнiсть множин:

Δ′ =
∞⋃

n=1

Δn, де Δi ∩Δj = ∅, i, j ∈ N, i �= j; μf (Δi) > 0, i ∈ N.

Оскiльки μf (Δi) = ‖E(Δi)f‖2 > 0 i Δi ∩Δj = ∅, i �= j, то вектори

gi =
E(Δi)f
‖E(Δi)f‖

=
E(Δi)f

μf (Δi)1/2
, i ∈ N

утворюють ортонормовану систему. Тому, використовуючи трансляцiй-
ну iнварiантнiсть оператора A вiдносно B, отримуємо:

Tr(A) ≥
∞∑
i=1

(Agi, gi) =
∞∑
i=1

(AE(Δi)f, E(Δi)f)
μf (Δi)

=

=
∞∑
i=1

(
A1/2E(Δi)f, A1/2E(Δi)f

)
μf (Δi)

=
∞∑
i=1

(
E(Δi)A1/2f, E(Δi)A1/2f

)
μf (Δi)

=

=
∞∑
i=1

(
E(Δi)A1/2f, A1/2f

)
μf (Δi)

=
∞∑
i=1

μA1/2f (Δi)
μf (Δi)

=

=
∞∑
i=1

1
μf (Δi)

∫
Δi

dμA1/2f (λ)
dμf (λ)

dμf (λ) =
∞∑
i=1

1
μf (Δi)

∫
Δi

Ff (λ)dμf (λ) ≥

≥
∞∑
i=1

1
μf (Δi)

∫
Δi

ηdμf (λ) =
∞∑
i=1

η = ∞.

Отже, ми бачимо, що з умови A �= 0 випливає, що Tr(A) =∞.

Навпаки, якщо точковий спектр самоспряженого оператора B не по-
рожнiй, то завжди iснує ненульовий трансляцiйно iнварiантний вiдносно
B оператор A ∈ L1(H). Справдi, нехай λ ∈ σp(B) — власне значення опе-
ратора B i eλ ∈ H — вiдповiдний до λ власний вектор B, такий, що
‖eλ‖ = 1. Нескладно перевiрити, що тодi оператор A ∈ L(H), що дiє за
правилом:

Ax := (x, eλ) eλ, x ∈ H

є невiд’ємним i трансляцiйно iнварiантним вiдносно B. Якщо вибрати
ортонормований базис простору H так, щоб першим ортом цього базису
був вектор eλ, то отримаємо Tr(|A|) = Tr(A) = (Aeλ, eλ) = 1 <∞.

Насправдi, з теореми 1 випливає дещо бiльш загальне твердження:
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Наслiдок 1. Нехай невiд’ємний оператор A ∈ L1(H) — транс-
ляцiйно iнварiантний вiдносно самоспряженого оператора B. Тодi
AE (R \ σp(B)) = O, де E(·) — розклад одиницi B.

Доведення. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що
E (R \ σp(B)) �= O, бо в протилежному випадку наслiдок перетво-
рюється в тривiальне твердження. Покладемо:

Hc := E (R \ σp(B)) H, Ac := A � Hc,

де A � Hc — звуження оператора A на Hc. Тодi Hc буде гiльберто-
вим простором вiдносно скалярного добутку, iндукованого з H. Оскiль-
ки A — трансляцiйно iнварiантний вiдносно B, то AE (R \ σp(B)) =
E (R \ σp(B)) A. Отже, оператор Ac вiдображає простiр Hc в Hc, причому
з неперервностi i невiд’ємностi оператора A в H випливає неперервнiсть
i невiд’ємнiсть Ac в Hc. В просторi Hc розглянемо спектральну мiру:

Ec(Δ)x := E ((R \ σp(B)) ∩Δ) x, x ∈ Hc, Δ ∈ B(R). (4)

Ця спектральна мiра є розкладом одиницi деякого самоспряженого над
простором Hc оператора Bc =

∫
R

λdEc(λ). Точковий спектр оператора Bc

порожнiй, оскiльки з умови Ec({λ}) �= O випливало б, що E({λ}) �= O i
λ ∈ R \ σp(B), тобто λ ∈ σp(B) i λ ∈ R \ σp(B), що неможливо. З (4) i
трансляцiйної iнварiантностi оператора A вiдносно B випливає трансля-
цiйна iнварiантнiсть Ac вiдносно Bc. Оскiльки довiльний ортонормова-
ний базис в просторi Hc є ортонормованою системою в H, то Ac ∈ L1 (Hc).
Отже, за теоремою 1, Ac = O в просторi Hc. Тому AE (R \ σp(B)) = O в
просторi H.

2 Слiд за рiзницевою змiнною. Простiр операто-
рiв з обмеженим проекцiйним слiдом

Враховуючи той факт, що оператори з трансляцiйно iнварiантним
ядром, взагалi кажучи, мають необмежений слiд, в роботi [4] для таких
операторiв вводиться поняття слiду за ”рiзницевою” змiнною:

T̃r (AK) = T̃ri,ti (AK) =

{∫
Rd−1 K̃(t1, ... , td)dt1...dti−1dti+1...dtd, d > 1,

K(0, 0), d = 1,

1 ≤ i ≤ d, де K̃
(
�t
)

= K
(
�t,�t

)
. Легко перевiрити, що у випадку трансля-

цiйно iнварiантного ядра K величина T̃ri,ti (AK) не залежить вiд iндексу
i та змiнної ti.
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Оскiльки поняття (звичайного) слiду застосовується до операторiв в
абстрактному гiльбертовому просторi, виникає задача визначення в аб-
страктному гiльбертовому просторi i аналогу поняття слiду за рiзнице-
вою змiнною. Наступний приклад iлюструє можливий шлях розв’язання
поставленої проблеми.

Приклад 1. В просторi H = L2 (R) розглянемо спектральну мiру
(P (Δ)x) (t) := χΔ (t) x(t), x ∈ H, Δ ∈ B(R). Легко перевiрити, що то-
дi для оператора AK ∈ L(H) з трансляцiйно iнварiантним ядром K має
мiсце рiвнiсть:

T̃r (AK) =
Tr (P (Δ)AKP (Δ))

m(Δ)
, Δ ∈ B(R), 0 < m(Δ) <∞,

де m — мiра Лебега на R.
Зауважимо, що подiбна спектральна мiра iснує i в просторi L2

(
Rd

)
для довiльного d ∈ N, а саме, на роль такої мiри може претендувати
довiльна мiра виду:(

P
(d)
i (Δ)x

)
(�t ) := χΔ (ti) x(�t ), x ∈ L2

(
Rd

)
, Δ ∈ B(R), i ∈ 1, d . (5)

Далi будуються простори неперервних лiнiйних операторiв з обме-
женим проекцiйним слiдом. Мотивацiєю наступних означень служить
приклад 1.

Означення 1. Нехай (R,R) — вимiрний простiр (тобто R — σ-алгебра
пiдмножин R), P (·) : R �→ L(H) — спектральна мiра на σ-алгебрi R. I
нехай μ — деяка скалярна σ-скiнчена i не тотожно рiвна нулю мiра на
R. Тодi четвiрку (R,R, P, μ) будемо називати проекцiйним просто-
ром з мiрою над простором H (або, скорочено, — ПМ-простором
над H)

Нехай (R,R, P, μ) — ПМ-простiр. Позначимо через Rμ−fin наступне
пiдкiльце σ-алгебри R:

Rμ−fin = {Δ ∈ R |μ(Δ) < ∞} .

Нехай A ∈ L(H). Покладемо:

νP,A (Δ) := Tr(|P (Δ)AP (Δ)|), Δ ∈ Rμ−fin ;

‖A‖P,μ := sup
{

νP (·),A(Δ)
μ(Δ)

∣∣∣∣ Δ ∈ Rμ−fin,
μ(Δ) + νP,A (Δ) > 0

}
, A ∈ L(H), (6)
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де у випадку у випадку P (Δ)AP (Δ) /∈ L1 (H) слiд покласти
Tr(|P (Δ)AP (Δ)|) :=∞, а у випадку μ(Δ) = 0 слiд покласти νP (·),A(Δ)

μ(Δ) :=
∞. Оскiльки мiра μ не є тотожно нульовою i є σ–скiнченою, то визна-
чення величини ‖·‖P,μ — коректне (тобто супремум в (6) береться по
непорожнiй множинi). Оскiльки величина ‖A‖P,μ скiнчена, взагалi ка-
жучи, не при всiх A ∈ L(H), розглянемо клас операторiв:

TcP (·),μ(H) :=
{

A ∈ L(H) : ‖A‖P,μ <∞
}

. (7)

Зауваження 1. Як випливає з результатiв прикладу 1, у випадку, коли
H = L2 (R), i спектральна мiра P (·) така ж сама, як i в прикладi 1, для
невiд’ємного оператора AK ∈ L(H) з трансляцiйно iнварiантним ядром
K має мiсце рiвнiсть ‖AK‖P,m = T̃r (AK). Аналогiчно в просторi H =
L2

(
Rd

)
, d ∈ N, для невiд’ємного оператора AK ∈ L(H) з трансляцiйно

iнварiантним ядром K i спектральної мiри (5), маємо:

‖AK‖P
(d)
i ,m

= T̃r (AK) , i ∈ 1, d

(при умовi, що права частина рiвностi має сенс, тобто скiнченна).

Теорема 2.
(
TcP (·),μ(H), ‖·‖P,μ

)
є лiнiйним нормованим простором.

Доведення. а) Оскiльки νP,O (Δ) = Tr(|P (Δ)OP (Δ)|) ≡ 0, Δ ∈ Rμ−fin,
то O ∈ TcP (·),μ(H), причому ‖O‖P,μ = 0.

Нехай A ∈ TcP (·),μ(H) i λ ∈ C. Тодi, використовуючи властивостi
слiду вiд модуля оператора маємо:

νP,λA (Δ) = Tr(|P (Δ)λAP (Δ)|) = |λ|Tr(|P (Δ)AP (Δ)|) =
= |λ|νP,A (Δ) , Δ ∈ Rμ−fin.

Тому при λ �= 0:

‖λA‖P,μ = sup
{

νP,λA (Δ)
μ(Δ)

∣∣∣∣ Δ ∈ Rμ−fin,
μ(Δ) + νP,λA (Δ) > 0

}
=

= sup
{ |λ|νP,A (Δ)

μ(Δ)

∣∣∣∣ Δ ∈ Rμ−fin,
μ(Δ) + νP,A (Δ) > 0

}
= |λ| ‖A‖P,μ ,

а при λ = 0, враховуючи, що ‖O‖P,μ = 0, маємо, ‖λA‖P,μ = ‖O‖P,μ = 0 =
|λ| ‖A‖P,μ.

Отже, для довiльних A ∈ TcP (·),μ(H) i λ ∈ C, оператор λA належить
до TcP (·),μ(H), причому ‖λA‖P,μ = |λ| ‖A‖P,μ.
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б) Нехай A = O. Тодi, як було доведено на початку пункту а),
‖A‖P,μ = ‖O‖P,μ = 0. Навпаки, нехай ‖A‖P,μ = 0. Тодi для довiльної
множини Δ ∈ Rμ−fin має мiсце рiвнiсть νP,A (Δ) = 0. Справдi, припу-
стивши iснування множини Δ0 ∈ Rμ−fin, такої, що νP,A (Δ0) > 0, врахо-
вуючи означення ‖·‖P,μ, отримаємо ‖A‖P,μ ≥

νP,A(Δ0)
μ(Δ0) > 0 що суперечить

рiвностi ‖A‖P,μ = 0. Оскiльки мiра μ — σ-скiнченна, то iснує послiдов-
нiсть множин {Δn}∞n=1 ⊆ Rμ−fin, така, що

⋃∞
n=1 Δn = R. Оскiльки для

довiльного n ∈ N, Tr(|P (Δn)AP (Δn)|) = νP,A (Δn) = 0, то, враховуючи
властивостi слiду, маємо P (Δn)AP (Δn) = O, n ∈ N. Тому:

(AP (Δn)f, P (Δn)g) = (P (Δn)AP (Δn)f, g) = 0, f, g ∈ H. (8)

Враховуючи, що P (·) — розклад одиницi на (R,R) i
⋃∞

n=1 Δn = R, ма-
ємо lim

n→∞P (Δn)f = f , f ∈ H. Звiдси, враховуючи (8) i неперервнiсть
оператора A, отримуємо (Af, g) = 0, f, g ∈ H, тобто A = O.

Таким чином, ми довели, що ∀A ∈ TcP (·),μ(H) ‖A‖P,μ = 0 ⇔ A = O.

в) Нехай A, B ∈ TcP (·),μ(H). Розглянемо довiльну множину Δ̃ ∈
Rμ−fin, таку, що

μ(Δ̃) + νP,A+B

(
Δ̃
)

> 0. (9)

Доведемо, що μ(Δ̃) > 0. Нехай це не так, тобто, μ(Δ̃) = 0. Тодi, врахову-
ючи умову (9), маємо νP,A+B

(
Δ̃
)

> 0. Згiдно з нерiвнiстю трикутника
для слiдiв вiд модуля:

νP,A+B

(
Δ̃
)
≤ Tr(|P (Δ̃)AP (Δ̃)|) + Tr(|P (Δ̃)BP (Δ̃)|) = νP,A

(
Δ̃
)

+ νP,B

(
Δ̃
)

.

Тому, оскiльки νP,A+B

(
Δ̃
)

> 0, хоч одна з величин νP,A

(
Δ̃
)
, νP,B

(
Δ̃
)

мусить бути додатною. Нехай, наприклад, νP,A

(
Δ̃
)

> 0. Тодi, врахову-

ючи, що μ(Δ̃) = 0, маємо:

‖A‖P,μ ≥
νP,A

(
Δ̃
)

μ(Δ̃)
= ∞,

що суперечить умовi A ∈ TcP (·),μ(H). У випадку νP,B

(
Δ̃
)

> 0 аналогiчно
приходимо до протирiччя з умовою B ∈ TcP (·),μ(H). Отже, припущення
невiрне. Тому μ(Δ̃) > 0. Звiдси, використовуючи нерiвнiсть трикутника
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для слiдiв, отримуємо:

νP,A+B

(
Δ̃
)

μ(Δ̃)
≤

νP,A

(
Δ̃
)

μ(Δ̃)
+

νP,B

(
Δ̃
)

μ(Δ̃)
≤

≤ sup
{

νP,A (Δ)
μ(Δ)

∣∣∣∣ Δ ∈ Rμ−fin,
μ(Δ) + νP,A (Δ) > 0

}
+

+ sup
{

νP,B (Δ)
μ(Δ)

∣∣∣∣ Δ ∈ Rμ−fin,
μ(Δ) + νP,B (Δ) > 0

}
=

= ‖A‖P,μ + ‖B‖P,μ .

Причому остання нерiвнiсть має мiсце для довiльної множини Δ̃ ∈
Rμ−fin, що задовольняє умову (9). Тому A + B ∈ TcP (·),μ(H), причому

‖A + B‖P,μ ≤ ‖A‖P,μ + ‖B‖P,μ .

Наступний приклад покаже, що простiр TcP (·),μ(H), взагалi кажучи,
не є банаховим (тобто повним).

Приклад 2. Нехай H = L2 (R). Покладемо:

Qn(t) :=
(

1− |t|
n

)
χ[−n,n](t) = Q1

(
t

n

)
, n ∈ N, t ∈ R.

Очевидно, що Qn ∈ L2 (R) ∩ L1 (R), n ∈ N. Тому для довiльної функцiї
x ∈ L2 (R) маємо:∫

R

|Qn(t− s)x(s)| ds ≤
(∫

R

|Qn(t− s)|2 ds

)1/2 (∫
R

|x(s)|2 ds

)1/2

=

= ‖Qn‖L2(R) ‖x‖L2(R) <∞, t ∈ R.

Отже, функцiї Qn, n ∈ N породжують над H = L2 (R) оператори{
A[Qn], n ∈ N

}
:

(
A[Qn]x

)
(t) =

∫
R

Qn(t− s)x(s)ds, x ∈ L2 (R) , t ∈ R.

Доведемо, що цi оператори вiдображають простiр H = L2 (R) в себе
(тобто, що A[Qn]x ∈ H, x ∈ H) i що A[Qn] ∈ L(H), n ∈ N. Нехай, x ∈
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H = L2 (R). Тодi, використовуючи iнтегральну нерiвнiсть Мiнковського
маємо:

∥∥A[Qn]x
∥∥

L2(R)
=

(∫
R

(∫
R

Qn(s)x(t− s)ds

)2

dt

)1/2

≤

≤
∫

R

(∫
(Qn(s)x(t− s))2 dt

)1/2

ds = ‖Qn‖L1(R) ‖x‖L2(R) <∞. (10)

З (10) випливає, що оператори A[Qn] вiдображають простiр H = L2 (R) в
себе, причому A[Qn] ∈ L(H) i

∥∥A[Qn]

∥∥ ≤ ‖Qn‖L1(R) (n ∈ N). Доведемо, що
A[Qn] ≥ 0, n ∈ N. При n = 1 для перетворення Фур’є Q̂1 маємо:

√
2π Q̂1(t) =

∫
R

e−itsQ1(s)ds = 2
∫ 1

0
(1− s) cos tsds =

2(1− cos t)
t2

, t ∈ R.

Отже, Q̂1(t) ≥ 0, t ∈ R, причому Q̂1 ∈ L1 (R)∩L2 (R). Звiдси, враховуючи
рiвнiсть Qn(t) = Q1

(
t
n

)
, n ∈ N, маємо

Q̂n ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) , Q̂n(t) ≥ 0; t ∈ R, n ∈ N.

Оскiльки Q̂n ∈ L1 (R) ∩ L2 (R), то Qn(t) = 1√
2π

∫
R

Q̂n(s)eitsds, причому
iнтеграл збiгається в сенсi Лебега (абсолютно). Тому, для довiльного t ∈
R i функцiї x ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) маємо

(
A[Qn]x, x

)
=

∫
R

∫
R

Qn(t− s)x(s)x(t)dsdt =

=
∫

R

∫
R

1√
2π

∫
R

Q̂n(ξ)ei(t−s)ξ dξx(s)x(t)dsdt.

Оскiльки функцiї Q̂n i x належать до простору L1 (R), то потрiйний
iнтеграл в правiй частинi останньої рiвностi збiгається абсолютно, отже,
змiна порядку iнтегрування є коректною. Тому, враховуючи, що Q̂n(t) ≥
0, t ∈ R, маємо:

(
A[Qn]x, x

)
=

∫
R

Q̂n(ξ)√
2π

∫
R

∫
R

ei(t−s)ξx(s)x(t)dsdtdξ =

=
√

2π

∫
R

Q̂n(ξ) |x̂(ξ)|2 dξ ≥ 0.
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Невiд’ємнiсть операторiв A[Qn], n ∈ N доведена.
Зауважимо, що A[Qn] = AKn , n ∈ N, де ядро Kn(t, s) = Qn(t − s)

(t, s ∈ R) — трансляцiйно iнварiантне. Отже, оператори
{
A[Qn] : n ∈ N

}
є трансляцiйно iнварiантнi вiдносно групи зсувiв в просторi H = L2 (R).

Нехай спектральна мiра P (·) така ж сама, як i в прикладi 1. Тодi, згi-
дно iз зауваженням 1, оператори

{
A[Qn] : n ∈ N

}
належать до простору

TcP (·),m(H), причому∥∥A[Qn]

∥∥
P,m

= T̃r
(
A[Qn]

)
= Qn(0− 0) = 1, n ∈ N. (11)

Покладемо

Q(t) :=
∞∑

n=1

1
n2

Qn4(t), t ∈ R.

Оскiльки 0 ≤ Qn(t) ≤ 1, t ∈ R, n ∈ N, то ряд в правiй частинi останньої
рiвностi завжди збiгається. Оцiнимо функцiю Q(t) знизу. Оскiльки для
довiльного t ≥ 0 iснує число nt ∈ N таке, що (nt−1)4

2 ≤ t ≤ n4
t
2 , то при

t ≥ 0 маємо:

Q(t) ≥ 1
n2

t

Qn4
t
(t) =

1
n2

t

(
1− |t|

n4
t

)
χ[−n4

t ,n4
t ](t) =

1
n2

t

(
1− |t|

n4
t

)
≥

≥ 1(
4
√

2t + 1
)2

(
1− 1

2

)
≥ 1

2
1(

23/4 4
√

2t + 1
)2 ≥

1
8
√

t + 1
. (12)

Покладемо:

An :=
n∑

k=1

1
k2

A[Qk4 ].

Тодi маємо, згiдно з (11), An ∈ TcP (·),m(H) (∀n ∈ N), причому ряд∑∞
k=1

1
k2 A[Qk4 ] збiгається абсолютно за нормою простору TcP (·),m(H):

∞∑
k=1

∥∥∥∥ 1
k2

A[Qk4 ]

∥∥∥∥
P,m

=
∞∑

k=1

1
k2

∥∥∥A[Qk4 ]

∥∥∥
P,m

=
∞∑

k=1

1
k2

<∞.

Отже, послiдовнiсть операторiв {An}∞n=1 є фундаментальною в просторi
TcP (·),m(H).

Доведемо, що не iснує оператора A ∈ TcP (·),m(H), такого, що
‖An −A‖P,m →

n→∞ 0. Припустимо супротивне, що такий оператор A iснує.
Зi збiжностi ‖An −A‖P,m →

n→∞ 0 i означення норми ‖·‖P,m випливає, що
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для довiльної множини Δ ∈ B(R)m−fin ‖P (Δ) (An −A) P (Δ)‖ →
n→∞ 0

(де B(R)m−fin = {Υ ∈ B(R) : m(Υ) <∞}). Тому:

∀x, y ∈ H (AnP (Δ)x, P (Δ)y) = (P (Δ)AnP (Δ)x, y) →
n→∞

→
n→∞ (P (Δ)AP (Δ)x, y) = (AP (Δ)x, P (Δ)y) , Δ ∈ B(R)m−fin. (13)

Використовуючи означення операторiв {An : n ∈ N}, легко перевiрити,
що An = A[Q̃n], n ∈ N, де Q̃n =

∑n
k=1

1
k2 A[Qk4 ]. Отже, враховуючи рiв-

номiрну обмеженiсть послiдовностi функцiй {Qn}∞n=1, використовуючи
(13), згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, отримуємо:

(AP (Δ)x, P (Δ)y) = lim
n→∞ (AnP (Δ)x, P (Δ)y) =

= lim
n→∞

∫
R

∫
R

Q̃n(t− s)χΔ(t)x(t)χΔ(s)y(s)dtds =

= lim
n→∞

∫
Δ

∫
Δ

Q̃n(t− s)x(t)y(s)dtds =

=
∫

Δ

∫
Δ

Q(t− s)x(t)y(s)dtds, x, y ∈ H, Δ ∈ B(R)m−fin . (14)

Покладемо, xk(t) := χ[0,k](t)

(t+1)3/4 , t ∈ R, k ∈ N. Легко бачити, що

‖xk‖2 = ‖xk‖2L2(R) ≤
∫ ∞

0

dt

(t + 1)3/2
<∞, k ∈ N.

Отже, з однiєї сторони, оскiльки A ∈ TcP (·),m(H) ⊆ L(H), послiдовнiсть
{(Axk, xk)}∞k=1 має бути обмеженою. Проте з iншої сторони, враховуючи,
що xk = P ([0, k])xk, k ∈ N i використовуючи (14) та (12), отримуємо:

(Axk, xk) =

∫ k

0

∫ k

0

Q(t − s)xk(t)xk(s)dtds =

∫ k

0

∫ k

0

Q(t − s)

(t + 1)3/4(s + 1)3/4
dsdt ≥

≥
∫ k

0

∫ t

0

Q(t − s)

(t + 1)3/4(s + 1)3/4
dsdt ≥

∫ k

0

∫ t

0

dsdt

8
√

t − s + 1 (t + 1)3/4(s + 1)3/4
≥

≥
∫ k

0

∫ t

0

dsdt

8
√

t + 1 (t + 1)3/4(s + 1)3/4
=

∫ k

0

∫ t

0

dsdt

8(t + 1)5/4(s + 1)3/4
=

=
1

2
ln(k + 1) − 2

(
1 − 1

4
√

k + 1

)
→

k→∞
∞.

Отже, припущення про iснування оператора A ∈ TcP (·),m(H), такого, що
‖An −A‖P,m →

n→∞ 0 приводить до протирiччя. Тому простiр TcP (·),m(H)
не є банаховим.



Простори операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом 85

3 Заключнi зауваження

Простiр TcP (·),μ(H) можна вважати певним аналогом простору L1 (H)
операторiв з обмеженим (звичайним) слiдом. Але, на жаль, як показує
приклад 2, простiр TcP (·),μ(H) (на вiдмiну вiд L1 (H)) в загальнiй ситуа-
цiї не є банаховим. Безумовно, в тих випадках, коли потрiбно працюва-
ти з банаховим простором, можна скористатись поповненням простору
TcP (·),μ(H). Проте в такому випадку виникає задача опису зазначеного
поповнення з теоретико-операторної точки зору.

Причиною неповноти простору TcP (·),μ(H) є застосування конструкцiї
(6)-(7) над занадто вузьким простором лiнiйних неперервних операторiв
L(H). Виявляється, що за гiльбертовим простором H та ПМ-простором
(R,R, P, μ) можна побудувати певне оснащення (в сенсi [5, стор. 20])
H+

P,μ ⊆ H ⊆ H−
P,μ простору H (де H+

P,μ, H−
P,μ — певнi лiнiйнi простори зi

збiжнiстю в сенсi [6, стор. 516]) i вкласти простiр L(H) в бiльш широ-
кий простiр L+−

P,μ (H) лiнiйних неперервних операторiв з H+
P,μ в H−

P,μ так,
щоб конструкцiя (6)-(7) над L+−

P,μ (H) допускала коректне визначення i
приводила до банахового простору.

Виклад зазначених вище результатiв виходить за рамки даної статтi,
оскiльки обмеження на обсяг не дозволяє викласти всi отриманi резуль-
тати в однiй роботi.
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In many scientific works, devoted to the investigation of quantum many-
particle systems, evolution is described by a group of operators, acting in the
space L1 (H) of operators with bounded trace over Hilbert space H [1]–[3].
But this space is not enough for investigation of the problems, which have
a natural examination in the class of operators with translation-invariant
kernels, because these operators do not belong to the space L1 (H). That is
why in [3] autor states that operator groups are to be studied in more general
operator spaces than L1 (H). This paper is devoted to the construction and
investigation of these (more general) operator spaces.




