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У замiтцi дається доведення теореми Глiвенка-Кантеллi для
сепарабельних метричних просторiв. Доводиться також наступне
твердження. Нехай X – випадковий елемент зi значеннями в сепа-
рабельному метричному просторi T , U – довiльний клас борелiв-
ських множин з T , δ > 0, а ∂δ(U) означає δ-окiл межi ∂U мно-
жини U . Тодi iснує система борелiвських множин U ′ з умовою:
∀U ∈ U ∃U ′ ∈ U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) , для якої вико-
нується теорема Глiвенка-Кантеллi.

Присвячується Володимировi Маслюченку з нагоди його 60-рiччя

Вступ i основнi результати. Для незалежних однаково розподiлених
випадкових величин (в.в.) ξ1, ξ2, . . . в R з функцiєю розподiлу F (t) ем-
пiрична функцiя розподiлу визначається формулою

F ∗
n(t) =

1
n

∑n

i=1
I(−∞,t)(ξi) , t ∈ R .

0УДК 519.21; MSC 2010: 60B10, 60B12, 60G50
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Вiдома теорема Глiвенка-Кантеллi [6], [3] стверджує, що майже на-
певне (м.н.)

supt∈R |F ∗
n(t)− F (t)| → 0 при n →∞ .

Природно постає питання про її узагальнення на ширшi класи про-
сторiв. У теоремi Глiвенка-Кантеллi фактично маємо справу з супрему-
мом по пiвпрямих. Найприроднiшою при узагальненнi на простiр Rn є
замiна їх на пiвпростори або на їхнi скiнченнi перетини. Для пiвпросторiв
це зробили Форте та Мур’є [4, c. 281], з додатковою умовою абсолютної
неперервностi розкладу даного випадкового вектора щодо мiри Лебега
λ. Ця умова була знята в працях Вольфовiца [17, c. 131], [18]. Ахмад [1]
i Ранга Рао [8, c. 665, 675] незалежно отримали узагальнення на вимiрнi
опуклi множини, за умови неперервностi класу опуклих множин щодо
розподiлу даного випадкового вектора (означення див нижче). Простi
приклади [5, c. 197] показують, що для довiльних розподiлiв цю умо-
ву зняти не можна. Iснує значна кiлькiсть праць, присвячених теоремi
Глiвенка-Кантеллi в Rn. Докладну бiблiографiю див. у оглядi [5]. Про
пiзнiшi результати щодо теореми Глiвенка-Кантеллi у просторi Rn див.
[12], [13].

Розглянемо деякi узагальнення теореми Глiвенка-Кантеллi на сепа-
рабельний метричний простiр. Пiонерськими тут були працi Варадарая-
на [16], Ранги Рао [9] та Сазонова [10]. Систематичне дослiдження спра-
ведливостi теореми Глiвенка-Кантеллi в метричних просторах, у кон-
текстi слабкої рiвномiрної збiжностi мiр, було проведене Топсо та йо-
го спiвавторами [2], [14], а також деякими iншими математиками (див.
огляд [7]). Уведемо небхiднi позначення й означення.

Нехай (T,Σ) – вимiрний простiр, а (Xi)∞1 – послiдовнiсть незалежних
копiй в.е. X, заданого на ймовiрнiсному просторi (Ω,F , Q) зi значеннями
в T . Позначимо через

U довiльний пiдклас σ-алгебри Σ,

P(U) = Q{X ∈ U}, U ∈ U – теоретичний розподiл в.е. X (деякi
результати природнiше формулювати в термiнах розподiлу, тобто ймо-
вiрнiсної мiри на метричному просторi, не згадуючи про випадковi еле-
менти),

P∗n(U) = 1
n

∑n
i=1 I(Xi ∈ U) – емпiричний розподiл, де

I(Xi ∈ U) = 1 при Xi ∈ U i = 0, при Xi /∈ U.
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Для метричного простору T з метрикою dist, за Σ братимемо суку-
пнiсть борелiвських множин. Позначатимемо також через ∂δ(U) δ-окiл
межi ∂U множини U .

Ми розглядаємо тiльки сепарабельнi метричнi простори, спецiально
про це не згадуючи. Усi мiри вважаємо ймовiрнiсними.

Кажуть, що U є GC-класом для розподiлу P [5, с. 196], або що для
в.е. X i для класу U виконується теорема Глiвенка-Кантеллi, коли м.н.

supU∈U |P∗n(U)− P(U)| → 0 при n →∞ .

Супремум у цiй формулi не завжди вимiрний, а вимiрнiсть не зав-
жди потрiбна (пор. iз зауваженням у [15, с. 240]). Для злiченного класу
U , звичайно, проблеми нема. У багатьох випадках вимiрнiсть доведена.
Часто її просто постулюють.

Першим природним кроком для перевiрки виконання теореми
Глiвенка-Кантеллi є розбиття в.е., чи радше вiдповiдного розподiлу, на
дискретну (атомну) i неперервну (безатомну) частини i доведення тео-
реми для кожної частини окремо. Це стверджує, наприклад, [15, лема 2
та заув. на с. 242]. Кожна система множин буде GC-класом для дискре-
тного розподiлу (безпосереднiй наслiдок леми Шеффе [11]; див. також
доведення теореми 7.1 з [9]; ми отримаємо цей факт як наслiдок леми 1).
Тому має сенс розглядати тiльки безатомнi розподiли, що надалi й ро-
битимемо.

Нагадаємо [9, с. 660], що множина U метричного простору T назива-
ється P-неперервною, якщо P(∂U) = 0.

Часом (див. напр. [14, c. 279]) вживаєтся зворотний термiн: говори-
ться про U -неперервнiсть мiри P. Кожна опукла борелiвська множина з
Rm буде P-неперервною для кожної мiри P, абсолютно неперервної вiд-
носно мiри Лебега [5, c. 198]. Часто P-неперервнiсть також i необхiдна
для виконання теореми Глiвенка-Кантеллi. Так простий приклад (див.
[9, с. 679], [5, с. 197],) показує, що без умови P-неперервностi теорема
Глiвенка-Кантеллi може не виконуватися навiть для кругiв з R2. Бiльше
того, рiвнiсть P-мiри крайнiх точок класу замкнених опуклих множин
необхiдна для виконання теореми Глiвенка-Кантеллi для цього класу [5,
c. 198]. Очевиднi винятки отримуємо для опуклих ∂U . Так, наприклад,
як тiльки мiра P в R2 зосереджена на одновимiрному пiдпросторi L, то
сукупнiсть пiвпросторiв буде GC-класом для розподiлу P, але мiра межi
кожного пiвпростру, яка мiстить L, дорiвнює одиницi.
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Клас U пiдмножин метричного простору T називатимемо P-
одностайно неперервним, якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0 з

ρ(δ) := supU∈U P(∂δ(U)) < ε .

Iнакше кажучи, P-одностайна неперервнiсть означає неперервнiсть
функцiї ρ(δ) = ρU ,P(δ) в нулi. Ця властивiсть без назви неодноразо-
во вживалася в лiтературi (див. напр. [10], [2, c. 2], [14, c. 282], [15,
c. 242]) i еквiвалентна так званiй P-рiвномiрностi, яку ми не розглядати-
мемо. Звичайно, кожна множина P-одностайно неперервного класу буде
P-неперервною. Наступне твердження показує важливiсть цього понят-
тя.

Теорема 1. Нехай X – випадковий елемент зi значеннями в метри-
чному просторi T i клас множин U є P-одностайно неперервним. Тодi
U є GC-класом для розподiлу P.

Самої P-неперервностi мало для виконання теореми 1, навiть для
опуклих множин. Так, у працi [10] показано, що сукупнiсть H усiх пiв-
просторiв нескiнченновимiрного банахового простору не буде GC-класом
для довiльної мiри P, вiдносно якої усi пiвпростори неперервнi. Легко по-
мiтити, що кожен пiвпростiр банахового простору буде P-неперервним,
наприклад, для невиродженої (тобто не зосередженої на жоднiй гiпер-
площинi) гаусiвської мiри P.
Зауваження 1. Невиродженiсть мiри ще не гарантує P-неперервностi.
Нехай, наприклад, Sn – послiдовнiсть кiл на площинi радiусу n з центром
у нулi. Розглянемо мiру P(Sn) = 1/2n, P(R2 \ ∪Sn) = 0 i рiвномiрну на
кожному Sn. Ця мiра невироджена, але вiдповiднi круги не будуть P-
неперервними.

Для класу H пiвпросторiв банахового простору теорема 1 доведе-
на в [10]. У загальному випадку вона випливає з еквiвалентностi P-
одностайної неперервностi та P-рiвномiрностi (див. [2, Теорема 2]) i ре-
зультату Варадараяна про слабку збiжнiсть емпiричних розподiлiв до
теоретичного [16]. Це, зокрема, зазначено у [14, c. 287].1 Як добре вiдомо,
теореми Глiвенка-Кантеллi є специфiкацiєю закону великих чисел (ЗВЧ)
у (несепарабельному) банаховому просторi. Цiкаво, що ЗВЧ у (сепара-
бельному) банаховому просторi виводиться з результатiв про рiвномiрну
слабку збiжнiсть мiр [9, Теорема 6.2].

1Автори вдячнi рецензентовi першого варiанту цiєї замiтки за вказiвку на роботу
[2] та деякi пояснення стосовно теореми Глiвенка-Кантеллi.
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Звичайно ж з того, що U є GC-класом для розподiлу P не випливає
його P-одностайна неперервнiсть, бо, як вже зазаначалося, не випливає
навiть P-неперервнiсть. Наголосимо, що умова P-одностайної неперерв-
ностi далека вiд необхiдностi. Носiєм supp P iмовiрностi P називаємо таку
найменшу замкнену пiдмножину S ⊂ T , що P(S) = 1. Замiна в теоремi
1 простору T на носiй supp P негайно дає загальнiший результат.

У цiй замiтцi наводиться ще одне доведення теореми 1 з використан-
ням наближення X дискретними в.е. На нашу думку це доведення має
певний методичний iнтерес. Далi доводиться наступний результат, який
видається нам новим.

Теорема 2. Нехай X – випадковий елемент зi значеннями в метри-
чному просторi T , U – довiльний клас борелiвських множин з T i δ > 0.
Тодi iснує система борелiвських множин U ′, яка є GC-класом для роз-
подiлу P, з умовою

∀U ∈ U ∃U ′ ∈ U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) .

Доведення основних результатiв. Пiдставою доведень буде наступна
лема.

Лема 1. Нехай у вимiрному просторi (T,Σ) заданий випадковий еле-
мент X i клас множин Vi ∈ Σ, i ∈ I. Розглянемо клас U усiх “вимiрних”
об’єднань множин з (Vi) :

U =
{⋃

i∈I
Vi ∈ Σ : I ⊂ I

}
. (1)

Якщо для кожного ε > 0 iснує така скiнченна множина K ⊂ I, що
P(∪i∈I\KVi) < ε, то U є GC-класом для розподiлу P.

Доведення. Зафiксуємо довiльне ε > 0. За умовою леми iснує така
скiнченна множина K, що P(V) < ε , де V = ∪i∈I\KVi. Покладемо V =
∪i∈KVi. Оскiльки P∗n(U) – випадкова мiра, то для кожної множини U ∈ U
напевне

|P∗n(U)− P(U)| ≤ ∆1(U) + ∆2(U), (2)

де

∆1(U) = |P∗n(U ∩ V)− P(U ∩ V)| , ∆2(U) = |P∗n(U ∩ V)− P(U ∩ V)| .
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Оскiльки P(V) < ε, то на пiдставi ЗВЧ Колмогорова м.н.

lim sup
n→∞

sup
U∈U

∆1(U) ≤ lim sup
n→∞

P∗n(V) + P(V) ≤ 2P(V) < 2ε . (3)

Покладемо U ′ = {U ′ =
⋃

i∈I∩K Vi, I ⊂ I} . Тодi для кожного U ∈ U iснує
U ′ ∈ U ′, для якої

U ∩ V = U ′ ∩ V .

Справдi, для множини U =
⋃

i∈I Vi ⊂ U досить взяти U ′ =⋃
i∈I∩K Vi ⊂ U ′.

Це означає, що при n →∞

supU ∆2(U) = supU ′ ∆2(U ′) ≤
≤ supU ′ |P∗n(U ′ ∩ V)− P(U ′ ∩ V)| ≤ (4)

≤
∑

U ′
|P∗n(U ′ ∩ V)− P(U ′ ∩ V)| → 0 м.н.

Останнє спiввiдношення випливає iз ЗВЧ Колмогорова, бо множина U ′
скiнчена.

Збираючи разом (2), (3) та (4) отримуємо

lim sup
n→∞

supU |P∗n(U)− P(U)| < 2ε .

Але число ε довiльне, тому U буде GC-класом для розподiлу P.

Наступний простий наслiдок добре вiдомий.

Наслiдок 1. Нехай X дискретний випадковий елемент зi значеннями
у вимiрному просторi (T,Σ). Тодi Σ є GC-класом для розподiлу P.

Доведення. Якщо X набуває злiченної кiлькостi значень xi , то вi-
зьмемо Vi = {xi}, i = 1, 2, . . . . За лемою 1, U є GC-класом. Оскiльки
для кожного A ∈ Σ iснує таке U ∈ U , що P(A4U) = 0, то Σ також є
GC-класом.

Наслiдок 2. Нехай X – випадковий елемент зi значеннями у вимiрно-
му просторi (T,Σ) , (Vi) – послiдовнiсть неперетинних множин з Σ,
а U – клас множин, визначений рiвнiстю (1). Тодi U є GC-класом для
розподiлу P.

Наслiдок 2 отримуємо безпосередньо з леми 1, бо для неперетинної
послiдовностi множин (Vi) виконується умова цiєї леми.
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Доведення теореми 1. Зафiксуємо довiльне ε > 0 та у вiдповiдно-
стi з P-одностайною неперервнiстю пiдберемо δ > 0 так, щоб ρ(2δ) < ε.
У (сепарабельному!) метричному просторi T iснує послiдовнiсть непере-
тинних борелiвських множин Vn, кожна дiаметру < δ, об’єднання яких
становить увесь простiр. Зафiксуємо у кожнiй множинi Vn по точцi xn.
Нарештi, введемо допомiжнi в.е. Xδ = xn, якщо X ∈ Vn i Xδ

i = xn,
якщо Xi ∈ Vn, n = 1, 2, . . ., та розподiли Pδ(U) = Q{Xδ ∈ U} i
P∗δn(U) = 1

n

∑n
i=1 I(Xδ

i ∈ U).

Нехай U ∈ U . Очевидно, напевне

|P∗n(U)− P(U)| ≤ ∆1(U) + ∆2(U) + ∆3(U) , (5)

де
∆1(U) = |P∗n(U)− P∗δn(U)|,

∆2(U) = |P∗δn(U)− Pδ(U)| ,

∆3(U) = |Pδ(U)− P(U)| .

Оцiнимо згори доданки правої частини нерiвностi (5).

Почнiмо з ∆1(U). Оскiльки напевне

dist(X, Xδ) < δ , (6)

то звiдси отримуємо

|I(X ∈ U)− I(Xδ ∈ U)| ≤ I(Xδ ∈ ∂δ(U)) . (7)

Справдi, лiва частина нерiвностi (7) завжди не перевищує 1. Тому,
якщо станеться подiя {Xδ ∈ ∂δ(U)}, то в правiй частинi (7) буде 1 i
нерiвнiсть виконана.

Навпаки, нехай сталася протилежна подiя. Тодi можливi випадки:

i) Xδ ∈ {x ∈ U : dist(x, T \ U) ≥ δ}, або

ii) Xδ ∈ {x ∈ T : dist(x,U) ≥ δ}.
Для випадку i) з нерiвностi (6) випливає, що сталися подiї {X ∈ U}

та {Xδ ∈ U}, а отже, лiворуч у нерiвностi (7) буде 1− 1 = 0 .

У випадку ii) аналогiчно маємо: сталися подiї {X ∈ T \ U} та {Xδ ∈
T \U}, тобто лiворуч у (7) буде 0−0 = 0 . Таким чином, в обох випадках
нерiвнiсть (7) виконується.
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З неї одержуємо

∆1(U) ≤ 1
n

∑n

i=1
I(Xδ

i ∈ ∂δ(U)) = P∗δn(∂δ(U)) .

Але в.е. Xδ дискретний, тому у вiдповiдностi з наслiдком 1 можна запи-
сати

lim sup
n→∞

supU ∆1(U) ≤ lim sup
n→∞

supU P∗δn(∂δ(U)) =

(8)
= supU Pδ(∂δ(U)) ≤ supU P(∂2δ(U)) = ρ(2δ) < ε м.н.

Оцiнка ∆2(U). Оскiльки в.е. Xδ дискретний, то за наслiдком 1

lim
n→∞

supU ∆2(U) = 0 м.н. (9)

Оцiнка ∆3(U). Враховуючи нерiвнiсть (7), маємо

∆3(U) =
∣∣∣EI(Xδ ∈ U)− EI(X ∈ U)

∣∣∣ ≤
≤ E

∣∣∣I(Xδ ∈ U)− I(X ∈ U)
∣∣∣ ≤

≤ EI(Xδ ∈ ∂δ(U)) ≤ EI(X ∈ ∂2δ(U)) = (10)
= Q{X ∈ ∂2δ(U)} ≤ ρ(2δ) < ε .

Збираючи разом спiввiдношення (5), (8)–(10) отримаємо

lim sup
n→∞

supU |P∗n(U)− P(U)| < 2ε м.н.

Але число ε довiльне, тому U є GC-класом для розподiлу P.

Доведення теореми 2. Розглянемо у просторi T послiдовнiсть (Vi)
неперетинних борелiвських множин, кожна дiаметру < δ , об’єднання
яких становить увесь простiр. Тодi зрозумiло, що для кожного U ⊂ U
iснує мiнiмальна пiдпослiдовнiсть {Vi : i ∈ IU} така, що

U ⊂ U ′ = ∪i∈IU
Vi ,

причому без однiєї з множин Vi останнє включення вже не виконується.

Позначимо через I∂ ⊂ IU номери множин, якi перетинають межу
множини U . З геометричних мiркувань ясно, що

U ′\U ⊂ ∪i∈I∂
Vi ⊂ ∂δ(U) .
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Тодi, згiдно з наслiдком 2, U ′ = {U ′} є GC-класом для розподiлу P.

Приклад. Наведемо ще приклад застосування P-одностайної неперерв-
ностi. Через B∗ позначатимемо спряжений до банахового простору B,
а через S∗ – одиничну сферу простору B∗. Через H позначатимемо
клас усiх замкнених пiвпросторiв простору B, тобто множин вигляду
Hx∗t = {x ∈ B : x∗(x) ≤ t} , x∗ ∈ S∗, t ∈ R. Очевидно,

∂δ(Hx∗t) = {x ∈ B : |x∗(x)− t| ≤ δ}.

Твердження 1. Нехай X – нормально розподiлений випадковий еле-
мент зi значеннями в банаховому просторi B, D ⊂ S∗ i α > 0. Клас
{Hx∗t : x∗ ∈ D , Dx∗(X) ≥ α} є P-одностайно неперервним.

Доведення. Нехай γ – стандартна нормальна в.в., а Φ(t) – її функцiя
розподiлу. Тодi для кожного t

Φ(t + δ)− Φ(t− δ) ≤ Φ(δ)− Φ(−δ) ≤
√

2/πδ .

Звiдси, враховуючи, що для кожного x∗ ∈ B маємо

x∗(X) =
√

Dx∗(X)γ + Ex∗(X),

негайно отримуємо P-одностайну неперервнiсть.

Вибираючи у просторi B = C[0, 1] поточковi функцiонали, дiстаємо

Наслiдок 3. Нехай X = (X(s), s ∈ [0, 1]) – нормально розподiлений
неперервний випадковий процес з DX(s) ≥ α > 0 (наприклад, X – ста-
цiонарний процес), (Xi) – незалежнi копiї X. Тодi виконується теорема
Глiвенка-Кантеллi: м.н.

sup
s∈[0,1], t∈R

∣∣∣∣ 1n ∑n

i=1
I(Xi(s) < t)−Q{X(s) < t}

∣∣∣∣ → 0 при n →∞ .

Зауваження 2. Твердження 1 залишається вiрним i для довiльно роз-
подiлених в.е. при умовi: для кожного x∗ ∈ D в.в. x∗(X) має рiвномiрно
обмежену симетричну вiдносно 0 щiльнiсть, монотонну на (0,∞).

Вiдповiдно, наслiдок 3 буде вiрним для довiльних неперервних ви-
падкових процесiв, для яких щiльнiсть розподiлу в.в. X(s) задовольняє
аналогiчну умову.
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Ann. Math. Statist. – 1960. – 31. – P. 241 (abstract).

[9] Ranga Rao[Rao] R. Relation between weak and uniform convergence of measures
with applications// Ann. Math. Statistics. – 1962. – 33. – P. 659–680.

[10] Сазонов В.В. К теореме Гливенко-Кантелли// Теория вероятн. и ее при-
мен. – 1963. – 8, №3. – С. 299–303.
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REMARKS ON THE GLIVENKO-CANTELLI THEOREM
IN A SEPARABLE METRIC SPACE
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We give a proof of the Glivenko-Cantelli theorem for separable metric
spaces. It is proved also the following statement: Let X be a random element
in a separable metric space T , U be an arbitrary class of Borel sets in T ,
δ > 0, and ∂δ(U) denotes the δ-neighborhood of the border ∂U of a set
U . Then there exists a system of Borel sets U ′ with the condition: ∀U ∈
U ∃U ′ ∈ U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) , for which the Glivenko-Cantelli
theorem is valid.


