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Дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язкiв квазiлiнiйних
параболiчних крайових задач в густому дворiвневому з’єднаннi ти-
пу 3 : 2 : 2. Таке з’єднання складається з цилiндра Ω0, на який ε-
перiодично нанизано тонкi диски зi змiнною товщиною. Тонкi ди-
ски подiляються на два класи в залежностi вiд їх геометричної
структури, а також вiд крайових умов, заданих на їх межах.

В данiй задачi розглядаються однорiднi умови Дiрiхле та нео-
днорiднi нелiнiйнi умови Фур’є, що чергуються. Крiм того, нелi-
нiйнi умови Фур’є залежать вiд додаткових параметрiв збурення.
В залежностi вiд цих параметрiв доводяться теореми збiжностi для
таких задач (при ε→ 0) та дослiджується вплив крайових умов на
асимптотичну поведiнку розв’язкiв.

1 Вступ

Густе з’єднання типу m : k : d є результатом об’єднання деякої областi,
яку називають тiлом з’єднання, i великої кiлькостi ε−перiодично роз-
мiщених вздовж деякого многовиду (зона приєднання) на поверхнi тiла
з’єднання тонких областей. Тип з’єднання вказує вiдповiдно на граничнi
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розмiрностi тiла з’єднання (m), зони приєднання (k) i кожної приєднаної
тонкої областi (d); ε - малий параметр, який характеризує вiдстань мiж
сусiднiми тонкими областями та їх товщину.

Предметом дослiдження крайових задач в густих з’єднаннях є асим-
птотична поведiнка розв’язкiв таких задач при ε → 0, тобто коли кiль-
кiсть тонких приєднаних областей необмежено зростає, а їх товщина
прямує до нуля. Асимптотичний аналiз таких задач має свої специфiчнi
труднощi. Так, в граничному переходi крайовi задачi в густих з’єднаннях
втрачають коерцитивнiсть, що суттєво ускладнює асимптотичнi дослi-
дження; узагальненi розв’язки таких задач мають тiльки мiнiмальну H1

гладкiсть; для таких задач не iснує рiвномiрно обмежених за параметром
ε операторiв продовження в просторах Соболєва; розв’язки примежового
шару в зонi приєднання мають степеневий рiст на нескiнченностi.

Першими працями в цьому напрямку були роботи [1–3], в яких дове-
дено теореми збiжностi для функцiї Грiна рiвняння Гельмгольца в тiлi
густого з’єднання. При цьому або робилось припущення про збiжнiсть
певних компонент крайової задачi, або використовувалось явне пред-
ставлення деяких величин, яке є можливим при певних конфiгурацiях
тiла густого з’єднання (пiвпростiр). В [4–9] дано класифiкацiю густих
з’єднаннь, розроблено строгi асимптотичнi методи дослiдження, якi до-
зволили довести теореми збiжностi та побудувати асимптотичнi набли-
ження для розв’язкiв основних крайових задач математичної фiзики в
густих з’єднаннях рiзних типiв.

Як продовження дослiдження крайових задач в густих з’єднаннях,
в [10–15] розглянуто крайовi задачi в густих з’єднаннях бiльш складної
конфiгурацiї, а саме — в багаторiвневих густих з’єднаннях. Багаторiв-
неве густе з’єднання — це густе з’єднання, в якому тонкi областi подi-
ляються на скiнчену кiлькiсть класiв в залежностi вiд їх геометричної
структури, а також вiд крайових умов, якi задаються на їх межах. Крiм
того, тонкi областi з кожного класу ε−перiодично чергуються вздовж
зони приєднання. Вiдмiтимо, що, згiдно вищезазначеної класифiкацiї, в
згаданих працях розглядались лiнiйнi крайовi задачi в густих з’єднаннях
типу 2 : 1 : 1 та 3 : 2 : 1.

Успiшне застосування в останнi роки в нанотехнологiях i мiкроеле-
ктротехнiцi конструкцiй, якi мають форму густих з’єднаннь (див., на-
приклад, [16–18], обумовило активне дослiдження рiзних крайових за-
дач в густих з’єднаннях рiзних типiв i бiльш складної структури (див.
[22–28]).
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В данiй статтi розглядається параболiчна квазiлiнiйна крайова задачi
в тривимiрному дворiвневому густому з’єднаннi типу 3 : 2 : 2. Таке густе
з’єднання складається з цилiндра, на який ε-перiодично нанизано тонкi
диски зi змiнною товщиною. Тонкi диски подiляються на два класи.

В данiй задачi на межах тонких дискiв з першого класу задано
неоднорiднi нелiнiйнi умови Фур’є

∂νvε + εακ1(vε) = εβgε,

де α ∈ R, β ≥ 1, а на межах тонких дискiв з другого класу — однорiднi
умови Дiрiхле.

Вивчається асимптотична поведiнка розв’язку такої крайової задачi
та вплив параметрiв α i β на асимптотичну поведiнку розв’язку при
ε→ 0. Зазначимо, що рiзнi лiнiйнi крайовi задачi в однорiвневих густих
з’єднаннях типу 3 : 2 : 2 вивчались в [19–21].

2 Постановка задач

Нехай 0 < d0 < d2 ≤ d1 i 0 < b1 < b2 < 1; hi : [d0, di] → (0, 1) — кусково
гладкi функцiї, для яких виконуються умови

0 < b1 −
h1(s)

2
∀ s ∈ [0, d1], b2 +

h2(s)
2

< 1 ∀ s ∈ [0, d2],

b1 +
h1(s)

2
< b2 −

h2(s)
2

∀ s ∈ [0, d2].

Цi нерiвностi означають, що iнтервали

Ii :=
(
bi −

hi(s)
2

, bi +
hi(s)

2

)
, s ∈ [d0, di], i = 1, 2,

мiстяться в (0,1) i

I1(s) ∩ I2(s) = ∅ ∀ s ∈ [d0, d2].

Розглянемо густе з’єднання Ωε типу 3 : 2 : 2 (див. Рис. 1), яке скла-
дається з цилiндру

Ω0 =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : 0 < x2 < l, r :=

√
x2

1 + x2
3 < d0

}
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Рис. 1: Поперечний перерiз густого з’єднання Ωε типу 3 : 2 : 2.

i великої кiлькостi тонких кiльцевидних дискiв

G
(i)
j (ε) =

{
x ∈ R3 : |x2 − ε(j + bi)| <

εhi(r)
2

, d0 ≤ r < di

}
,

де i = 1, 2, j = 0, . . . , N − 1, тобто,

Ωε = Ω0 ∪Gε, Gε = G(1)
ε ∪G(2)

ε , G(i)
ε =

N−1⋃
j=0

G
(i)
j (ε), i = 1, 2.

Тут N — велике натуральне число, отже, ε = l/N — це малий пара-
метр, який характеризує вiдстань мiж сусiднiми тонкими дисками та їх
товщину. Таким чином, кiлькiсть тонких дискiв дорiвнює 2N , вони подi-
ляються на два класи G

(1)
ε i G(2)

ε , i диски з кожного класу ε-перiодично
чергуються.

Позначимо через Υ(i)
ε об’єднання зовнiшнiх поверхонь тонких дискiв

з i-го класу, через S(i)
ε — об’єднання їх бiчних поверхонь, а через S± —

основи цилiндра Ω0. Введемо також такi позначення:

Ωi := Ω0 ∪Di, Di := {x ∈ R3 : 0 < x2 < l, d0 < r < di}, i = 1, 2;

Qi := Ω1 ∩ {x ∈ R3 : r = di}, Q(i)
ε := ∂Ωε ∩ {x ∈ R3 : r = di}, i = 0, 1, 2;

Θ(i)
ε := G(i)

ε ∩ ∂Ω0, i = 1, 2, Υε := Υ(1)
ε ∪Υ(2)

ε .
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Нехай T – фiксоване додатне число. В густому з’єднаннi Ωε розглянемо
параболiчну квазiлiнiйну крайову задачу

∂tvε −∆vε + κ0(vε) = fε в Ωε × (0, T ),

∂νvε + εακ1(vε) = εβgε на Υ(1)
ε × (0, T ),

vε = 0 на Υ(2)
ε × (0, T ),

∂νvε = q±ε на S± × (0, T ),

∂νvε = 0 на Q(0)
ε × (0, T ),

[vε]|r=d0
= [∂rvε]|r=d0

= 0 на
(
Θ(1)

ε
⋃

Θ(2)
ε

)
× (0, T ),

vε|t=0 = 0 в Ωε.

(1)

Тут ∂ν = ∂/∂ν — похiдна по зовнiшнiй нормалi; α ∈ R, β ≥ 1 —
параметри; квадратнi дужки позначають стрибок вказанної функцiї.

Вiдносно заданих функцiй будемо вважати, що виконуються наступнi
умови:

• функцiї fε, f0 ∈ L2
(
Ω1 × (0, T )

)
та

fε −→ f0 в L2
(
Ω1 × (0, T )

)
при ε→ 0; (2)

• функцiї gε, g0 ∈ L2
(
0, T ;H1(D1)

)
та

gε
w−→ g0 слабко в L2

(
0, T ;H1(D1)

)
при ε→ 0; (3)

• функцiї q±ε , q
±
0 ∈ L2

(
S± × (0, T )

)
та

q±ε
w−→ q±0 слабко в L2

(
S± × (0, T )

)
при ε→ 0; (4)

• функцiї κi неперервнi за Лiпшицем (що еквiвалентно умовi κi ∈
W 1,∞

loc (R)) та iснують додатнi сталi c1 > 0 i c2 > 0 такi, що

c1 ≤ κ′i(s) ≤ c2 для м. в. s ∈ R, i = 0, 1. (5)

Позначимо H1(Ωε,Υ
(2)
ε ) := {v ∈ H1(Ωε) : v|

Υ
(2)
ε

= 0}. Розглянемо
простiр

Wε = {v ∈ L2
(
0, T ;H1(Ωε,Υ(2)

ε )
)

:
∂v

∂t
:= v′ ∈ L2

(
0, T ;

(
H1(Ωε,Υ(2)

ε )
)∗)}.
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Вiдомо (див., наприклад, § 1 гл. IV в [29]), що Wε ⊂ C
(
0, T ;L2(Ωε)

)
.

Функцiя vε ∈ Wε така, що vε|t=0 = 0, є слабким розв’язком задачi
(1), якщо для довiльної функцiї ϕ ∈ H1(Ωε,Υ

(2)
ε ) i для м. в. t ∈ (0, T )

〈v′ε( · , t), ϕ〉+
∫

Ωε

∇xvε · ∇xϕ dx+
∫

Ωε

κ0(vε) ϕ dx+ εα
∫

Υ
(1)
ε

κ1(vε) ϕ dσx =

=
∫

Ωε
fε ϕ dx+ εβ

∫
Υ

(1)
ε

gε ϕ dσx +
∫

S±
q±ε ϕ dx̃. (6)

Тут через 〈 · , · 〉 позначено двоїстiсть мiж
(
H1(Ωε,Υ

(2)
ε )

)∗ i H1(Ωε,Υ
(2)
ε ).

Так само, як, наприклад, в [30], можна показати, що для кожного
фiксованого ε > 0 iснує єдиний слабкий розв’язок задачi (1).

Наша мета полягає в дослiдженнi асимптотичної поведiнки розв’язку
крайової задачi (1) та впливу параметрiв α i β на асимптотичну пове-
дiнку розв’язку при ε→ 0.

3 Формулювання результатiв та їх аналiз

Для довiльного ε > 0 та для довiльної функцiї y ∈ L2
(
0, T ;H1(G(i)

ε )
)

визначемо оператори продовження нулем наступним чином:

ỹ(i)(x, t) =

 y(x, t), (x, t) ∈ G(i)
ε × (0, T ),

0, (x, t) ∈
(
Di \G(i)

ε

)
× (0, T ),

i = 1, 2. (7)

Очевидно, що для довiльної функцiї y ∈ L2
(
0, T ;H1(G(2)

ε ,Υ(2)
ε )

)
ї ї про-

довження ỹ(2) ∈ L2
(
0, T ;H1(D2)

)
. Так само будемо позначати оператори

продовження нулем для функцiй з простору H1(G(i)
ε ), якi визначаються

аналогiчно.

Теорема 3.1. При α ≥ 1 розв’язок vε задачi (1) задовольняє спiввiдно-
шення

vε
w−→ v+ слабко в L2

(
0, T ;H1(Ω0)

)
,

ṽε
(1) w−→ h1 v

− слабко в L2
(
D1 × (0, T )

)
,

ṽε
(2) w−→ 0 слабко в L2

(
0, T ;H1(D2)

)
 при ε→ 0, (8)
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де функцiя v+ є узагальненим розв’язком задачi

∂tv
+ −∆v+ + κ0(v+) = f0 в Ω0 × (0, T ),

v+ = 0 на Q0 × (0, T ),

∂νv
+ = q±0 на S± × (0, T ),

v+|t=0 = 0 в Ω0,

(9)

а функцiя v− є узагальненим розв’язком крайової задачi

h1 ∂tv
− − divx̃(h1∇x̃v

−) +
+h1 κ0(v−) + 2δα,1 κ1(v−) = h1f0 + 2δβ,1g0 в D1 × (0, T ),

v− = 0 на Q0 × (0, T ),

∂νv
− = 0 на Q1 × (0, T ),

v−|t=0 = 0 в D1,

(10)

де множники δα,1 та δβ,1 — символи Кронекера.

Теорема 3.2. Нехай α < 1 та κ1(0) = 0. Тодi розв’язок vε задачi (1)
задовольняє такi спiввiдношення

vε
w−→ v+ слабко в L2

(
0, T ;H1(Ω0)

)
,

ṽε
(1) s−→ 0 сильно в L2

(
D1 × (0, T )

)
,

ṽε
(2) w−→ 0 слабко в L2

(
0, T ;H1(D2)

)
 при ε→ 0, (11)

де функцiя v+ є узагальненим розв’язком задачi

∂tv
+ −∆v+ + κ0(v+) = f0 в Ω0 × (0, T ),

v+ = 0 на Q0 × (0, T ),

∂νv
+ = q±0 на S± × (0, T ),

v+|t=0 = 0 в Ω0.

(12)

З наведених результатiв видно, що параметр α та крайовi умови на
межах тонких приєднаних дискiв суттєво впливають на асимптотичну
поведiнку розв’язку крайової задачi (1).

У випадку α ≥ 1 задача (1) розпадається на двi незалежнi крайовi
задачi (9) i (10). Це вiдбувається завдяки однорiдним умовам Дiрiхле на
межах тонких дискiв з 2-го класу. Тим не менш, задачi (9) i (10) фор-
мують в сукупностi усереднену задачу для вихiдної задачi (1), оскiльки
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розв’язки v+ i v− цих задач — це головний член асимптотики для розв’яз-
ку vε задачi (1) в тiлi з’єднання Ω0 i в тонких дисках G

(1)
ε вiдповiдно.

При цьому, неоднорiднi умови Робiна на межах тонких дискiв з першо-
го класу трансформуються в два нових доданки 2δα,1 κ1(v−) i 2δβ,1 g0 в
рiвняннi для задачi (10), якi показують вплив параметрiв α та β.

Варто також вiдмiтити вплив геометричної структури густого з’єд-
нання на асимптотичну поведiнку розв’язку, що полягає у появi в усере-
дненiй задачi (10) коефiцiєнтiв h1(r), якi визначають вiдносну товщину
тонких дискiв з 1-го класу. Бiльш того, в областi D1, що заповнюються
тонкими дисками з першого класу, отримано диференцiальне рiвняння
вiдносно тiльки двох просторових змiнних x1 та x3. Змiнна x2 входить в
це рiвняння як параметр.

У випадку, коли α < 1, головний член асимптотики розв’язку vε

вихiдної задачi (1) дорiвнює нулю як на тонких дисках з 1-го класу, так
i на дисках з 2-го класу, а усереднена задача для задачi (1) представляє
собою одну крайову задачу (12) в тiлi з’єднання Ω0. В цьому випадку
вплив нелiнiйних крайових умов Фур’є такий самий, як i однорiдних
умов Дiрiхле.

4 Апрiорнi оцiнки та допомiжнi твердження

Нескладно переконатися, що для майже всiх x ∈ S(i)
ε , i = 1, 2, одиничний

вектор нормалi до бiчної поверхнi тонких дискiв в точцi x має вигляд:

ν(x) =
1√

1 + ε24−1|h′i(r)|2

(
−εh

′
i(r)x1

2r
, ±1, −εh

′
i(r)x3

2r

)
,

де "±" вказує на лiву i праву частину бiчної поверхнi тонких дискiв вiд-
повiдно. Далi будемо використовувати наступну iнтегральну тотожнiсть,
яка доведена в [19]:∫

S
(i)
ε

εhi(r)
2
√

1 + ε24−1|h′i(r)|2
ϕdσx =

∫
G

(i)
ε

ϕdx− ε

∫
G

(i)
ε

Yi

(x2

ε

)
∂x2ϕdx, (13)

де Yi(t) = −t + [t] + bi i [t] — цiла частина t, i = 1, 2, ϕ ∈ H1(Ωε) —
довiльна функцiя.
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Оскiльки maxR|Yi| ≤ 1, i = 1, 2, то з (13) випливає, що∫
G

(i)
ε

ϕ2 dx ≤ εC1

( ∫
G

(i)
ε

|∇ϕ|2 dx+
∫

S
(i)
ε

ϕ2 dσx

)
(14)

та
‖ϕ‖

L2(S
(i)
ε )

≤ C2ε
− 1

2 ‖ϕ‖H1(Ωε) ∀ϕ ∈ H1(Ωε), i = 1, 2. (15)

Зауваження 4.1. Тут i далi всi константи ci, Ci, якi з’являються в
нерiвностях, не залежать вiд ε.

Враховуючи однорiднi умови Дiрiхле для функцiй з простору
H1

(
Ωε,Υ

(2)
ε

)
, з (13) виводимо нерiвнiсть∫

G
(2)
ε

ϕ2 dx ≤ ε2C3

∫
G

(2)
ε

|∇ϕ|2 dx ∀ϕ ∈ H1
(
Ωε,Υ(2)

ε

)
. (16)

З умов (5) отримуємо наступнi нерiвностi для майже всiх t ∈ R (i =
0, 1):

c1t
2 + κi(0)t ≤ κi(t)t ≤ c2t

2 + κi(0)t, (17)

|κi(t)| ≤ |κi(0)|+ c3t. (18)

Лема 4.1. Для довiльного фiксованого значення параметра α ∈ R (у
випадку α < 1 додатково припускаємо, що κ1(0) = 0) iснують додатнi
сталi C0 та ε0 такi, що при всiх значеннях ε ∈ (0, ε0) для розв’язку vε

задачi (1) має мiсце нерiвнiсть

max
0≤t≤T

‖vε( · , t)‖L2(Ωε) + ‖vε‖L2(0,T ;H1(Ωε)) ≤ C0. (19)

Доведення. З тотожностi (6) для розв’язку vε задачi (1) для довiльного
t ∈ (0, T ] отримаємо

1
2
‖vε( · , t)‖2

L2(Ωε)
+

∫ t

0

(∫
Ωε

(|∇xvε|2 + κ0(vε) vε) dx
)
dτ+

+ εα
∫ t

0

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε) vε dσx dτ =

=
∫ t

0

(∫
Ωε

fε vε dx+ εβ
∫

Υ
(1)
ε

gε vε dσx +
∫

S±
q±ε vε dx̃

)
dτ,
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звiдки за допомогою нерiвностi (17) виводимо, що

1
2
‖vε( ·, t)‖2

L2(Ωε)
+

t∫
0

∫
Ωε

(|∇xvε|2 + c1v
2
ε) dx+ c1ε

α

∫
Υ

(1)
ε

v2
ε dσx

 dτ ≤

≤ −
t∫

0

κ0(0)
∫
Ωε

vε dx dτ + κ1(0)εα
∫

Υ
(1)
ε

vε dσx

 dτ+

+

t∫
0

∫
Ωε

fε vε dx+ εβ
∫

Υ
(1)
ε

gε vε dσx +
∫

S±

q±ε vε dx̃

 dτ. (20)

а) Випадок α ≥ 1. Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського
та (15), з (20) отримаємо

1
2
‖vε( · , t)‖2

L2(Ωε)
+ C1‖vε‖2

L2(0,t;H1(Ωε))
≤ C2

(
1 + εα−1 + ‖fε‖L2(Ωε×(0,T ))+

+εβ−1‖gε‖L2(0,t;H1(D1)) + ‖q±ε ‖L2(S±×(0,T ))

)
‖vε‖L2(0,t;H1(Ωε)).

З останньої нерiвностi випливають такi двi нерiвностi:

‖vε‖L2(0,t;H1(Ωε)) ≤ C3

(
1 + εα−1 + ‖fε‖L2(Ωε×(0,T ))+

+εβ−1‖gε‖L2(0,t;H1(D1)) + ‖q±ε ‖L2(S±×(0,T ))

)
та

max
0≤τ≤t

‖vε( · , τ)‖L2(Ωε) ≤ C4

(
1 + εα−1 + ‖fε‖L2(Ωε×(0,T ))+

+ εβ−1‖gε‖L2(0,t;H1(D1)) + ‖q±ε ‖L2(S±×(0,T ))

)
‖vε‖L2(0,t;H1(Ωε)).

Покладаючи t = T i використовуючи умови (2), (3) i (4), отримаємо
нерiвнiсть (19).

б) Випадок α < 1. Додатково припускаємо, що κ1(0) = 0. Тодi з (20)
аналогiчно випадку а) отримаємо нерiвнiсть (19).

Позначимо через χΩ характеристичну функцiю множини Ω. Вiдомо
(див. [19]), що мають мiсце збiжностi:

χ
Θ

(i)
ε

w−→ hi(d0) в L2(Q0) при ε→ 0, i = 1, 2,

χ
G

(i)
ε

w−→ hi(r) в L2(Di) при ε→ 0, i = 1, 2.
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Тут i далi будемо використовувати наступне позначення:

κ̃j(ϕ)
(i)

:=

 κj(ϕ(x, t)), (x, t) ∈ G(i)
ε × (0, T ),

0, (x, t) ∈ (Di \G(i)
ε )× (0, T ),

де ϕ – довiльна функцiя з L2
(
0, T ;H1(G(i)

ε )
)
, j = 0, 1, i = 1, 2.

За допомогою iнтегральної тотожностi (13) так само, як в [22], дово-
димо наступну лему.

Лема 4.2. Нехай послiдовнiсть {vε}ε>0 з L2
(
0, T ;H1(Ωε)

)
є рiвномiрно

обмеженою по ε та

κ̃1(vε)
(1) w−→ µ в L2

(
D1 × (0, T )

)
при ε→ 0.

Тодi для довiльної функцiї ψ ∈ L2
(
0, T ;H1(D1)

)
при ε→ 0

ε

∫ T

0

∫
S

(1)
ε

κ1(vε) ψ dσx dt −→ 2
∫ T

0

∫
D1

h−1
1 (r) µ ψ dx dt. (21)

Крiм того, на пiдставi (3) маємо

ε

∫ T

0

∫
S

(1)
ε

gε ψ dσx dt −→ 2
∫ T

0

∫
D1

g0 ψ dx dt при ε→ 0. (22)

5 Доведення теореми 3.1. Випадок α ≥ 1

5.1 З оцiнки (19) випливає, що iснує така пiдпослiдовнiсть {ε′} ⊂ {ε}
(яку ми знов позначимо через {ε}), що

vε( · , t)
w−→ y+

0 ( · , t) в L2(Ω0) для м. в. t ∈ [0, T ],

ṽε( · , t)
(1) w−→ y1,−

0 ( · , t) в L2(D1) для м. в. t ∈ [0, T ],

ṽε( · , t)
(2) w−→ y2,−

0 ( · , t) в H1(D2) для м. в. t ∈ [0, T ],
vε|Ω0

w−→ v+ в L2
(
0, T ;H1(Ω0)

)
,

ṽε
(1) w−→ v1,−

0 := h1 v
− в L2

(
D1 × (0, T )

)
,

∂̃xjvε

(1) w−→ γj в L2
(
D1 × (0, T )

)
,

ṽε
(2) w−→ v2,−

0 в L2
(
0, T ;H1(D2)

)
,

κ0(vε)
w−→ ζ0 в L2

(
Ω0 × (0, T )

)
,

κ̃0(vε)
(i) w−→ ζi в L2

(
Di × (0, T )

)
,

κ̃1(vε)
(1) w−→ µ в L2

(
D1 × (0, T )

)
,



(23)
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при ε → 0, де y+
0 , v

2,−
0 , v+, v−, yi,−

0 , γj , ζ0, ζi, µ, i = 1, 2, j = 1, 3,
будуть визначенi нижче.

З теореми Фубiнi випливає, що v+( · , t) ∈ L2(Ω0), vi,−
0 ( · , t) ∈

L2(Di), i = 1, 2, для майже всiх t ∈ (0, T ). Тому на пiдставi (23):

y+
0 (x, t) = v+(x, t) для м. в. (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

yi,−
0 (x, t) = vi,−

0 (x, t) для м. в. (x, t) ∈ Di × (0, T ), i = 1, 2.

З нерiвностi (16) отримаємо, що

‖ṽε
(2)‖L2(D2×(0,T )) ≤ εc1‖∇xvε‖L2(D2×(0,T )) ≤ εc2,

звiдки випливає, що v2,−
0 = 0 м. с. в D2 × (0, T ).

5.2 Знайдемо γ2. Розглянемо тестову функцiю

Φ(x, t) =

 0, (x, t) ∈
(
Ω0

⋃
G

(2)
ε

)
× (0, T ),

εY1(x2
ε ) ψ(x) η(t), (x, t) ∈ G(1)

ε × (0, T ),

де ψ ∈ C∞0 (D1), η ∈ C1([0, T ]) — довiльнi функцiї, а Y1(t) = −t+ [t] + b1.
Очевидно, що Φ ∈ L2

(
0, T ;H1(Ωε,Υ

(2)
ε )

)
i

∇xΦ(x, t) = ε η(t) Y1

(x2

ε

)
∇xψ(x) + η(t) (0,−ψ(x), 0) в G(1)

ε × (0, T ).

Означення слабкого розв’язку задачi (1) еквiвалентне наступному
(див., наприклад, § III.4 в [31]): vε ∈ L2

(
0, T ;H1(Ωε,Υ

(2)
ε )

)
є слабким

розв’язком задачi (1), якщо

∫
Ωε

vε(x, T ) ϕ(x, T ) dx−
T∫

0

〈ϕ′, vε〉 dt+

T∫
0

∫
Ωε

∇xvε · ∇xϕ dx dt+

+

T∫
0

∫
Ωε

κ0(vε) ϕ dx dt+ εα
T∫

0

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε) ϕ dσx dt =

=

T∫
0

 ∫
Ωε

fε ϕ dx+ εβ
∫

Υ
(1)
ε

gε ϕ dσx +
∫

S±

q±ε ϕ dx̃

 dt ∀ϕ ∈Wε. (24)
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Пiдставивши функцiю Φ в тотожнiсть (24), отримаємо

ε−1

∫ T

0

∫
G

(1)
ε

∂x2vε ψ η dx dt ≤
∫

G
(1)
ε

|vε(x, T ) ψ(x) η(T )| dx+

+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|vε ψ η
′| dx dt+

∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|(∇xvε · ∇xψ) η| dx dt+

+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|κ0(vε) ψ η| dx dt+ εα
∫ T

0

∫
S

(1)
ε

|κ1(vε) ψ η| dσx dt+

+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|fε ψ η| dx dt+ εβ
∫ T

0

∫
S

(1)
ε

|gε ψ η| dσx dt.

З останньої нерiвностi на пiдставi (2), (3), (15), (18) i (19) маємо∫ T

0

∫
D1

∂̃x2vε

(1)
ψ η dx dt = O(ε),

звiдки випливає, що γ2 = 0 м. с. в D1 × (0, T ).

Знайдемо γ1 i γ3. За допомогою тотожностi (13) отримаємо

T∫
0

∫
D1

∂̃xjvε

(1)
ψ η dx dt = −ε

T∫
0

∫
S

(1)
ε

h′1(r) xj vε ψ η

2r
√

1 + ε24−1|h′1(r)|2
dσx dt−

−
T∫

0

∫
G

(1)
ε

vε ∂xjψ η dx dt = −
T∫

0

∫
D1

xjh
′
1(r)

rh1(r)
ṽε

(1)ψ η dx dt−

−
T∫

0

∫
D1

ṽε
(1)∂xjψ η dx dt+ ε

T∫
0

∫
G

(1)
ε

Y1

(x2

ε

) xjh
′
1(r)

rh1(r)
∂x2(vεψ) η dx dt

для всiх ψ ∈ C∞0 (D1), η ∈ C1([0, T ]), j = 1, 3. Перейшовши до границi в
цiй рiвностi, отримаємо, що для довiльних ψ ∈ C∞0 (D1), η ∈ C1([0, T ])∫ T

0

∫
D1

γj ψ η dx dt = −
∫ T

0

∫
D1

v−
(
h1 ∂xjψ+ψ ∂xjh1

)
η dx dt, j = 1, 3,

звiдки випливає, що iснують узагальненi похiднi ∂xjv
− та

γj = h1(r) ∂xjv
− для м. в. (x, t) ∈ D1 × (0, T ), j = 1, 3.
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5.3 Покажемо, що v−|Q0
= v+|Q0

= 0 в сенсi слiду для майже всiх
t ∈ (0, T ). Нагадаємо деякi спiввiдношення з (23):

vε|Ω0

w−→ v+ в L2
(
0, T ;H1(Ω0)

)
,

ṽε
(1) w−→ h1 v

− в L2
(
D1 × (0, T )

)
,

ṽε
(2) w−→ v2,−

0 в L2
(
0, T ;H1(D2)

)
 при ε→ 0. (25)

З першого i останнього спiввiдношень в (25), властивостей оператора
слiду i того факту, що v2,−

0 = 0 м. c. в D2 × (0, T ), отримаємо, що для
майже всiх t ∈ [0, T ]

vε( · , t)|Q0

s−→ v+( · , t)|Q0 сильно в L2(Q0) при ε→ 0,

ṽε
(2)( · , t)|Q0

s−→ 0 сильно в L2(Q0) при ε→ 0.
(26)

З рiвностi

ṽε
(2)(x, t)|Q0 = χ

Θ
(2)
ε

(x) vε(x, t)|Q0 , (x, t) ∈ Q0 × (0, T ),

i спiввiдношень (26) випливає, що v+|Q0 = 0 в сенсi слiду для майже всiх
t ∈ [0, T ].

Тепер розглянемо рiвнiсть

ṽε
(1)(x, t)|Q0 = χ

Θ
(1)
ε

(x) vε(x, t)|Q0 , (x, t) ∈ Q0 × (0, T ), (27)

де

ṽε
(1)(x, t)|Q0 =

 vε(x, t), (x, t) ∈ Θ(1)
ε × (0, T ),

0, (x, t) ∈
(
Q0 \Θ(1)

ε

)
× (0, T ).

На пiдставi попереднiх спiввiдношень маємо, що, з одного боку,

ṽε
(1)( · , t)|Q0

w−→ 0 в L2(Q0) при ε→ 0 для майже всiх t ∈ (0, T ).

З iншого боку, виразимо границю функцiй ṽε
(1)|Q0 через слiд функцiї

v−. Для довiльної функцiї ψ ∈ C∞(D1), ψ|r=d1 = 0, для майже всiх
t ∈ [0, T ] маємо∫

G
(1)
ε

r−1 ∂rvε ψ dx =
∫

G
(1)
ε

r−1(∂x1vε cos θ + ∂x3vε sin θ) ψ dx =

= −
∫

G
(1)
ε

vε ∂x1(r
−1 ψ cos θ) dx−

∫
G

(1)
ε

vε ∂x3(r
−1 ψ sin θ) dx−

− d−1
0

∫
Θ

(1)
ε

(vεψ)|
Θ

(1)
ε

dσx −
∫

S
(1)
ε

vε ψ
εh′1(r)

2r
√

1 + ε24−1|h′1(r)|2
dσx,
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де (r, θ, x2) — цилiндричнi координати: r =
√
x2

1 + x2
3 та θ = arctan

(
x3
x1

)
.

Оскiльки
∂x1(r

−1 cos θ) + ∂x3(r
−1 sin θ) = 0,

то на пiдставi (13) можна переписати останню iнтегральну тотожнiсть у
виглядi∫

G
(1)
ε

∂rvε ψ

r
dx = −

∫
G

(1)
ε

vε

r
(cos θ ∂x1ψ + sin θ ∂x3ψ) dx−

− d−1
0

∫
Θ

(1)
ε

(vε ψ)|
Θ

(1)
ε

dσx −
∫

G
(1)
ε

h′1(r)
rh1(r)

vε ψ dx+

+ ε

∫
G

(1)
ε

Y1

(x2

ε

) h′1(r)
rh1(r)

∂x2(vε ψ) dσx,

або

−d−1
0

∫
Q0

(ṽε
(1) ψ)

∣∣∣
Q0

dσx + ε

∫
G

(1)
ε

Y1

(x2

ε

) h′1(r)
rh1(r)

∂x2(vε ψ) dσx =

=
∫

D1

∂̃rvε
(1)

ψ

r
dx+

∫
D1

ṽε
(1) ∂rψ

r
dx+

∫
D1

h′1(r)
rh1(r)

ṽε
(1) ψ dx.

Перейшовши до границi в цiй рiвностi при ε→ 0, отримаємо

0 =
∫

D1

r−1
(
h1(r) ∂r(v− ψ) + h′1(r) v

− ψ
)
dx =

= −h1(d0)
d0

∫
Q0

(v− ψ)
∣∣
Q0

dσx ∀ψ ∈ C∞(D1), ψ|r=d1
= 0,

звiдки випливає, що v− = 0 в сенсi слiду для майже всiх t ∈ (0, T ).

Таким чином,

v−
∣∣
Q0

= v+
∣∣
Q0

= 0 в сенсi слiду для майже всiх t ∈ (0, T ). (28)

5.4 Нехай η ∈ C1([0, T ]), ϕ ∈ H1(Ω1) — довiльнi функцiї, причому
ϕ|Q0 = 0. Визначимо функцiю

ϕ̂(x, t) =

 ϕ(x) η(t), (x, t) ∈
(
Ω0

⋃
G

(1)
ε

)
× (0, T ),

0, (x, t) ∈ G(2)
ε × (0, T ).

Очевидно, що ϕ̂ ∈Wε.
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Використовуючи операцiї продовження нулем, перепишемо тото-
жнiсть для розв’язку (24) з тестовою функцiєю ϕ̂ у виглядi∫

Ω0

vε(x, T ) ϕ η(T ) dx+
∫

D1

˜vε(x, T )
(1)
ϕ η(T ) dx−

∫ T

0

∫
Ω0

vε ϕ η
′ dx dt−

−
∫ T

0

∫
D1

ṽε
(1)ϕ η′ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω0

(
∇xvε · ∇xϕ+ κ0(vε) ϕ

)
η dx dt+

+
∫ T

0

(∫
D1

(
∇̃xvε

(1)
· ∇xϕ+ κ̃0(vε)

(1)
ϕ
)
η dx+ εα

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε)ϕη dσx

)
dt =

=
∫ T

0

∫
Ω0

fε ϕ η dx dt+
∫ T

0

∫
D1

χ
G

(1)
ε
fε ϕ η dx dt+

+εβ
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

gε ϕ η dσx dt+
∫ T

0

∫
S±
q±ε ϕ η dx̃ dt.

Враховуючи (21), (22) i (23), перейдемо в останнiй iнтегральнiй тото-
жностi до границi при ε→ 0:

∫
Ω0

v+(x, T ) ϕ η(T ) dx+
∫
D1

h1 v
−(x, T ) ϕ η(T ) dx−

T∫
0

∫
Ω0

v+ϕ η′ dx dt−

−
T∫

0

∫
D1

h1 v
−ϕ η′ dx dt+

T∫
0

∫
Ω0

(
∇xv

+ · ∇xϕ+ ζ0 ϕ
)
η dx dt+

+

T∫
0

∫
D1

(
h1 ∇x̃v

− · ∇x̃ϕ+ ζ1 ϕ
)
η dx dt+ 2 δα,1

T∫
0

∫
D1

h−1
1 µ ϕ η dx dt =

=

T∫
0

 ∫
Ω0

f0 ϕ dx+
∫
D1

h1 f0 ϕ dx+ 2 δβ,1

∫
D1

g0 ϕ dx+
∫

S±

q±0 ϕ dx̃

 η dt

для всiх η ∈ C1([0, T ]), ϕ ∈ H1(Ω1), ϕ|Q0 = 0. Легко бачити, що остання
тотожнiсть еквiвалентна наступним двом тотожностям:∫

Ω0

v+(x, T ) ϕ η(T ) dx+
∫ T

0

∫
Ω0

(
∇xv

+ · ∇xϕ+ ζ0 ϕ
)
η dx dt−
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−
∫ T

0

∫
Ω0

v+ ϕ η′ dx dt =
∫ T

0

( ∫
Ω0

f0 ϕ dx+
∫

S±
q±0 ϕ dx̃

)
η dt (29)

для всiх η ∈ C1([0, T ]), ϕ ∈ H1(Ω0), ϕ|Q0
= 0, та∫

D1

h1 v
−(x, T ) ϕ η(T ) dx−

∫ T

0

∫
D1

h1 v
− ϕ η′ dx dt+

+
∫ T

0

( ∫
D1

(
h1 ∇x̃v

− · ∇x̃ϕ+ ζ1 ϕ
)
dx+ 2 δα,1

∫
D1

h−1
1 µ ϕ dx

)
η dt =

=
∫ T

0

( ∫
D1

(
h1 f0 + 2 δβ,1 g0

)
ϕ dx

)
η dt (30)

для всiх η ∈ C1([0, T ]), ∀ϕ ∈ H1(D1), ϕ|Q0
= 0.

Позначимо H1(Ω0, Q0) := {v ∈ H1(Ω0) : v|Q0 = 0}, H1(D1, Q0) :=
{v ∈ H1(D1) : v|Q0 = 0}. Розглянемо простори

U0 = {v ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω0, Q0)

)
: v′ ∈ L2(0, T ;

(
H1(Ω0, Q0)

)∗)},
U1 = {v ∈ L2

(
0, T ;H1(D1, Q0)

)
: v′ ∈ L2(0, T ;

(
H1(D1, Q0)

)∗)}.
Простiр функцiй {ϕη : ϕ ∈ H1(Ω0), ϕ|Q0

= 0, η ∈ C1([0, T ])} щiль-
ний в U0, а простiр {ϕ η : ϕ ∈ H1(D1), ϕ|Q0

= 0, η ∈ C1([0, T ])} щiльний
в U1 (див. [32, c. 329]).

Звiдси випливає, що тотожнiсть (29) виконується для довiльної фун-
кцiї ψ ∈ U0, а тотожнiсть (30) — для довiльної функцiї ψ ∈ U1. Тому з
(28) i тотожностi (29) випливає, що v+ є слабким розв’язком задачi

∂tv
+ −∆v+ + ζ0 = f0 в Ω0 × (0, T ),

v+ = 0 на Q0 × (0, T ),

∂νv
+ = q±0 на S± × (0, T ),

v+|t=0 = 0 в Ω0,

(31)

з поки що невiдомою функцiєю ζ0, а з (28) i тотожностi (30) випливає,
що v− є слабким розв’язком задачi

h1 ∂tv
− − divx̃(h1 ∇x̃v

−) +
+ζ1 + 2 δα,1h

−1
1 µ = h1f0 + 2 δβ,1g0 в D1 × (0, T ),

v− = 0 на Q0 × (0, T ),

∂νv
− = 0 на Q1 × (0, T ),

v−|t=0 = 0 в D1.

(32)
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з невiдомими поки що функцiями ζ1 i µ.

Задача (32) є крайовою задачею вiдносно тiльки двох просторових
змiнних x1 i x3. Змiнна x2 входить в цю задачу як параметр.

5.5 Знайдемо тепер функцiї ζ0, ζ1 та µ за допомогою метода Брауде-
ра – Мiнтi. В iнтегральну тотожнiсть (24) пiдставимо в якостi тестової
функцiї розв’язок vε:

1
2

∫
Ωε

v2
ε(x, T ) dx+

∫ T

0

∫
Ωε

(
|∇xvε|2 + κ0(vε) vε

)
dx dt+

+ εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε) vε dσx dt =

=
∫ T

0

(∫
Ωε

fε vε dx+ εβ
∫

Υ
(1)
ε

gε vε dσx +
∫

S±
q±ε vε dx̃

)
dt.

З умов (2), (3), (4) та з (23) випливає, що границя (при ε → 0) правої
частини рiвна∫ T

0

∫
Ω0

f0 v
+ dx dt+

∫ T

0

∫
D1

h1 f0 v
− dx dt+

+ 2 δβ,1

∫ T

0

∫
D1

g0 v
− dx dt+

∫ T

0

∫
S±
q±0 v+ dx̃ dt := I1,

а, беручи до уваги iнтегральнi тотожностi (29) з тестовою функцiєю v+

та (30) з тестовою функцiєю v−, маємо

lim
ε→0

(1
2

∫
Ωε

v2
ε(x, T ) dx+

∫ T

0

∫
Ωε

(
|∇xvε|2 + κ0(vε) vε

)
dx dt+

+εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε) vε dσx dt
)

= I1 =
1
2

∫
Ω0

(
v+(x, T )

)2
dx+

+
∫ T

0

∫
Ω0

(
|∇xv

+|2 + ζ0 v
+
)
dx dt+

1
2

∫
D1

h1

(
v−(x, T )

)2
dx+

+
∫ T

0

∫
D1

(
h1|∇x̃v

−|2 + ζ1 v
−)

dx dt+ 2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

h−1
1 µ v− dx dt. (33)

Розглянемо функцiю ϕ ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω1)

)
, ϕ|Q0 = 0 для м. в. t ∈

(0, T ). За допомогою функцiї ϕ визначимо функцiю

ψ(x, t) :=

 ϕ(x, t), (x, t) ∈
(
Ω0 ∪G(1)

ε

)
× (0, T ),

0, (x, t) ∈ G(2)
ε × (0, T ).
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Очевидно, що ψ ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω1)

)
, ψ|Q0 = 0 для м. в. t ∈ (0, T ).

Використаємо наступну нерiвнiсть монотонностi:

1
2

∫
Ω0∪G

(1)
ε

(
vε(x, T )− ψ(x, T )

)2
dx+

∫ T

0

∫
Ω0

|∇xvε −∇xψ|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|∇x̃vε −∇x̃ψ|2 dx dt+
∫ T

0

∫
Ωε

(
κ0(vε)− κ0(ψ)

)(
vε − ψ

)
dx dt+

+εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

(
κ1(vε)− κ1(ψ)

)(
vε − ψ

)
dσx dt ≥ 0.

Перепишемо цю нерiвнiсть у виглядi

1
2

∫
Ω0∪G

(1)
ε

(
vε(x, T )− ϕ(x, T )

)2
dx+

∫ T

0

∫
Ω0

|∇xvε −∇xϕ|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|∇x̃vε−∇x̃ϕ|2dx dt+
∫ T

0

∫
Ω0∪G

(1)
ε

(
κ0(vε)−κ0(ϕ)

)(
vε−ϕ

)
dx dt+

+
∫ T

0

∫
G

(2)
ε

(
κ0(vε)− κ0(0)

)
vε dx dt+

+εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

(
κ1(vε)− κ1(ϕ)

)(
vε − ϕ

)
dσx dt ≥ 0.

Звiдси отримаємо

1
2

∫
Ωε

v2
ε(x, T ) dx+

∫ T

0

∫
Ωε

(
|∇xvε|2 + κ0(vε) vε

)
dx dt+

+εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

κ1(vε) vε dσx dt−
∫

Ω0

vε(x, T ) ϕ(x, T ) dx−

−
∫

G
(1)
ε

vε(x, T ) ϕ(x, T ) dx− 2
∫ T

0

∫
Ω0

∇xvε · ∇xϕ dx dt−

−2
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

∇x̃vε · ∇x̃ϕ dx dt−
∫ T

0

∫
G

(2)
ε

κ0(0) vε dx dt+

+
1
2

∫
Ω0∪G

(1)
ε

(
ϕ(x, T )

)2
dx+

∫ T

0

∫
Ω0

|∇xϕ|2 dx dt+
∫ T

0

∫
G

(1)
ε

|∇x̃ϕ|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
Ω0∪G

(1)
ε

(
κ0(ϕ) ϕ− κ0(vε) ϕ− κ0(ϕ) vε

)
dx dt+
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+εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

(
κ1(ϕ) ϕ− κ1(vε) ϕ− κ1(ϕ) vε

)
dσx dt ≥ 0.

Перейдемо в цiй нерiвностi до границi при ε → 0. Границя першого
рядка визначається з рiвностi (33), а границi решти доданкiв знайдемо,
використовуючи оператори продовження нулем i спiввiдношення (7) та
(23). Отже, маємо

1
2

∫
Ω0

(
v+(x, T )

)2
dx+

1
2

∫
D1

h1

(
v−(x, T )

)2
dx+

+
∫ T

0

∫
Ω0

(|∇xv
+|2 + ζ0 v

+) dx dt+
∫ T

0

∫
D1

(h1|∇x̃v
−|2 + ζ1 v

−) dx dt+

+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

h−1
1 µ v−dx dt−

∫
Ω0

v+(x, T ) ϕ(x, T ) dx−

−
∫

D1

h1 v
−(x, T ) ϕ(x, T ) dx− 2

∫ T

0

∫
Ω0

∇xv
+ · ∇xϕ dx dt−

−2
∫ T

0

∫
D1

h1 ∇x̃v
− · ∇x̃ϕ dx dt+

1
2

∫
Ω0

ϕ2(x, T ) dx+

+
1
2

∫
D1

h1 ϕ
2(x, T ) dx+

∫ T

0

∫
Ω0

|∇xϕ|2 dx dt+
∫ T

0

∫
D1

h1 |∇x̃ϕ|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
Ω0

(
κ0(ϕ) ϕ− ζ0 ϕ− κ0(ϕ) v+

)
dx dt+

+
∫ T

0

∫
D1

(
h1 κ0(ϕ) ϕ− ζ1 ϕ− h1 κ0(ϕ) v−

)
dx dt+

+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

(
κ1(ϕ) ϕ− h−1

1 µ ϕ− κ1(ϕ) v−
)
dσx dt ≥ 0.

Пiсля групування доданкiв отримаємо

1
2

∫
Ω0

(
v+(x, T )− ϕ(x, T )

)2
dx+

1
2

∫
D1

h1

(
v−(x, T )− ϕ(x, T )

)2
dx+

+
∫ T

0

∫
Ω0

|∇xv
+ −∇xϕ|2 dx dt+

∫ T

0

∫
D1

h1 |∇x̃v
− −∇x̃ϕ|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
Ω0

(
ζ0−κ0(ϕ)

)(
v+−ϕ

)
dx dt+

∫ T

0

∫
D1

(
ζ1−h1κ0(ϕ)

)(
v−−ϕ

)
dx dt+
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+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

(
h−1

1 µ− κ1(ϕ)
)(
v− − ϕ

)
dx dt ≥ 0.

Поклавши в останнiй нерiвностi

ϕ(x, t) =

{
v+ − λ ψ0(x, t), (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

v− − λ ψ1(x, t), (x, t) ∈ ×D1 × (0, T ),

де λ > 0, ψ0 ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω0, Q0)

)
, ψ1 ∈ L2

(
0, T ;H1(D1, Q0)

)
, отримає-

мо

λ
(1
2

∫
Ω0

ψ2
0 dx+

1
2

∫
D1

h1 ψ
2
1 dx+

∫ T

0

∫
Ω0

|∇xψ0|2 dx dt+

+
∫ T

0

∫
D1

h1 |∇x̃ψ1|2 dx dt
)

+
∫ T

0

∫
Ω0

(
ζ0 − κ0(v+ − λ ψ0)

)
ψ0 dx dt+

+
∫ T

0

∫
D1

(
ζ1 − h1 κ0(v− − λ ψ1)

)
ψ1 dx dt+

+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

(
h−1

1 µ− κ1(v− − λ ψ1)
)
ψ1 dx dt ≥ 0.

Перейдемо до границi при λ→ 0, враховуючи неперервнiсть функцiй
κ0 та κ1:∫ T

0

∫
Ω0

(
ζ0 − κ0(v+)

)
ψ0 dx dt+

∫ T

0

∫
D1

(
ζ1 − h1 κ0(v−)

)
ψ1 dx dt+

+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

(
h−1

1 µ− κ1(v−)
)
ψ1 dx dt ≥ 0.

Поклавши ψ0 := −ψ0, ψ1 := −ψ1, отримаємо, що насправдi має мiсце
наступна тотожнiсть:∫ T

0

∫
Ω0

(
ζ0 − κ0(v+)

)
ψ0 dx dt+

∫ T

0

∫
D1

(
ζ1 − h1 κ0(v−)

)
ψ1 dx dt+

+2 δα,1

∫ T

0

∫
D1

(
h−1

1 µ− κ1(v−)
)
ψ1 dx dt = 0

для всiх ψ0 ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω0, Q0)

)
, ψ1 ∈ L2

(
0, T ;H1(D1, Q0)

)
. Оскiльки

ψ0|Q0 = ψ1|Q1 = 0, то дана рiвнiсть еквiвалентна двом рiвностям

ζ0 = κ0(v+) м. с. в Ω0 × (0, T )
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та

ζ1 + 2 δα,1 h
−1
1 µ = h1 κ0(v−) + 2 δα,1 κ1(v−) м. с. в D1 × (0, T ).

Таким чином, з (29) випливає, що функцiя v+ є слабким розв’язком
задачi (9), а з (30), що v− — слабкий розв’язок задачi (10).

На пiдставi умов (5) задачi (9) та (10) є єдиними.

Оскiльки всi наведенi вище мiркування мають мiсце для довiльної
пiдпослiдовностi {ε}, яка вибиралася на початку доведення, то мають
мiсце границi (8). Теорема 3.1 доведена. 2

6 Доведення теореми 3.2. Випадок α < 1

Теорему будемо доводити при додатковому припущеннi, що κ1(0) = 0.
Аналогiчно до того, як це було зроблено в першому пунктi доведення
теореми 3.1, з оцiнки (19) отримаємо, що iснує така пiдпослiдовнiсть
{ε′} ⊂ {ε} (яку ми знов позначимо через ε), що мають мiсце границi
(23). Так само показуємо, що v2,−

0 = 0 м. с. в D2 × (0, T ).

З нерiвностi (20) отримаємо, що

εα
∫ T

0

∫
Υ

(1)
ε

v2
ε dσx dt ≤ C1. (34)

Тодi на пiдставi (14) з врахуванням (19) та (34) випливає∫ T

0

∫
G

(1)
ε

v2
ε dx dt ≤ C2 ε

ϑ, (35)

де ϑ = min(1, 1− α) > 0. Таким чином,

ṽε
(1) s−→ 0 сильно в L2

(
D1 × (0, T )

)
при ε→ 0.

Повторюючи викладки пункту 5.3 доводимо, що v+|Q0 = 0 в сенсi
слiду для майже всiх t ∈ (0, T ).

Оскiльки вкладення простору L2
(
0, T ;H1(Ω0)

)
в простiр L2

(
Ω0 ×

(0, T )
)

— компактне, то iснує така пiдпослiдовнiсть {ε′} ⊂ {ε} (яку ми
знов позначимо через ε), що

vε −→ v+ сильно в L2
(
Ω0 × (0, T )

)
та м. с. в Ω0 × (0, T ). (36)
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З (36), враховуючи неперервнiсть функцiї κ0, отримаємо

κ0(vε) −→ κ0(v+) м. с. в Ω0 × (0, T ) при ε→ 0.

Використовуючи лему 1.3 в [33, с. 25] та (19), виводимо, що ζ0 = κ0(v+)
м. с. в Ω0 × (0, T ).

Тепер розглянемо довiльну функцiю ϕ з простору
L2

(
0, T ;H1(Ω0, Q0)

)
(означення цього простору дано в доведеннi теореми

3.1, пункт 5.4). За допомогою ϕ визначимо функцiю

ψ(x, t) :=

 ϕ(x, t), (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

0, (x, t) ∈
(
G

(1)
ε ∪G(2)

ε

)
× (0, T ).

Очевидно, що ψ ∈ Wε. Пiдставимо функцiю ψ в iнтегральну тото-
жнiсть (24):∫

Ω0

vε(x, T ) ϕ(x, T ) dx−
∫ T

0

∫
Ω0

vε ϕ
′ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω0

∇xvε · ∇xϕ dx dt+

+
∫ T

0

∫
Ω0

κ0(vε) ϕ dx dt =
∫ T

0

∫
Ω0

fε ϕ dx dt+
∫ T

0

∫
S±
q±ε ϕ dx̃ dt. (37)

Перейдемо до границi при ε → 0 в (37) врахувавши знайденi вище
границi. В результатi маємо:

∫
Ω0

v+(x, T )ϕ(x, T ) dx−
T∫

0

∫
Ω0

v+ ϕ′ dx dt+

T∫
0

∫
Ω0

∇xv
+ · ∇xϕdx dt+

+

T∫
0

∫
Ω0

κ0(v+)ϕdx dt =

T∫
0

∫
Ω0

f0 ϕdx dt+

T∫
0

∫
S±

q±0 ϕdx̃ dt (38)

для довiльної ϕ ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω0, Q0)

)
.

З iнтегральної тотожностi (38) випливає, що функцiя v+ – слабкий
розв’язок задачi (12). На пiдставi умови (5) для i = 0 такий розв’язок —
єдиний.

Оскiльки всi наведенi вище мiркування мають мiсце для довiльної
пiдпослiдовностi {ε}, яка вибиралася на початку доведення, то мають
мiсце границi (11). Теорема 3.2 доведена. 2
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7 Висновки

Дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язку квазiлiнiйної параболi-
чної крайової задачi в дворiвневому густому з’єднаннi типу 3 : 2 : 2,
а також вплив крайових умов, заданих на межах тонких приєднаних
областей, та параметрiв α i β на асимптотичну поведiнку розв’язку.

Показано, що у випадку однорiдних умов Дiрiхле на межах тонких
дискiв з 2-го рiвня вихiдна задача (1) розпадається в граничному пере-
ходi (при ε→ 0) на двi незалежнi крайовi задачi (9) та (10) вiдповiдно в
тiлi з’єднання та в областi, що заповнюється тонкими дисками з першо-
го рiвня. Цi задачi формують в сукупностi усереднену задачу для задачi
(1).

Також показано, що у випадку, коли α < 1, головний член асимпто-
тики розв’язку vε вихiдної задачi (1) дорiвнює нулю в тонких дисках з
обох рiвнiв, i усереднена задача для задачi (1) представляє собою одну
крайову задачу (12) в тiлi з’єднання. В цьому випадку вплив нелiнiй-
них крайових умов Фур’є такий самий, як i у випадку однорiдних умов
Дiрiхле.
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HOMOGENIZATION OF QUASILINEAR PARABOLIC
PROBLEMS WITH ALTERNATING NONLINEAR

FOURIER AND UNIFORM DIRICHLET BOUNDARY
CONDITIONS IN A THICK TWO-LEVEL JUNCTION

OF TYPE 3:2:2
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The asymptotic behavior of solutions to quasilinear parabolic problems
is studied in a thick two-level junction of type 3 : 2 : 2. This junction consists
of a cylinder Ω0 with ε-periodically strung thin disks of variable thickness.
The disks are divided into two levels depending on their geometric structure
and boundary conditions. We consider problems with alternating uniform
Dirichlet and nonlinear Fourier conditions. In addition, the nonlinear Fourier
boundary conditions depend on additional perturbed parameters. Subject to
those parameters we prove convergence theorems for such problem (as ε→ 0)
and investigate the influence of the boundary conditions on the asymptotic
behavior of the solutions.


