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Розглянуто питання про неперервнi розв’язки функцiональної
нерiвностi f(xy) ≤ f(x)f(y), де f(x) ≥ 0, f(0) = 0.

Встановлено достатнi умови iснування неперервних розв’язкiв
цiєї задачi. Отримано необхiдну умову того, що функцiя є розв’яз-
ком задачi, та достатню умову, при виконаннi якої розв’язок є не-
перервним.

Отримано твердження про загальний вигляд неперервних
розв’язкiв функцiональної нерiвностi, зокрема, з декiлькома точка-
ми спряження.

Також проаналiзовано випадок строгої нерiвностi та з’ясовано
вигляд її неперервних розв’язкiв i знайдено достатнi умови їх iсну-
вання.

1 Вступ

Теорiя функцiональних рiвнянь та нерiвностей має важливе значення
для розвитку сучасної математики, адже результати про iснування та
вигляд розв’язкiв рiзних функцiональних рiвнянь i нерiвностей знахо-
дять важливе застосування в рiзноманiтних роздiлах математики [1 – 3],
зокрема, в теорiї стiйкостi [4 – 7], наприклад, при доведеннi тверджень
про iснування i єдинiсть розв’язкiв та дослiдженнi їх стiйкостi.
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В данiй статтi розглядається питання про неперервнi розв’язки фун-
кцiональної нерiвностi f(xy) ≤ f(x)f(y), де f(x) ≥ 0, f(0) = 0, що
виникає при вивченнi деяких задач теорiї диференцiальних рiвнянь з
iмпульсною дiєю [6]. Доведено твердження про загальний вигляд непе-
рервних розв’язкiв функцiональної нерiвностi, зокрема, з декiлькома то-
чками спряження. Встановлено достатнi умови iснування неперервних
розв’язкiв цiєї задачi, зокрема, тих, що мiстять декiлька точок спряже-
ння та необхiдну умову того, що функцiя є розв’язком задачi. Отримано
достатню умову, при виконаннi якої розв’язок є неперервним. Також
проаналiзовано випадок строгої нерiвностi та з’ясовано вигляд її непе-
рервних розв’язкiв i достатнi умови їх iснування.

2 Достатнi умови iснування неперервних
розв’язкiв нерiвностi f(xy) ≤ f(x)f(y)

Розглянемо задачу про опис неперервних функцiй, що задовольняють
функцiональну нерiвнiсть

f(xy) ≤ f(x)f(y), x ∈ [0,+∞), (1)

i умови
f(0) = 0, f(x) ≥ 0. (2)

При побудовi розв’язкiв задачi (1), (2) використовується вiдомий факт
[8] про те, що функцiональне рiвняння f(xy) = f(x)f(y), де x ∈ (0;+∞),
у класi неперервних функцiй має єдиний розв’язок, а саме – степеневу
функцiю f(x) = xα, x > 0.

Очевидно, що функцiї вигляду

f(x) = cxα, α > 0, (3)

де c – додатна стала, є розв’язком задачi (1), (2), якщо виконується
нерiвнiсть c ≥ 1. Бiльш того, умова f(1) ≥ 1 є необхiдною умовою того,
що функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2).

Справедливi наступнi твердження.

Лема 1. Якщо функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то
f(1) ≥ 1.

Доведення леми 1 очевидне, якщо в (1) покласти x = y = 1.
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Лема 2. Якщо функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то не
iснує такої послiдовностi {xn : xn > 0, xn → +∞, n → +∞}, що
∃ lim

n→+∞
f(xn).

Доведення. Доведемо методом вiд супротивного. Не втрачаючи за-
гальностi, вважатимемо, що xn+1 > xn, n ∈ N . Припустимо, що iснує
згадана вище послiдовнiсть, для якої ∃ lim

n→+∞
f(xn) = c∗, де, очевидно,

що c∗ ≥ 0. Оскiльки f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то маємо:

f(1) = f

(
xn ·

1
xn

)
≤ f(xn)f

(
1
xn

)
. (4)

Звiдси випливає, що c∗ 6= 0, бо очевидно lim
n→+∞

f
(

1
xn

)
= 0 i у випадку

c∗ = 0 з (4) отримаємо протирiччя.

Тодi з (4) для досить великих значень xn знаходимо

f

(
1
xn

)
≥ f(1)

f(xn)
≥ f(1)

c∗ + 1
,

звiдки при n → +∞ маємо протирiччя 0 ≥ f(1)/(c∗ + 1) > 0.

Лему 2 доведено.

Наслiдок 1. Якщо функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то
f(x) не є обмеженою при x → +∞, тобто iснує така послiдовнiсть
{xn : xn > 0, xn → +∞, n → +∞}, що lim

n→+∞
f(xn) = +∞.

Наслiдок 2. Якщо функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то
виконується умова lim

x→+∞
f(x) = +∞.

Лема 3. Якщо функцiя f(x) є розв’язком задачi (1), (2) i f(1) = 1,
то f(x) є неперервною в кожнiй точцi x ∈ [0;+∞).

Доведення. Доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що
x∗ – точка розриву функцiї f(x). Зрозумiло, що x∗ для функцiї f(x) є
точкою розриву першого роду.

Розглянемо спочатку випадок, коли f(x∗ − 0) < f(x∗ + 0). Нехай
ξ ∈ (0, x∗), позначимо k = 2ξ

x∗−ξ . Тодi (x∗ − ξ) ∈ (0;x∗), (x∗ − ξ)(1 + k) ∈
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(x∗; +∞). Оскiльки f(x) є розв’язком задачi (1), (2), то маємо:

f

(
(x∗ − ξ)

(
1 +

2ξ

x∗ − ξ

))
≤ f(x∗ − ξ)f

(
1 +

2ξ

x∗ − ξ

)
.

Спрямувавши в останнiй нерiвностi ξ → 0 та враховуючи, що f(1) = 1,
отримаємо f(x∗+0) ≤ f(x∗−0), що суперечить припущенню f(x∗−0) <
f(x∗ + 0).

Аналогiчно розглядається випадок, коли f(x∗ − 0) > f(x∗ + 0). При
цьому для ξ ∈ (0, x∗) число k обирається так: k = − 2ξ

x∗+ξ . Тодi (x∗+ξ)(1+
k) ∈ (0;x∗), (x∗ + ξ) ∈ (x∗; +∞). Оскiльки f(x) є розв’язком задачi (1),
(2), то маємо:

f

(
(x∗ + ξ)

(
1− 2ξ

x∗ + ξ

))
≤ f(x∗ + ξ)f

(
1− 2ξ

x∗ + ξ

)
.

Спрямувавши в останнiй нерiвностi ξ → 0 та враховуючи, що f(1) = 1,
отримаємо f(x∗−0) ≤ f(x∗+0), що суперечить припущенню f(x∗−0) >
f(x∗ + 0).

Лему 3 доведено.

3 Неперервнi розв’язки задачi (1), (2)
з однiєю точкою спряження

Побудуємо з функцiй вигляду (3) неперервнi розв’язки задачi (1), (2).
Спочатку розглянемо побудову неперервного розв’язку, що мiстить одну
точку спряження. Зазначимо, що пiд точкою спряження розумiється та-
ка точка пiвiнтервалу [0;+∞), в якiй розв’язок задачi (1), (2) є непе-
рервним, але не є диференцiйовним.

В [9] встановлено справедливiсть двох наступних лем.

Лема 4. Якщо α, γ, b > 0, то функцiя вигляду

f(x) =
{

xα, 0 ≤ x < b,
xγ , x ≥ b

є розв’язком задачi (1), (2) тодi i лише тодi, коли виконується одна з
умов:
1) α = γ;
2) b = 1, α < γ.
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Лема 5. Нехай α, γ > 0. Якщо функцiя вигляду

f(x) =
{

xα, 0 ≤ x < b,
bα−γxγ , x ≥ b

є розв’язком задачi (1), (2), то виконується одна з умов:
1) α = γ, b ∈ (0;+∞) ;
2) α < γ, b ∈ (0; 1).

Розглянемо функцiю вигляду

f(x) =
{

c1x
α, 0 ≤ x < b,

c2x
γ , x ≥ b,

(5)

де α > 0, γ > 0, c1 ≥ 1, c2 ≥ 1, b ∈ (0,+∞), i з’ясуємо, при яких
спiввiдношеннях мiж значеннями α та γ, c1 та c2 функцiя (5) є розв’язком
задачi (1), (2).

Справедливi наступнi леми.

Лема 6. Якщо α, γ > 0, 1 ≤ c1 ≤ c2, b ∈ (0, 1], то функцiя вигляду
(5) є розв’язком задачi (1), (2).

Доведення. З неперервностi розв’язку в точцi x = b i умови
1 ≤ c1 ≤ c2 випливає нерiвнiсть α ≤ γ.

Розглянемо можливi випадки розмiщення двох точок x та y (x 6= y)
вiдносно точки спряження b i покажемо, що функцiя вигляду (5) задо-
вольняє нерiвнiсть (1), якщо 1 ≤ c1 ≤ c2, b ∈ (0; 1].

1. У випадку, коли x, y ∈ [0; b), нерiвнiсть (1), очевидно, виконується
для всiх α, γ > 0.

2. Нехай x ∈ [0; b), y ∈ [b; +∞). Припустимо спочатку, що xy ∈ [0; b).
Тодi, пiдставивши x та y у нерiвнiсть (1), отримаємо

c1(xy)α = f(xy) ≤ f(x)f(y) = c1x
αc2y

γ ,

звiдки випливає спiввiдношення(y

b

)α−γ 1
c1
≤ 1.

Враховуючи, що y ∈ [b; +∞), c1 ≥ 1, остання нерiвнiсть виконується
лише у випадку, коли α ≤ γ.
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Припустимо тепер, що xy ∈ [b; +∞). Пiдставивши x та y у нерiвнiсть
(1), отримаємо

c2(xy)γ = f(xy) ≤ f(x)f(y) = c1x
αc2y

γ ,

звiдки випливає спiввiдношення

c1x
α−γ ≥ 1.

Враховуючи, що x ∈ [0; b), c1 ≥ 1, остання нерiвнiсть виконується лише
у випадку, коли α ≤ γ.

3. Нехай x, y ∈ [b; +∞). У випадку xy ∈ [0; b) з нерiвностi (1) отрима-
ємо

c1(xy)α = f(xy) ≤ f(x)f(y) = c2x
γc2y

γ ,

звiдки випливає спiввiдношення

1
c2

(xy

b

)α−γ
≤ 1.

Враховуючи, що xy ∈ [0; b), c1 ≥ 1, остання нерiвнiсть виконується лише
у випадку, коли α ≤ γ.

У випадку xy ∈ [b; +∞), нерiвнiсть (1) очевидно виконується для всiх
α, γ > 0.

4. Випадок, коли y ∈ [0; b), x ∈ [b; +∞), є аналогiчним випадку, коли
x ∈ [0; b), y ∈ [b; +∞), оскiльки нерiвнiсть (1) має властивiсть симетри-
чностi стосовно незалежних змiнних.

Лему 6 доведено.

Зауваження 1. У випадку b = 1 з умови неперервностi отри-
маємо, що c1 = c2. Тодi, поклавши c := c1 = c2, функцiю (5) можна
записати у виглядi

f(x) =
{

cxα, 0 ≤ x < 1,
cxγ , x ≥ 1.

Така функцiя є розв’язком задачi (1), (2) згiдно леми 4 та властивостей
неперервного розв’язку задачi (1), (2).

Наступна лема є в деякому сенсi оберненою до леми 6.
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Лема 7. Якщо α, γ > 0, α ≤ γ, 1 ≤ c1 ≤ c2, то функцiя вигляду
(5) є розв’язком задачi (1), (2).

Доведення. З неперервностi розв’язку в точцi x = b i умови 1 ≤
c1 ≤ c2 випливає, що b ∈ (0; 1].

Розглянемо можливi випадки розмiщення двох точок x та y (x 6= y)
вiдносно точки спряження b i покажемо, що функцiя вигляду (5) задо-
вольняє нерiвнiсть (1), якщо α ≤ γ, 1 ≤ c1 ≤ c2.

1. Нехай x, y ∈ [0; b). Тодi очевидно, що xy ∈ [0; b). Отже, виконуються
рiвностi

f(xy) = c1(xy)α, f(x)f(y) = c1x
αc1y

α.

Враховуючи, що c1 ≥ 1, з останнiх рiвностей випливає нерiвнiсть (1).

2. Нехай x ∈ [0; b), y ∈ [b, +∞). Припустимо спочатку, що xy ∈ [0; b).
Тодi виконуються рiвностi

f(xy) = c1(xy)α, f(x)f(y) = c1x
αc2y

γ = c2
1(xy)α

((y

b

)α−γ
)−1

.

Враховуючи, що α ≤ γ, y ∈ [b, +∞), c1 ≥ 1, з останнiх рiвностей випливає
нерiвнiсть (1).

Припустимо тепер, що xy ∈ [b; +∞). Тодi виконуються рiвностi

f(xy) = c2(xy)γ , f(x)f(y) = c1x
αc2y

γ = c2
2(xy)γ

(x

b

)α−γ
.

Враховуючи, що α ≤ γ, x ∈ [0; b), c2 ≥ 1, з останнiх рiвностей випливає
нерiвнiсть (1).

3. Нехай x, y ∈ [b; +∞). Припустимо спочатку, що xy ∈ [0; b). Тодi
виконуються рiвностi

f(xy) = c1(xy)α, f(x)f(y) = c2x
γc2y

γ =

= c2
1(xy)α

((x

b

)α−γ
)−1 ((y

b

)α−γ
)−1

.

За умов α ≤ γ, x, y ∈ [b, +∞), c1 ≥ 1 з останнiх рiвностей випливає
нерiвнiсть (1).

Припустимо тепер, що xy ∈ [b; +∞). Тодi виконуються рiвностi

f(xy) = c2(xy)γ f(x)f(y) = c2
2x

γyγ .
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Враховуючи, що c2 ≥ 1, з останнiх рiвностей випливає нерiвнiсть (1).

4. Випадок, коли y ∈ [0; b), x ∈ [b; +∞), є аналогiчним випадку, коли
x ∈ [0; b), y ∈ [b; +∞), оскiльки нерiвнiсть (1) має властивiсть симетри-
чностi стосовно незалежних змiнних.

Лему 7 доведено.

Наступнi двi леми аналогiчнi лемам 6, 7 вiдповiдно.

Лема 8. Якщо α, γ > 0, c1 ≥ c2 ≥ 1, b ∈ [1,+∞), то функцiя
вигляду (5) є розв’язком задачi (1), (2), при цьому α ≤ γ.

Доведення леми 8 є аналогiчним доведенню леми 6.

Лема 9. Якщо α, γ > 0, α ≤ γ, c1 ≥ c2 ≥ 1, то функцiя вигляду
(5) є розв’язком задачi (1), (2), при цьому b ∈ [1,+∞).

Доведення леми 9 є аналогiчним доведенню леми 7.

4 Неперервнi розв’язки (1), (2) з декiлькома
точками спряження

Узагальненням леми 6 є наступна лема.

Лема 10. Якщо αi > 0, 1 ≤ i ≤ n, 0 < b1 < b2 < . . . < bn ≤ 1,
1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn, то функцiя вигляду

f(x) =



c1x
α1 , 0 ≤ x < b1,

c2x
α2 , b1 ≤ x < b2,
. . .

ckx
αk , bk−1 ≤ x < bk,
. . .

cn−1x
αn , bn−2 ≤ x < bn−1,

cnxαn , x ≥ bn−1,

(6)

є розв’язком задачi (1), (2). При цьому

α1 ≤ . . . ≤ αk ≤ . . . ≤ αn+2, k = 2, n + 1.
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Доведення леми 10 здiйснюється методом математичної iндукцiї, де
базу iндукцiї доведено в лемi 6.

Узагальненням леми 8 є наступна лема.

Лема 11. Якщо αi > 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 < b1 < b2 < . . . < bn,
c1 ≥ c2 ≥ . . . ≥ cn ≥ 1, то функцiя вигляду (6) є розв’язком задачi (1),
(2). При цьому α1 ≤ . . . ≤ αk ≤ . . . ≤ αn+2, k = 2, n + 1.

Доведення леми 11 здiйснюється методом математичної iндукцiї, де
базу iндукцiї доведено в лемi 8.

Наступна лема є узагальненням леми 5.

Лема 12. Нехай αi > 0, bi ∈ (0; 1), 1 ≤ i ≤ n. Функцiя вигляду

f(x) =



xα1 , 0 ≤ x < b1,

bα1−α2
1 xα2 , b1 ≤ x < b2,

bα1−α2
1 bα2−α3

2 xα3 , b2 ≤ x < b3,
. . . . . .∏k

i=1 b
αi−αi+1

i xαi+1 , bk ≤ x < bk+1,
. . . . . .∏n

i=1 b
αi−αi+1

i xαn+1 , bn ≤ x < 1,∏n
i=1 b

αi−αi+1

i xαn+2 , x ≥ 1,

є розв’язком задачi (1), (2), якщо

α1 ≤ . . . ≤ αk ≤ . . . ≤ αn+2, k = 2, n + 1.

Доведення леми 12 здiйснюється методом математичної iндукцiї, де
базу iндукцiї доведено в лемi 5.

5 Неперервнi розв’язки строгої нерiвностi

Розглянемо задачу про опис неперервних функцiй, якi задовольняють
нерiвнiсть

f(xy) < f(x)f(y), x ∈ [0,+∞), (7)



224 В. Самойленко, Т. Тищук

i умову (2).

Множина неперервних розв’язкiв задачi (7), (2) мiститься в множинi
неперервних розв’язкiв задачi (1), (2), але з нею, звiсно ж, не спiвпадає.

Аналогiчно випадку нестрогої нерiвностi функцiя f(x) = cxα, α > 0,
є розв’язком задачi (7), (2), але лише за умови c > 1.

Необхiдною умовою того, що функцiя f(x) є розв’язком задачi (7),
(2) є умова f(1) > 1. Зауважимо, що лема 2 i наслiдки 1, 2 справедливi
i для розв’язкiв задачi (7), (2).

Аналогiчно випадку нестрогої нерiвностi можна отримати достатнi
умови, яким повиннi задовольняти коефiцiєнти та показники степенiв
функцiї вигляду (5) для того, щоб вона була неперервним розв’язком
задачi (7), (2) з однiєю точкою спряження.

Справедливi наступнi леми.

Лема 13. Якщо α, γ > 0, 1 < c1 < c2, b ∈ (0, 1), то функцiя вигляду
(5) є розв’язком задачi (7), (2), при цьому α < γ.

Лема 13 доводиться аналогiчно лемi 6.

Лема 14. Якщо 0 < α < γ, 1 < c1 < c2, то функцiя вигляду (5) є
розв’язком задачi (7), (2), при цьому b ∈ (0; 1).

Лема 14 доводиться аналогiчно лемi 7.

Лема 15. Якщо α, γ > 0, 1 < c2 < c1, b ∈ (1,+∞), то функцiя
вигляду (5) є розв’язком задачi (7), (2), при цьому α < γ.

Лема 15 доводиться аналогiчно лемi 8.

Лема 15. Якщо 0 < α < γ, 1 < c2 < c1, то функцiя вигляду (5) є
розв’язком задачi (7), (2), при цьому b ∈ (1,+∞).

Лема 16 доводиться аналогiчно лемi 9.

Також можна отримати достатнi умови, яким повиннi задовольняти
коефiцiєнти та показники степенiв функцiї вигляду (6) для того, щоб
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вона була неперервним розв’язком задачi (7), (2) з декiлькома точками
спряження.

Лема 16. Якщо αi > 0, 1 ≤ i ≤ n, b1 < b2 < . . . < bn < 1,
1 < c1 < c2 < . . . < cn, то функцiя вигляду (6) є розв’язком задачi (7),
(2). При цьому 0 < α1 < α2 < . . . < αn.

Лема 17 доводиться аналогiчно лемi 10.

Лема 16. Якщо αi > 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 < b1 < b2 < . . . < bn,
c1 > c2 > . . . > cn > 1, то функцiя вигляду (6) є розв’язком задачi (7),
(2). При цьому 0 < α1 < α2 < . . . < αn.

Лема 16 доводиться аналогiчно лемi 11.

6 Висновки

Отримано достатнi умови iснування неперервних розв’язкiв функцiо-
нальної нерiвностi f(xy) ≤ f(x)f(y), x, y ∈ [0;+∞), де f(0) = 0,
f(x) ≥ 0. Описано загальний вигляд таких розв’язкiв.

Розглянуто розв’язки, що мiстять декiлька точок спряження. Вста-
новлено достатнi умови, при виконаннi яких розв’язок є неперервним, та
умови, при виконаннi яких нерiвнiсть може мати неперервний розв’язок
з декiлькома точками спряження. Дослiджено також випадок строгої не-
рiвностi f(xy) < f(x)f(y) та з’ясовано вигляд її неперервних розв’язкiв.
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CONTINUOUS SOLUTIONS OF INEQUALITY f(xy) ≤ f(x)f(y)
WITH POINTS OF COUPLING

Valeriy SAMOYLENKO, Tetyana TYSHCHUK

Kiev National Taras Shevchenko University
64 Volodymyrska Str., Kyiv 01033

The article deals with problem of continuous solutions of functional
inequality f(xy) ≤ f(x)f(y), x, y ∈ [0;+∞), where f(0) = 0, f(x) ≥ 0.

Sufficient condition of existence of continuous solutions of the problem,
necessary condition when function is solution of the inequality and sufficient
condition when solution of the inequality is continuous are studied.

The statements on general form of continuous solutions of functional
inequality with several points of coupling are proved. Also, case of strong
inequality is analyzed and general form of it’s continuous solutions as well
as sufficient condition of their existence are found.


