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Розглянуто сингулярно збурене рiвняння Кортевега-де Фрiза зi
змiнними коефiцiєнтами, що залежать вiд обох незалежних змiн-
них, для якого побудовано асимптотичнi однофазовi солiтоноподi-
бнi розв’язки.

1 Вступ

При математичному моделюваннi хвильових процесiв в рiдинi змiнної
глибини з малою дисперсiєю виникають нелiнiйнi рiвняння з частинними
похiдними зi змiнними коефiцiєнтами та малим параметром при старшiй
похiднiй [1, 2]. Зокрема, останнiм часом значна увага придiляється пи-
танням побудови асимптотичних одно- та двофазових солiтоноподiбних
розв’язкiв сингулярно збурених рiвнянь з частинними похiдними [1]. Вi-
домо, що знайти розв’язок таких рiвнянь в явному виглядi, як правило,
неможливо. Тому для дослiдження подiбних задач застосовують асим-
птотичнi методи, якi дозволяють отримати їх наближений розв’язок з
наперед заданою точнiстю.

УДК 517.9, MSC 2000: 35Q53, 35C20



228 Ю. Самойленко

В данiй статтi вивчається задача про побудову асимптотичних одно-
фазових солiтоноподiбних розв’язкiв для рiвняння Кортевега-де Фрiза
зi змiнними коефiцiєнтами та малим параметром при старшiй похiднiй

ε2uxxx = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)uux, N0 ∈ N, (1)

де функцiї a(x, t, ε), b(x, t, ε) зображаються асимптотичними рядами ви-
гляду:

a(x, t, ε) =
∞∑

k=0

ak(x, t)εk, b(x, t, ε) =
∞∑

k=0

bk(x, t)εk,

ak(x, t), bk(x, t) ∈ C(∞)(R× [0;T ]), k ≥ 0; ε > 0 – малий параметр.

Надалi припускається виконання умов a0(x, t) 6= 0, b0(x, t) 6= 0, x ∈ R,
t ∈ [0;T ].

2 Основнi позначення i припущення

Iдея побудови асимптотичних однофазових солiтоноподiбних розв’яз-
кiв пов’язана з iснуванням солiтонних розв’язкiв для рiвнянь типу
Кортевега-де Фрiза (у випадку сталих коефiцiєнтiв). Так, зокрема, для
класичного рiвняння Кортевега-де Фрiза вигляду [3]

uxxx + 6uux + ut = 0, (2)

добре вiдомий його точний розв’язок

u(x, t) = u0 +A ch−2(β(x− ϕ(t))), (3)

де ϕ(t) = (a2 + 6u0)t, A = a2/2, β = a/2, a > 0, u0 – деякi сталi.

Зауважимо, що функцiя (3) описує рух вiдокремленої хвилi i при
u0 = 0 належить класу так званих швидкоспадних (при x→ ±∞) фун-
кцiй. При наявностi в рiвняннi (1) малого параметра ε при старшiй похi-
днiй його розв’язок матиме вигляд аналогiчний (3) i може бути записа-
ний за допомогою деякої функцiї вiд змiнної τ = (x−ct)/ε, щодо якої цей
розв’язок при u0 = 0 також є швидкоспадною функцiєю. Тому приро-
дно, при наявностi змiнних коефiцiєнтiв в рiвняннi Кортевега-де Фрiза,
тобто рiвняннi вигляду (1), шукати його розв’язок у виглядi функцiї,
яка в частинному випадку (у випадку сталих коефiцiєнтiв) спiвпадає з
розв’язком вигляду (3).
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З цiєю метою розглянемо такi функцiональнi простори [1]: позначимо
G = G(R× [0;T ]×R) – лiнiйний простiр нескiнченно диференцiйовних
функцiй f(x, t, τ), (x, t, τ) ∈ R×[0;T ]×R, для яких рiвномiрно за змiнни-
ми (x, t) на кожному компактi K ⊂ R× [0;T ] для довiльних невiд’ємних
цiлих чисел n, m, q, α, виконуються умови:

1) має мiсце спiввiдношення

lim
τ→∞

τn ∂m+q+α

∂xm∂tq∂τα
f(x, t, τ) = 0,

2) iснує така нескiнченно диференцiйовна функцiя f−(x, t), що

lim
τ→−∞

τn ∂m+q+α

∂xm∂tq∂τα
(f(x, t, τ)− f−(x, t)) = 0, (x, t) ∈ K;

G0 = G0(R × [0;T ] ×R) ⊂ G – пiдпростiр таких функцiй f(x, t, τ), для
яких рiвномiрно щодо (x, t) на кожному компактi K ⊂ R× [0;T ] справ-
джується рiвнiсть

lim
τ→−∞

f(x, t, τ) = 0, (x, t) ∈ K.

В подальшому використовується стандартне для асимптотичного
аналiзу позначення: запис Ψ(x, t, ε) = O

(
εN
)

при ε → 0 означає, що
iснують такi величина ε0 > 0 i стала C > 0, що залежить вiд числа N i
вiд компакта K ⊂ R × [0;T ], що |Ψ(x, t, ε)| ≤ C εN для всiх ε ∈ (0; ε0) i
(x, t) ∈ K.

Означення 1. Функцiя u = u(x, t, ε) називається [1] однофазовою
солiтоноподiбною, якщо для довiльного цiлого числа N > 0 функцiя
u(x, t, ε) може бути зображена за допомогою розкладу за малим па-
раметром ε вигляду:

u(x, t, ε) =
N∑

j=0

εj [uj(x, t) + Vj(x, t, τ)] +O(εN+1), τ =
x− ϕ(t)

ε
, (4)

де ϕ(t) ∈ C(∞)(R × [0;T ]) – деяка скалярна дiйсна функцiя; функцiї
uj(x, t), j = 0, N, – нескiнченно диференцiйовнi (в точках t = 0,
t = T розглядаються вiдповiдно лiва та права похiднi); V0(x, t, τ) ∈ G0;
Vj(x, t, τ) ∈ G, j = 1, N .

Величина x − ϕ(t) називається фазою однофазової солiтоноподiбної
функцiї u(x, t, ε).
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В статтях [4–7] побудовано асимптотичний однофазовий солiтонопо-
дiбний розв’язок рiвняння (1) для випадку, коли коефiцiєнти рiвняння
залежать лише вiд просторової змiнної, в [8–11] запропоновано алгоритм
побудови асимптотичного солiтоноподiбного розв’язку задачi Кошi для
рiвняння (1). Крiм того, у згаданих працях показано, що вигляд асимпто-
тичного розв’язку рiвняння (1) залежить вiд степеня малого параметра
при старшiй похiднiй.

3 Алгоритм побудови асимптотичного розв’язку

Асимптотичний розв’язок рiвняння (1) шукається у виглядi (4). Вiдпо-
вiдно до загальної методологiї побудови асимптотичних розв’язкiв, роз-
клад (4) пiдставляється в рiвняння (1) та отримане спiввiдношення до-
множається на ε. Маємо:

ε3
(
∂3UN

∂x3
+
∂3VN

∂x3

)
+ 3ε

∂3VN

∂x∂τ2
+ 3ε2

∂3VN

∂x2∂τ
+
∂3VN

∂τ3
−

−a(x, t, ε)
(
ε
∂UN

∂t
+ ε

∂VN

∂t
− ϕ′(t)

∂VN

∂τ

)
− b(x, t, ε)(UN + VN )×

×
(
ε
∂UN

∂x
+ ε

∂VN

∂x
+
∂VN

∂τ

)
= O

(
εN+2

)
, ε→ 0. (5)

Тут

UN (x, t, ε) =
N∑

j=0

εjuj(x, t)

– регулярна частина асимптотики (4), а

VN (x, t, ε) =
N∑

j=0

εjVj(x, t, τ), τ =
x− ϕ(t)

ε
,

– сингулярна частина асимптотики (4).

3.1 Рiвняння для визначення регулярної частини
асимптотики та iснування їх розв’язкiв

Регулярна частина асимптотики (4) визначається зi системи диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними

a0(x, t)
∂u0

∂t
+ b0(x, t)u0

∂u0

∂x
= 0, (6)
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a0(x, t)
∂uj

∂t
+ b0(x, t)u0(x, t)

∂uj

∂x
+ b0(x, t)

∂u0(x, t)
∂x

uj = fj(x, t), (7)

де j = 1, N , функцiї fj(x, t) = fj(x, t, u0(x, t), u1(x, t), . . . , uj−1(x, t))
обчислюються рекурентним чином.

Рiвняння (6) є квазiлiнiйним, розв’язок якого, як вiдомо, можна за-
писати в неявному виглядi. Надалi вважається, що виконується умова

|a0(x, t)|+ |b0(x, t)| |u0(x, t)| 6= 0, (x, t, u0) ∈ R× [0;T ]×R. (8)

Для отримання розв’язку рiвняння (6) застосуємо метод характери-
стик i розглянемо для нього систему характеристик:

dt

a0(x, t)
=

dx

u0(x, t)b0(x, t)
=
du0

0
. (9)

З (9) знаходимо, що один з перших iнтегралiв рiвняння (6) має ви-
гляд u0 = c1, де c1 – довiльна дiйсна стала, а iнший перший iнтеграл
визначається зi звичайного диференцiального рiвняння

dx

dt
= c1

b0(x, t)
a0(x, t)

. (10)

Рiвняння (10) є нелiнiйним звичайним диференцiальним рiвнянням
першого порядку. При досить загальних умовах це рiвняння в деякому
околi довiльної точки (x0, t0) ∈ R × [0;T ] має розв’язок x = ϕ(t, c1, c2),
t ∈ (t0 − δ; t0 + δ), що задовольняє початкову умову x0 = ϕ(t0, c1, c2).

Розглядаючи рiвнiсть x = ϕ(t, c1, c2), t ∈ (t0 − δ; t0 + δ), як рiвняння
стосовно c2, з неї визначаємо функцiю c2 = ψ(x, t, c1), (x, t, u0) ∈ R ×
(t0 − δ; t0 + δ)×R.

Тодi загальний розв’язок u0 = u0(x, t) рiвняння (6) записується у
неявному виглядi таким чином: Φ(u0, ψ(t, x, u0)) = 0. Тут Φ(ξ, η) ∈
C∞(Ξ;R) – така довiльна функцiя, що її повна похiдна за змiнною u0:
dΦ(u0, ψ(t, x, u0))/(du0) 6= 0 для всiх (x, t, u0) ∈ G, де G – область зна-
чень змiнних (x, t, u0) вiдображення G 3 (x, t, u0) → (u0, ψ(t, x, u0)) за
умови, що iснує хоча б одна така точка (ξ, η) ∈ Ξ, що Φ(ξ, η) = 0.

Для випадку, коли функцiї a0(x, t), b0(x, t) допускають факторизацiю
за змiнними x, t, має мiсце твердження.
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Теорема 1. Нехай виконується умова (8) i мають мiсце зображен-
ня

a0(x, t) = a01(x)a02(t) 6= 0, b0(x, t) = b01(x)b02(t) 6= 0, x ∈ R, t ∈ [0;T ].

Тодi загальний розв’язок u0 = u0(x, t) рiвняння (6) можна записати
у неявному виглядi таким чином:

Φ (u0, η(x)− u0ξ(t)) = 0,

де

ξ(t) =

t∫
0

b02(t)
a02(t)

dt, η(x) =

x∫
x0

a01(x)
b01(x)

dx. (11)

Тут Φ(ξ, η) ∈ C∞(Ξ;R) – така довiльна функцiя, що повна похiдна за
змiнною u0 функцiї в лiвiй частинi рiвностi (11) не дорiвнює нулевi для
всiх (x, t, u0) ∈ G, де G – область значень змiнних (x, t, u0) вiдображе-
ння G 3 (x, t, u0) → (u0(x, t), η(x)− u0(x, t) ξ(t)) за умови, що iснує хоча
б одна така точка (ξ, η) ∈ Ξ, що Φ(ξ, η) = 0.

Доведення теореми випливає з рiвняння характеристик (9) та вла-
стивостей рiвняння першого порядку з частинними похiдними [12].

Зауваження 1. Рiвняння (6) має широкий клас нескiнченно дифе-
ренцiйовних розв’язкiв. Зокрема, якщо Φ(ξ, η) = ξ + η i мають мiсце
умови теореми 1, то з рiвностi (11) знаходимо явний розв’язок рiвняння
(6) у виглядi

u0(x, t) =
η(x)

ξ(t) + 1
. (12)

Функцiя (12), очевидно, визначена для всiх t ∈ [0;T ], x ∈ R та є
нескiнченно диференцiйовною, якщо виконується умова ξ(t) + 1 6= 0.

Розглянемо тепер рiвняння (7). Нехай для всiх x ∈ R, t ∈ [0;T ],
uj ∈ R, j = 1, N , виконується умова

|a0(x, t)|+ |b0(x, t)u0(x, t)|+
∣∣∣∣fj(x, t)− b0(x, t)

∂u0(x, t)
∂t

uj

∣∣∣∣ 6= 0. (13)

Аналогiчно викладеному вище, розглянемо рiвняння характеристик
для лiнiйного диференцiального рiвняння (7). Маємо:

dt

a0(x, t)
=

dx

u0(x, t)b0(x, t)
=

duj

fj(x, t)− b0(x, t)
∂u0(x,t)

∂x uj

,



Асимптотичнi розв’язки сингулярно збуреного ... 233

звiдки при кожному j = 1, N знаходимо систему звичайних диференцi-
альних рiвнянь для визначення перших iнтегралiв системи рiвнянь (7):

dx

dt
= u0(x, t)

b0(x, t)
a0(x, t)

, (14)

duj

dx
= − 1

u0(x, t)
∂u0(x, t)
∂x

uj +
fj(x, t)

u0(x, t)b0(x, t)
. (15)

Рiвняння (14) є нелiнiйним звичайним диференцiальним рiвнянням
першого порядку. При досить загальних умовах це рiвняння в деякому
околi довiльної точки (x0, t0) ∈ R × [0;T ] має розв’язок x = ϕ1(t, c1),
t ∈ (t0 − δ; t0 + δ), що задовольняє початкову умову x0 = ϕ1(t0, c1).
Розглядаючи рiвнiсть x = ϕ1(t, c1), t ∈ (t0 − δ; t0 + δ), як рiвняння
стосовно c1, з неї отримаємо функцiю c1 = ψ1(x, t), x ∈ R × (t0 − δ;
t0 + δ). Зауважимо, що вивчення питання про iснування функцiї ψ1(x, t)
зводиться до дослiдження деякого рiвняння, що задає функцiю неявним
чином.

Рiвняння (15) при кожному j = 1, N є лiнiйним звичайним диферен-
цiальним рiвнянням, яке легко iнтегрується в квадратурах. Його розв’я-
зок можна подати у такому виглядi

uj(x, t) =
1

u0(x, t)

c2j u0(x0, t) +

x∫
x0

fj(ζ, t)
b0(ζ, t)

dζ

 , j = 1, N, (16)

де c2j , j = 1, N , – довiльнi сталi.

Таким чином, при кожному j = 1, N загальний розв’язок uj = uj(x, t)
рiвняння (7) визначається неявним чином рiвнiстю

Φj

ψ1(x, t),
1

u0(x0, t)

x∫
x0

fj(ζ, t)
b0(ζ, t)

dζ − u0(x, t)
u0(x0, t)

uj

 = 0, (17)

де при кожному j = 1, N функцiя Φj(ξ, η) ∈ C∞(Ξ;R) є такою до-
вiльною функцiєю, що повна похiдна за змiнною uj вiд функцiї в лiвiй
частинi рiвностi (17) не дорiвнює нулевi для всiх (x, t, uj) ∈ G, де G –
область значень змiнних (x, t, uj) вiдображення

(x, t, uj) →

ψ1(x, t),
1

u0(x0, t)

x∫
x0

fj(ζ, t)
b0(ζ, t)

dζ − u0(x, t)
u0(x0, t)

uj
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за умови, що iснує хоча б одна точка (ξ, η) ∈ Ξ, для якої Φ(ξ, η) = 0.

Для випадку, коли функцiї a0(x, t), b0(x, t), u0(x, t) допускають фа-
кторизацiю за змiнними x, t, має мiсце твердження.

Теорема 2. Нехай функцiї a0(x, t), b0(x, t), u0(x, t) є нескiнченно ди-
ференцiйовними на множинi R×[0;T ] i для всiх (x, t) ∈ R×[0;T ] має мi-
сце спiввiдношення a0(x, t) = a01(x)a02(t) 6= 0, b0(x, t) = b01(x)b02(t) 6= 0,
u0(x, t) = u01(x)u02(t) 6= 0.

Тодi при кожному j = 1, N загальний розв’язок uj = uj(x, t) рiвнян-
ня (7) можна записати у неявному виглядi за допомогою спiввiдношен-
ня

Φj(φ(x, t), ψ(x, t, uj)) = 0, (18)

де
φ(x, t) = ρ(t)− %(x), (19)

ρ(t) =

t∫
0

b02(t)u02(t)
a02(t)

dt, %(x) =

x∫
x0

a01(x)
b01(x)u01(x)

dx,

ψ(x, t, uj) =
u01(x)
u01(x0)

uj −
σ(x, t)

u01(x0)u02(t)
, (20)

σ(x, t) =

x∫
x0

fj(ξ, t)
b01(ξ)b02(t)

dξ .

При цьому при кожному j = 1, N функцiя Φj(ξ, η) ∈ C∞(Ξ;R) є
довiльною функцiєю i задовольняє умову про те, що повна похiдна за
змiнною uj вiд функцiї в лiвiй частинi рiвностi (18) не дорiвнює ну-
левi для всiх (x, t, uj) ∈ G, де G – область значень змiнних (x, t, uj)
вiдображення (x, t, uj) → (φ(x, t), ψ(x, t, uj)) за умови, що iснує хоча б
одна точка (φ, ψ) ∈ Ξ, для якої Φj(φ, ψ) = 0.

Зауваження 2. У випадку, коли функцiї a0(x, t), b0(x, t) допускають
факторизацiю за змiнними x, t, всi розв’язки u0 = u0(x, t) рiвняння (6),
якi допускають факторизацiю, можна записати таким чином:

u0(x, t) =
c1η(x) + c2
c1ξ(t) + c2

,

де функцiї η(x), ξ(t) даються формулами (11), c1, c2 – сталi iнтегрування.

Тому умову u0(x, t) = u01(x)u02(t) 6= 0 теореми 2 можна записати
через функцiї a01(x), a02(t), b01(x), b02(t) та сталi c1, c2.
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Зауваження 3. Аналогiчно зауваженню 1 зазначимо, що рiвняння
(7) має широкий клас розв’язкiв. Зокрема, якщо при кожному j = 1, N
функцiя Φj(ξ, η) = ξ + η i мають мiсце умови теореми 2, то з (18) знахо-
димо

uj(x, t) =
u01(x0)
u01(x)

(
%(x)− ρ(t) +

σ(x, t)
u01(x0)u02(t)

)
.

При цьому розв’язок uj(x, t), j = 1, N , iснує для довiльних x ∈ R i
всiх t ∈ [0;T ], i є нескiнченно диференцiйовним.

4 Визначення сингулярної частини асимптотики

Сингулярна частина асимптотики визначається з системи рiвнянь

∂3V0

∂τ3
+ a0(x, t)

∂V0

∂τ
ϕ′(t)− b0(x, t)

[
u0(x, t)

∂V0

∂τ
+ V0

∂V0

∂τ

]
= 0, (21)

∂3Vj

∂τ3
+ a0(x, t)

∂Vj

∂τ
ϕ′(t)− b0(x, t)

[
u0(x, t)

∂Vj

∂τ
+ Vj

∂V0

∂τ
+ V0

∂Vj

∂τ

]
=

= Fj(x, t, τ), j = 1, N, (22)

де функцiї

Fj(x, t, τ) = Fj(t, V0(x, t, τ), . . . , Vj−1(x, t, τ), u0(x, t), . . . , uj(x, t)),

j = 1, N, визначаються рекурентно.

Задача про розв’язнiсть системи (21), (22) є бiльш складною, нiж за-
дача про розв’язнiсть системи (6), (7), оскiльки система (21), (22) крiм
невiдомих функцiй Vj(x, t, τ), j = 0, N , мiстить також невiдому поки
що функцiю ϕ(t), яка визначає лiнiю розриву. Тому спочатку, вважа-
ючи функцiю ϕ(t) вiдомою, знайдемо сингулярну частину асимптотики
на кривiй розриву x = ϕ(t), а потiм спецiальним чином продовжимо
отриманi функцiї з кривої розриву x = ϕ(t) в деякий її окiл.

При цьому будуть отриманi певнi необхiднi i достатнi умови iснуван-
ня в просторi G = G(R× [0;T ]×R) розв’язкiв деякої системи диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними, з якої виводиться звичайне
диференцiальне рiвняння для функцiї x = ϕ(t).
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4.1 Визначення сингулярної частини асимптотики
на кривiй розриву i умова ортогональностi

Розглянемо звуження функцiй Vj(x, t, τ), j = 0, N , на криву розриву
Γ = {(x, t) : x = ϕ(t)} – функцiї vj(t, τ) = Vj(ϕ(t), t, τ), j = 0, N . Цi
функцiї визначаються з системи диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними вигляду

∂3v0
∂τ3

+a0(ϕ(t), t)ϕ′(t)
∂v0
∂τ

−b0(ϕ(t), t)
[
u0(ϕ(t), t)

∂v0
∂τ

+ v0
∂v0
∂τ

]
= 0, (23)

∂3vj

∂τ3
+ a0(ϕ(t), t)ϕ′(t)

∂vj

∂τ
− b0(ϕ(t), t)

[
u0(ϕ, t)

∂vj

∂τ
+
∂v0
∂τ

vj + v0
∂vj

∂τ

]
=

= Fj(t, τ), j = 1, N, (24)

де, як зазначалося вище, при кожному j = 1, N вирази для функцiй

Fj(t, τ) = Fj(t, V0(x, t, τ), . . . , Vj−1(x, t, τ), u0(x, t), . . . , uj(x, t))

∣∣∣∣∣
x=ϕ(t)

визначаються рекурентно.

Рiвняння (23) є квазiлiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнян-
ням зi сталими коефiцiєнтами третього порядку (величина t вважається
параметром). В просторi G0 це рiвняння має єдиний розв’язок, який мо-
жна записати в явному виглядi:

v0(t, τ) = −3
A(ϕ(t), ϕ ′(t), t)
b0(ϕ(t), t)

ch−2

(√
A(ϕ(t), ϕ ′(t), t)

2
(τ + C0)

)
,

де C0 ∈ R – стала iнтегрування, за умови, що

A(ϕ(t), ϕ ′(t), t) = −a0(ϕ(t), t)ϕ′(t) + b0(ϕ(t), t)u0(ϕ(t), t) > 0. (25)

Рiвняння (24) є лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням
зi сталими коефiцiєнтами третього порядку (величина t як i у випадку
рiвняння (23) вважається параметром). Якщо Fj(t, τ) ∈ G0, j = 1, N,
то необхiдною i достатньою умовою iснування в просторi G розв’язку
рiвняння (24) (при кожному j = 1, N) є умова

+∞∫
−∞

Fj(t, τ)v0(t, τ)dτ = 0, j = 1, N, (26)
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яку прийнято називати умовою ортогональностi [1].

Для доведення необхiдної i достатньої умови (26) розв’язностi рiв-
нянь (24) досить при кожному j = 1, N розв’язок рiвняння (24) записати
у виглядi

vj(t, τ) = νj(t)ηj(t, τ) + ψj(t, τ), j = 1, N, (27)

де

νj(t) = [a0(ϕ(t), t)ϕ′(t)− b0(ϕ(t), t)u0x(ϕ(t), t)]−1 lim
τ→−∞

Φj(t, τ),

Φj(t, τ) =

τ∫
−∞

Fj(t, ξ)dξ + Ej(t),

для сталої iнтегрування Ej(t) виконується умова

lim
τ→+∞

Φj(t, τ) = 0;

для ηj(t, τ) ∈ G виконується умова lim
τ→−∞

ηj(t, τ) = 1, i показати, що у

випадку виконання умови (26) функцiя ψj(t, τ) ∈ G0.

Тут, як i вище, t вважається параметром.

Дiйсно, розглянемо допомiжне рiвняння, яке отримане з (24) iнте-
груванням за τ (в межах вiд −∞ до τ):

L1vj = Φj(t, τ), (28)

де

L1 =
d2

dτ2
+ a0(ϕ(t), t)ϕ′(t)− b0(ϕ(t), t)u0(ϕ(t), t)− b0(ϕ(t), t)v0(t, τ) .

З (27), (28) випливає, що функцiя ψj(t, τ), j = 1, N, задовольняє
рiвняння

L1ψj = Φj − νjL1η. (29)

Оскiльки оператор L1 : G∗0 → G∗0 – нетерiв i Ker L∗1 = {v0τ}, то маємо
[13], що розв’язок рiвняння (29) iснує i належить простору G0 тодi i лише
тодi, коли виконується умова ортогональностi

+∞∫
−∞

(Φj − νjL1η) v0τdτ = 0, j = 1, N.
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Остання умова виконується тодi i лише тодi, коли

+∞∫
−∞

Fj(t, τ)v0(t, τ)dτ = 0, j = 1, N.

З умови ортогональностi (26) при j = 1 отримуємо звичайне ди-
ференцiальне рiвняння другого порядку для знаходження функцiї ϕ =
ϕ(t), яка визначає криву розриву Γ:

15 a0(ϕ, t) b0(ϕ, t)
d

dt
A(ϕ,ϕ′, t) + 16 b0x(ϕ, t)A2(ϕ,ϕ′, t)+

+10 [ a0x(ϕ, t) b0(ϕ, t)− 2 a0(ϕ, t) b0x(ϕ, t) v] A(ϕ,ϕ′, t)ϕ′+

+10 b0(ϕ, t) [ b0(ϕ, t)u0x(ϕ, t)− b0x(ϕ, t)u0(ϕ, t) v] A(ϕ,ϕ′, t) = 0. (30)

Рiвняння (30) при досить загальних умовах має розв’язок. Надалi
вважається, що функцiя ϕ = ϕ(t) вiдома. Зауважимо, шо у випадку, коли
a5

0(x, t) = cb60(x, t) при деякiй сталiй c, рiвняння (30) набуває вигляду

ϕ′ = c(a0(ϕ, t))1/3.

4.2 Побудова сингулярної частини асимптотики
в околi кривої розриву

Для продовження функцiй vj(t, τ), j = 0, N , з кривої Γ в деякий її 2µ–
окiл – область Ωµ(Γ) = {(x, t) : |x− ϕ(t)| < 2µ} скористаємося зображе-
нням (27).

Функцiя vj(t, τ) = Vj(ϕ(t), t, τ), j = 0, N , з кривої Γ в область Ωµ(Γ)
продовжується згiдно формули

Vj(x, t, τ) = wj(x, t)ηj(t, τ) + ψj(t, τ), j = 1, N, (31)

де wj(x, t), j = 1, N , є розв’язком задачi Кошi

Λwj(x, t) = f−j (x, t), (32)

wj(x, t)

∣∣∣∣∣
Γ

= νj(t), j = 1, N, (33)

Λ = a0(x, t)
∂

∂t
+ b0(x, t)u0(x, t)

∂

∂x
+ b0(x, t)

∂u0(x, t)
∂x

,
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f−1 (x, t) = 0; вирази для f−j (x, t), j = 1, N , рекурентно визначаються
через функцiї f−k (x, t), k = 1, j − 1.

Рiвняння (32) отримано з асимптотичної рiвностi (5), пiсля пiдста-
новки зображення (31) в (5) та спрямування τ → −∞.

4.2.1 Iснування розв’язку допомiжної задачi Кошi

Розглянемо задачу Кошi (32), (33). Нехай виконується умова

|a0(x, t)|+ |u0(x, t)b0(x, t)|+

+
∣∣∣∣f−j (x, t)− b0(x, t)

∂u0(x, t)
∂t

wj

∣∣∣∣ 6= 0, (x, t, wj) ∈ R× [0;T ]×R. (34)

Згiдно умови A(ϕ(t), t) > 0 крива Γ трансверсальна характеристикам
рiвняння (32). Тому розв’язок задачi Кошi (32), (33) iснує [4, 5] в деякому
околi кривої Γ.

Розглянемо задачу Кошi (32), (33) у випадку, коли функцiї a0(x, t),
b0(x, t), u0(x, t) допускають факторизацiю за змiнними x, t, тобто, коли
виконуються умови теореми 2.

Для уточнення радiуса околу, в якому iснує розв’язок задачi Кошi
(32), (33), застосуємо метод характеристик. Тодi при кожному j = 1, N
загальний розв’язок wj = wj(x, t) рiвняння (32) можна записати у неяв-
ному виглядi за допомогою спiввiдношення

Φj(φ(x, t), ψ(x, t, wj)) = 0, (35)

де функцiї φ(x, t), ψ(x, t, wj) мають вигляд (19), (20).

Для знаходження розв’язку задачi Кошi (32), (33) потрiбно при ко-
жному j = 1, N серед всiх функцiй вигляду (35) знайти таку функцiю
Φj(φ, ψ), яка б визначала розв’язок рiвняння (32) i графiк якого прохо-
дить через криву wj |x=ϕ(t) = νj(t), j = 1, N .

Розглянемо значення перших iнтегралiв (19), (20) системи рiвнянь
для характеристик (14), (15) при x = ϕ(t). Маємо:

φ(ϕ(t), t) = ρ(t)− %(ϕ(t)) = c1, (36)

ψ(ϕ(t), t, wj |x=ϕ(t)) =
u01(ϕ(t))
u01(x0)

νj −
σ(ϕ(t), t)

u01(x0)u02(t)
= c2. (37)
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Вважаючи в (36), (37) c1, c2 змiнними величинами, а t – параметром,
при кожному j = 1, N виключаємо з системи (36), (37) параметр t i при-
ходимо до спiввiдношення Φj(c1, c2) = 0, тим самим знаходячи потрiбну
функцiю Φj(φ, ψ), за допомогою якої записується у неявному виглядi
розв’язок задачi Кошi (32), (33). Зауважимо, що при кожному j = 1, N
функцiї Φj(φ, ψ) є, взагалi кажучи, рiзними.

5 Основний результат

Основний результат статтi можна сформулювати таким чином.

Теорема 3. Нехай виконуються умови

1. функцiї a0(x, t), b0(x, t) та u0(x, t) є нескiнченно диференцiйовними
на множинi R×[0;T ] i можуть бути записанi у виглядi a0(x, t) =
a01(x)a02(t) 6= 0, b0(x, t) = b01(x)b02(t) 6= 0, u0(x, t) = u01(x)u02(t) 6=
0;

2. рiвняння (30) має такий нескiнченно диференцiйовний розв’язок
ϕ = ϕ(t), t ∈ [0;T ], що виконується умова (25);

3. задача Кошi (32), (33) має нескiнченно диференцiйовний розв’язок,
визначений для всiх (x, t) ∈ R× [0;T ].

Тодi асимптотичний розв’язок рiвняння (5) має зображення

YN (x, t, ε) = (38)

=



N∑
j=0

εj [uj(x, t) + Vj(x, t, τ)] , (x, t) ∈ Ωµ(Γ),

u0(x, t) +
N∑

j=1
εj
[
uj(x, t) + w−j (x, t)

]
, (x, t) ∈ D−\Ωµ(Γ),

N∑
j=0

εjuj(x, t), (x, t) ∈ D+\Ωµ(Γ),

де
D− = {(x, t) ∈ R× [0;T ] : ϕ(t)− x ≥ µ},

D+ = {(x, t) ∈ R× [0;T ] : x− ϕ(t) ≤ µ}.

При цьому функцiя (38) задовольняє асимптотичну рiвнiсть (5)
при τ → −∞ з точнiстю O(εN+2).
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Зауваження 4. Якщо розв’язок задачi Кошi (32), (33) визначений
лише в областi Ωµ(Γ), то функцiя

YN (x, t, ε) =
N∑

j=0

εj [uj(x, t) + Vj(t, τ)] , (x, t) ∈ R× [0;T ]

задовольняє асимптотичну рiвнiсть (5) при τ → −∞ з точнiстю O(εN+1).

6 Висновки

Розглянуто алгоритм побудови асимптотичного однофазового солiтоно-
подiбного розв’язку для сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де
Фрiза для випадку, коли коефiцiєнти рiвняння залежать як вiд просто-
рової, так i вiд часової змiнних. Детально проаналiзовано випадок, коли
головнi члени асимптотичних розкладiв для коефiцiєнтiв рiвняння i ре-
гулярної частини асимптотичного розв’язку факторизуються за незале-
жними змiнними.
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Singular perturbed Korteweg-de Vries equation with variable coefficients
depending on both independent variables are studied. Asymptotic one phase
soliton type solutions to the equation are built.


