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Описано всеможливi зображення алгебр Пуанкаре та конфор-
мної алгебри, вiдносно яких iнварiантнi рiвняння, якi є нелiнiй-
ними узагальненями рiвнянь електродинамiки. Одержанi результа-
ти класифiкацiї застосовано для опису класiв рiвнянь, iнварiантних
вiдносно даних алгебр.

1 Вступ

При описаннi процесiв електродинамiки використовується рiвняння

ΠµΠµu = 0, (1)

де Πµ = ∂µ − eAµ, e — стала, Aµ = Aµ(x), u = u(x) — довiльнi гладкi
функцiї, x = x(x0, x1, x2, x3), µ = 0, 3. Пiдняття та опускання iндексу
здiйснюється за допомогою метричного тензору gµν . Таким чином рiв-
няння (1) має вигляд

�u− 2eAµuµ − eu∂µAµ + e2uAµA
µ = 0. (2)
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Максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (2) є алгебра

∂µ, Iµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + Sµν , D = xµ∂µ −Aµ∂Aµ ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνSµν + 2

e∂Aµ ,
Q∞ = a(x)u∂u + 1

eaµ(x)∂Aµ ,
(3)

де a(x) — довiльна гладка функцiя,

Sµν = Aµ∂Aν −Aν∂Aµ , µ, ν = 0, 3. (4)

Узагальнимо рiвняння (2) наступним рiвнянням

�u+ F 1(u)Aµuµ + F 2(u)∂µAµ + F 3(u)AµA
µ = 0, (5)

де F a = F a(u) — довiльнi гладкi функцiї, що одночасно не рiвнi нулю,
a = 1, 3.

Зауважимо, що рiвняння (5) замiною

Aµ → ψ(u)Bµ (6)

зводиться до еквiвалентного рiвняння

�u+ Φ1(u)Bµuµ + Φ2(u)∂µBµ + Φ3(u)BµB
µ = 0,

де Φa,Bµ — довiльнi гладкi функцiї, причому Φ1 = ψF 1+ψ̇F 2, Φ2 = ψF 2,
Φ3 = ψ2F 3. Отже, перетворення (6) є перетвореннями еквiвалентностi
рiвняння (5).

2 Необхiднi умови iнварiантностi рiвняння
електродинамiки вiдносно розширеної алгебри
Пуанкаре та конформної алгебри

Розглянемо задачу: знайти такi функцiї F a, при яких рiвняння (5) з то-
чнiстю до перетворень еквiвалентностi (6) iнварiантне вiдносно алгебри
Пуанкаре та її розширень операторами масштабних та конформних пе-
ретворень. Результати класифiкацiї сформулюємо у виглядi наступних
тверджень.

Теорема 1. Основна алгебри Лi iнварiантностi рiвняння (5) є алгебра

A0 =
〈
∂µ =

∂

∂xµ
, Iµν = xµ∂

ν − xν∂
µ + Sµν , D = xµ∂µ −Aµ∂Aµ

〉
, (7)

де Sµν задаються формулами (4).
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Доведення. Визначимо основну алгебру симетрiї рiвняння (5), тобто
знайдемо максимальну алгебру iнварiантностi рiвняння (5) при довiль-
них функцiях F a. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi [1],
[2]. Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi рiвняння (5) має
вигляд:

X = ξµ(x, u,A)∂µ + η(x, u,A)∂u + ηµ(x, u,A)∂Aµ , (8)

µ = 0, 3. З умови iнварiантностi

X̃S |S=0= 0, (9)

де X̃ — продовження оператора X, S — лiва частина рiвняння (5), одер-
жуємо систему визначальних рiвнянь для визначення координат опера-
тора (8) та функцiй F a:

ξµ
u = 0, ξµ

Aν = 0, ξµ,ν + ξν,µ = 2gµνξ00 ,
ηAµ = 0, ηuu = 0, ηµ

AνAγ = 0;
(10)

gµνηḞ 2 + (gµν(2ξ00 − ηu) + gνσησ
Aµ − gµσξν

σ)F 2 = 0,
gµνAµηḞ 1 + ((2gµνξ00 − gµσξν

σ)Aµ + gµνηµ)F 1 + gµνηµ
uF 2+

+2gνσησu −�ξν = 0,
gµνAµAνηḞ 3 + (gµνAµAν(2ξ00 − ηu) + 2gµνAνηµ)F 3 + gµνηµ

νF 2+
+gµνηνA

µF 1 + �η = 0.

(11)

Розв’язуючи рiвняння (10) визначальної системи, одержимо

ξµ = −bµx2 + xµ(2bx+ æ) + cµνx
ν + dµ,

η = a(x)u+ p(x),
ηµ = ανµ(x, u)Aν + βµ(x, u),

(12)

де bµ, æ, cµν , dµ — довiльнi сталi, причому cµν = −cνµ, a(x), p(x),
αµν(x, u), βµ(x, u) — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставииши ηµ в рiвня-
ння (11) та розщепивши по степеням функцiй Aµ, маємо

gµνηḞ 1 + (2gµνξ00 − gµσξν
σ + gνσαµσ)F 1 + gσναµσ

u F 2 = 0,
gµνηḞ 2 + (2gµνξ00 − gµσξν

σ + gνσαµσ − gµνηu)F 2 = 0,
gµνηḞ 3 + (2gµνξ00 + gνσαµσ + gµσανσ − gµνηu)F 3 = 0;

(13)

gµνηνF
1 + gνσαµν

σ F 2 + 2gµνβνF 3 = 0,
gµνβνF 1 + gµνβµ

uF 2 = �ξµ − 2gµνaν ,
gµνβµ

νF 2 = −�η.
(14)
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При довiльних функцiях F a системи (13), (14) задовольняються лише
при наступних умовах:

�ξµ = 0, η = 0, βν = 0, ανµ
σ = 0,

2gµνξ00 − gµσξν
σ + gνσαµσ = 0,

2gµνξ00 + gνσαµσ + gµσανσ = 0.
(15)

Загальним розв’язком системи (15) є функцiї

ξµ = æxµ + cµνx
ν + dµ, η = 0, ηµ = æAµ + cµνAν . (16)

Iнфiнiтезимальний оператор (8) з координатами (16) породжує алгебру,
базиснi елементи якої мають вигляд (7).

Теорему 1 доведено.

Поставимо задачу: визначити при яких функцiях F a вiдбувається
розширення ядра симетрiї (7), розширеною алгеброю Пуанкаре AP1(1, 3)
та конформною алгеброю AC(1, 3).

Теорема 2. Якщо рiвняння (5) iнварiантне вiдносно розширеної алге-
бри Пуанкаре AP1(1, 3), то її базиснi елементи з точнiстю до перетво-
рень еквiвалентностi (6) мають вигляд

∂µ, Iµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + Sµν ,
D = xµ∂µ + (nu+m)∂u −Aµ∂Aµ ,

(17)

де n, m — довiльнi сталi, Sµν задаються формулами (4).

Теорема 3. Якщо рiвняння (5) iнварiантне вiдносно конформної алге-
бри AC(1, 3), то її базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквi-
валентностi (6) мають вигляд

∂µ, Iµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + Sµν ,
D = xµ∂µ + (nu+m)∂u −Aµ∂Aµ ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνSµν + kµσνf(u)Aν∂Aσ + hµν∂Aν ,

(18)

де Sµν задаються формулами (4), hµν =
{
hµν(u), n = m = 0,
hµν , |n|+ |m| 6= 0,

f(u) =


0, n = m = 0,
eu, n = 0,m = 1,
u, n 6= 0,m = 0,

hµν(u) — довiльнi гладкi функцiї, hµν ,

kµνσ — довiльнi сталi.
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Доведення теорем 2, 3 проведемо одночасно. Якщо рiвняння (5) iнва-
рiантне вiдносно алгебри Пуанкаре AP (1, 3), то з системи визначальних
рiвнянь (10) випливає, що елементи даної алгебри мають вигляд

∂µ, Jµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + (aµν(x)u+ pµν(x)) ∂u+
+(αµνγσ(x, u)Aγ + βµνσ(x, u)) ∂Aσ ,

(19)

де aµν , pµν , αµνγσ, βµνσ — довiльнi гладкi функцiї, якi визначаються iз
умов комутування

[∂µ, ∂ν ] = 0, [∂µ, Jνγ ] = gµν∂γ − gµγ∂ν ,
[Jµν , Jγσ] = gµσJνγ + gνγJµσ − gµγJνσ − gνσJµγ .

(20)

Iз комутацiйних спiввiдношень

[∂µ, Jνγ ] = gµν∂γ − gµγ∂ν + (aνγ,µ(x)u+ pνγ,µ(x)) ∂u+

+
(
ανγθσ,µ(x, u)Aθ + βνγσ,µ(x, u)

)
∂Aσ = gµν∂γ − gµγ∂ν

випливає, що ∂µaνγ = ∂µpνγ = ∂µανγθσ = ∂µβνγσ = 0. Таким чином
aνγ = aνγ , p

νγ = pνγ , де aνγ , pνγ — довiльнi сталi, ανγθσ = ανγθσ(u), βνγσ =
ανγθσ(u) — довiльнi гладкi функцiї. Отже, оператор Jµν має вигляд

Jµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + (aµνu+ pµν) ∂u + (αµνγσ(u)Aγ + βµνσ(u)) ∂Aσ .

Вимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень для операторiв
Jµν , Jγσ, одержимо

gµσpνγ + gνγpµσ − gµγpνσ − gνσpµγ = 0,
gµσaνγ + gνγaµσ − gµγaνσ − gνσaµγ = 0;

(21)

(aµνu+ pµν)α̇γσεθ − (aγσu+ pγσ)α̇µνεθ − αµντθαγσετ+
+αµνεταγστθ = gµσανγεθ + gνγαµσεθ − gµγανσεθ − gνσαµγεθ;

(22)

(aµνu+ pµν)β̇γσθ − (aγσu+ pγσ)β̇µνθ − αµντθβγστ+
+αγστθβµντ = gµσβνγθ + gνγβµσθ − gµγβνσθ − gνσβµγθ.

(23)

Не важко переконатися, що виконання умов (21) можливе лише при
pµν = aµν = 0, тодi рiвняння (22), (23) перепишуться наступним чином

−αµντθαγσετ + αµνεταγστθ =
= gµσανγεθ + gνγαµσεθ − gµγανσεθ − gνσαµγεθ;

(24)
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−αµντθβγστ + αγστθβµντ =
= gµσβνγθ + gνγβµσθ − gµγβνσθ − gνσβµγθ.

(25)

Отже, зображення оператора Jµν має вигляд

Jµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + (αµνγσ(u)Aγ + βµνσ(u)) ∂Aσ .

Вимагаючи iнварiантнiсть рiвняння (5) вiдносно алгебри Пуанкаре
AP (1, 3), iз системи (11), отримаємо

gνσησ
Aµ = gµσξν

σ,

звiдки, враховуючи (12), одержимо

αµνγσ = gµγδνσ − gνγδµσ. (26)

Тодi з системи рiвнянь (25) одержимо

βµνγ = 0. (27)

Враховуючи (27), (26), знаходимо зображення операторiв Jµν :

Jµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + (gµγδνσ − gνγδµσ)Aγ∂Aσ .

Базиснi елементи алгебри Пуанкаре (19), доповненi операторами мас-
штабних перетворень

D = xµ∂µ + (N(x)u+M(x))∂u + (ϕµν(x, u)Aν + ψµ(x, u))∂Aµ (28)

при умовах
[∂µ, D] = ∂µ, [Jµν , D] = 0, (29)

утворюють розширену алгебру Пуанкаре

AP1(1, 3) = 〈∂µ, Jµν , D〉 . (30)

Зауважимо, що зображення оператора (28) є самим загальним в класi
операторiв, координати яких задовольняють визначальнi рiвняння (10).
У даному випадку, використовуючи комутацiйнi спiввiдношення (29),
одержимо

[∂µ, D] = ∂µ + (Nµ(x)u+Mµ(x)) ∂u +
(
ϕγν

µ (x, u)Aν + ψγ
µ(x, u)

)
∂Aγ = ∂µ,

тобто Nµ = Mµ = ϕγν
µ = ψγ

µ = 0. Таким чином N(x) = n,M(x) = m, де n,
m — довiльнi сталi, ϕγν = ϕγν(u), ψγ = ψγ(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Отже,

D = xµ∂µ + (nu+m)∂u + (ϕµν(u)Aν + ψµ(u))∂Aµ .
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З комутацiйних спiввiдношень
[Jµν , D] =

(
αµνγσAγϕθσ − (ϕεγAγ + ψε)αµνεθ

)
∂θ = 0

приходимо до висновку, що

αµνεθϕεγ − αµνγσϕθσ = 0,
αµνεθψε = 0.

(31)

З рiвнянь (31) випливає, що

ϕµν = k(u)δµν ,
ψµ = 0.

(32)

Таким чином зображення оператора D має вигляд

D = xµ∂µ + (nu+m)∂u + k(u)Aν∂Aν . (33)

З точнiстю до перетворень (6) оператор (33) при k 6= 0 еквiвалентний
оператору

D = xµ∂µ + (nu+m)∂u −Aν∂Aν .

Елементи розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3), доповненi опера-
торами конформних перетворень

Kµ = 2xµD− x2∂µ + (Lµ(x)u+Pµ(x))∂u + (Gµσν(x, u)Aν +Hµσ(x, u))∂Aσ

при умовах

[∂µ,Kν ] = 2(gµνD − Jµν), [Kµ, Jνγ ] = gµνKγ − gµγKν ,
[D,Kµ] = Kµ, [Kµ,Kν ] = 0,

(34)

утворюють конформну алгебру

AC(1, 3) = 〈∂µ, Jµν , D, Kµ〉 . (35)

Зауважимо, що зображення операторiв Kµ є самим загальним в класi
операторiв, координати яких задовольняють визначальнi рiвняння (10).
Bимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень мiж операторами ∂µ,
Kν , отримаємо

Lν
µ = 0, P ν

µ = 0, Gνσγ
µ = 2(δµγδνσ − gνγgµσ), Hνσ

µ = 0. (36)

Розв’язком системи рiвнянь (36) є функцiї

Lν = lν , P ν = pν ,
Gνσγ = 2(gµγδνσ − gνγδµσ)xµ + kνσγ(u), Hνσ = hνσ(u),

(37)
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де lν , pν — довiльнi сталi, hνσ(u), kνσγ(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Враховуючи (37) одержимо зображення операторiв конформних пере-
творень

Kν = 2xνD − x2∂ν + (lνu+ pν)∂u+
+

(
(2(gµγδνσ − gνγδµσ)xµ + kνσθ)Aθ + hνσ

)
∂Aσ .

Вимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень (34) для операторiв
розширеної алгебри Пуанкаре та операторiв конформних перетворень,
одержимо умови, яким повиннi задовольняти функцiї kµσθ, hµσ:

(nu+m)k̇µσθ − kµσθ = 0,
(nu+m)ḣµσ = 0,
pµ = 0, lµ = 0.

(38)

При розв’язуваннi системи рiвнянь (38) виникають три суттєво рiзнi ви-
падки:
1. Якщо n = m = 0, тодi kµσθ = 0, hµσ = hµσ(u) — довiльнi функцiї i
D = xµ∂µ −Aµ∂Aµ ,
Kν = 2xνD − x2∂ν + 2(gµγδνσ − gνγδµσ)xµAγ∂Aσ + hνσ(u)∂Aσ .
2. При n = 0,m 6= 0, маємо kµσθ(u) = kµσθe

u, hµσ(u) = hµσ, kµσθ, hµσ —
довiльнi сталi. Таким чином
D = xµ∂µ + ∂u −Aµ∂Aµ ,
Kν = 2xνD − x2∂ν + ((2(gµγδνσ − gνγδµσ)xµ + kνσγe

u)Aγ + hνσ)∂Aσ .
3. Коли n 6= 0,m = 0, то розв’язком системи рiвнянь є функцiї kµσθ =
kµσθu, h

µσ(u) = hµσ, kµσθ, hµσ — довiльнi сталi. Отже, оператори D i Kν

мають вигляд
D = xµ∂µ + u∂u −Aµ∂Aµ ,
Kν = 2xνD − x2∂ν + ((2(gµγδνσ − gνγδµσ)xµ + kνσγu)Aγ + hνσ) ∂Aσ .

Таким чином, якщо рiвняння (5) iнварiантне вiдносно розширеної
алгебри Пуанкаре AP1(1, 3), то її базиснi елементи мають вигляд (17);
якщо рiвняння (5) iнварiантне вiдносно конформнї алгебри AC(1, 3), то
її базиснi елементи мають вигляд (18).

Теореми 2,3 доведено.

3 Достатнi умови iнварiантностi рiвняння (5)
вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре
та конформної алгебри

Теореми 2, 3 є лише необхiдною умовою iнварiантностi рiвняння (5) вiд-
носно розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3) та конформної алгебри
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AC(1,3), оскiльки в них одержано лише зображення даних алгебр, але
не вказано вигляд нелiнiйностей F a. Вигляд функцiй F a, при яких рiвня-
ння (5) буде конформно-iнварiантним, визначається в наступних тверд-
женнях.

Теорема 4. Рiвняння (5) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(6) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3), базиснi
елементи якої задаються операторами:

∂µ, Iµν = xµ∂
ν − xν∂

µ + Sµν , D = xµ∂µ + (nu+m)∂u −Aµ∂Aµ , (39)

де |m|+ |n| 6= 0, Sµν задаються формулами (4), тодi i тiльки тодi, коли
1.F a = λa, де λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, причому n = 0,m 6= 0.
2.F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, причому n 6= 0,m = 0.

Доведення. Визначимо, коли рiвняння (5) буде iнварiантне вiдносно
розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3). З теореми 2 випливає, що якщо
рiвняння (5) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре, то її
базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (6) мають
вигляд (17). Знайдемо функцiї F a, при яких рiвняння (5) буде iнварiан-
тне вiдносно даної алгебри.

Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора

ξµ = cµνx
ν + æxµ + dµ, η = æ(nu+m)δµνA

ν , ηµ = (cµν − æ)δµνA
µ,

де cµν = −cνµ, æ, dµ — довiльнi сталi, в систему визначальних рiвнянь
(13), (14), пiсля спрощень отримаємо систему диференцiальних рiвнянь:

(nu+m)Ḟ 1 = 0, (nu+m)Ḟ i − nF i = 0, i = 2, 3. (40)

З вигляду рiвнянь системи (40) випливає, що її розв’язки залежать вiд
значень сталих n i m.

При n = 0, m 6= 0 система диференцiальних рiвнянь (40) набуває
вигляду

Ḟ a = 0, a = 1, 3. (41)

Розв’язавши рiвняння (41), одержуємо F a = λa, λa — довiльнi сталi,
a = 1, 3. Даний результат спiвпадає з пунктом 1 теореми 4.

У випадку n 6= 0, m = 0 система (40) має вигляд

Ḟ 1 = 0,
uḞ i = F i, i = 2, 3.

(42)
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Розв’язком даної системи є функцiї F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, де
λa — довiльнi сталi, a = 1, 3. Таким чином одержали функцiї пункту 2
теореми 4.

Якщо n 6= 0, m 6= 0, то iз системи рiвнянь (40) маємо F 1 = λ1,
F 2 = λ2(nu+m), F 3 = λ3(nu+m). Не важко переконатися, що замiною
u = w − m

n даний випадок зводиться до результату у випадку n 6= 0,
m = 0.

Теорему 4 доведено.

Зауваження. У теоремi 4 накладена умова |m| + |n| 6= 0, оскiльки ви-
падок n = m = 0 розглянутий в теоремi 1.

Теорема 5. Рiвняння (5) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(6) iнварiантне вiдносно конформної алгебри AC(1, 3), базиснi елемен-
ти якої задаються операторами (18), тодi i тiльки тодi, коли
1. F 1, F 2 — довiльнi гладкi функцiї, F 3 = F 1F 2

2 , причому n = m = 0,
hµν(u) = − 4

F 1 δµν , kµσν = 0.
2. F a = λa, λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ1 6= 0, причому n = 0,
m = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1

, hµν(u) = − 4
λ1
δµν , kµσν = 0.

3. F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ2
1−4λ3 6=

0, причому m = 0, n = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1−4λ3

, hµν(u) = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

δµν , kµσν = 0.
4. Рiвняння (5) спiвпадає з рiвнянням (2), причому m = 0, n ∈ R,
hµν(u) = 2

e (n+ 1)δµν , kµσν = 0.

Доведення. Якщо рiвняння (5) iнварiантне вiдносно конформної ал-
гебри, то, як показано в теоремi 3, базиснi елементи даної алгебри з
точнiстю до перетворень еквiвалентностi (6) мають вигляд (18). Для ко-
жного з отриманих в теоремi 3 зображень конформної алгебри знайдемо
функцiї F a, при яких рiвняння (5) буде iнварiантне вiдносно даної алге-
бри.

Оскiльки конформна алгебра AC(1, 3) мiстить у собi розширену ал-
гебру Пуанкаре AP1(1, 3), то використаємо результати теорем 1, 4.

Розглянемо зображення конформної алгебри при n = 0, m = 0. У да-
ному випадку згiдно теореми 4 F a = F a(u) — довiльнi функцiї, a = 1, 3.
Пiдставивши координати iнфiнiтeзимального оператора

ξµ = −bµx2 + (2bx+ æ)xµ + cµνx
ν + dµ, η = 0,

ηµ = (cµγ − (2bx+ æ)δµγ + 2bγxµ − 2bµxγ)Aγ + bαhαµ,
(43)
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де bµ, æ, cµν = −cνµ, dµ — довiльнi сталi, у систему визначальних рiвнянь
(13), (14) отримаємо

hµν = − 4
F 1

δµν , F 3 =
1
2
F 1F 2. (44)

Таким чином рiвняння (5), iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 3), оператори якої мають зображення (18) при n = 0, m = 0,
має вигляд

�u+ F 1(u)Aµuµ + F 2(u)∂µAµ +
1
2
F 1(u)F 2(u)AµA

µ = 0.

Перший пункт теореми доведено.

Якщо n = 0, m 6= 0, то координати iнфiнiтeзимального оператора
мають вигляд

ξµ = −bµx2 + (2bx+ æ)xµ + cµνx
ν + dµ, η = m(2bx+ æ),

ηµ = (cµγ − (2bx+ æ)δµγ + 2bγxµ − 2bµxγ + bσkµσγe
u
m )Aγ+

+bαhαµ(u).
(45)

Згiдно теореми (4) функцiї F a = λa. Пiдставивши функцiї ξµ, η, ηµ,
ηµ, F a у систему визначальних рiвнянь (13), (14), одержимо наступну
систему рiвнянь для визначення hµν , kµσγ :

λ3h
σµ = −(λ1m+ 2λ2)δσµ, λ1h

σµ = −4δσµ, kµσγ = 0. (46)

Iз умов (46) випливає, що λ1 6= 0,m = 2(2λ3−λ1λ2)
λ2
1

, hσµ = − 4
λ1
δµσ, тобто

одержуємо результат пункту 2 теореми 5.

Нехай n 6= 0, m = 0, тодi згiдно теореми (4) F 1 = λ1, F 2 = λ2u,
F 3 = λ3u.

Якщо n 6= 0, m = 0, то координати iнфiнiтeзимального оператора
мають вигляд

ξµ = −bµx2 + (2bx+ æ)xµ + cµνx
ν + dµ, η = n(2bx+ æ)u,

ηµ = (cµγ − (2bx+ æ)δµγ + 2bγxµ − 2bµxγ + bνkνµγu)Aγ + bαhαµ,
(47)

У даному випадку iз системи визначальних рiвнянь (13), (14) одержимо

λ1h
µν = −4(n+ 1)δµν , λ3h

µν = −4(nλ1 + 2λ2)δµν , kνµγ = 0, (48)

звiдки випливає, що
a) якщо λ1 = 0, λ3 6= 0, то n = −1, hµν = −2λ2

λ3
δµν ;

б) у випадку λ1 6= 0, λ3 = 0 маємо
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n = −2λ2
λ3

, hµν = −4(n+1)
λ1

δµν ;
в) при λ1 6= 0, λ3 6= 0 отримуємо, що

n = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1−4λ3

, hµν = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

δµν , λ2
1 − 4λ3 6= 0.

Об’єднавши випадки а, б, в, одержимо пункт 3 теореми 5.

Якщо, λ2
1 − 4λ3 = 0, то hµν = 2(n+1)

λ2
δµν , причому у цьому випадку

λ1 = 2λ2, λ3 = λ2
2, тобто рiвняння (5) має вигляд (2) при λ2 = −e.

Теорему 5 доведено.

4 Конформна iнварiантнiсть деяких систем
електродинамiки

Узагальнимо рiвняння (2) системою рiвнянь

�u+ F 1(u)Aµuµ + F 2(u)∂µAµ + F 3(u)AµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = Ψµ(u,A),

(49)

де F a = F a(u), Ψµ = Ψµ(u,A) — довiльнi гладкi функцiї, причому фун-
кцiї F a одночасно не рiвнi нулю, a = 1, 3, µ = 0, 3.

В роботi [3] дослiджено задачу, при яких F a,Ψµ система (49) iнва-
рiантна вiдносно алгебри AP1(1, 3). В роботi [4] встановлено конформну
iнварiантнiсть системи рiвнянь електродинамiки у випадку спiнорного i
векторного полiв. Знайдемо такi функцiї F a,Ψµ, при яких система (49)
є iнварiантною вiдносно конформної алгебри AC(1, 3). Справедливе на-
ступне твердження.

Теорема 6. Система диференцiальних рiвнянь (49) iнварiантна вiд-
носно конформної алгебри AC(1,3), базиснi елементи якої задаються
операторами вигляду (18), тодi i тiльки тодi, коли вона еквiвалентна
однiй iз наступних систем

�u+ 2λ1A
µuµ + λ1u∂

µAµ + λ2uAµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = AνA

νϕ(w)Aµ,
(50)

де w = AνAν

u2 , причому kµσν = 0, n = −1, m = 0, hµν = 0, ϕ = ϕ(w) —
довiльнi гладкi функцiї;

�u+ 2λAµuµ + F∂µAµ + λFAµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = 0,

(51)
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причому n = 0, m = 0, kµσν = 0, hµν(u) = hδµν , h = − 2
λ , F = F (u) —

довiльна гладка функцiя, λ — довiльна стала;

�u+ λ1A
µuµ + λ2∂

µAµ + λ3AµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = 0,

(52)

причому n = 0, m = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1

, kµσν = 0, hµν(u) = hδµν , h = − 4
λ1

, λa

— довiльнi сталi;

�u+ λ1A
µuµ + λ2u∂

µAµ + λ3uAµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = 0,

(53)

причому n = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1−4λ3

, m = 0, kµσν = 0, hµν(u) = hδµν , h =

−4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

, λa — довiльнi сталi;

�u− 2eAµuµ − eu∂µAµ + e2uAµA
µ = 0,

�Aµ − ∂µ∂
νAν = 0,

(54)

причому n ∈ R, m = 0, kµσν = 0, hµν(u) = hδµν , h = 2
e (n + 1), e —

довiльна стала.

Доведення. Застосувавши критерiй iнварiантностi, отримаємо систему
визначальних рiвнянь для визначення невiдомих функцiй, яка склада-
ється iз систем рiвнянь (13), (14) та рiвнянь

Aνψα
Aν − (nu+m)ψα

u = 3ψα,
Asψα

Aσ −Aσψα
As + gαsψσ − gασψs = 0,

ḣ(u) = 0, hψα
As = 0.

(55)

Звiдки
h — стала, ψµ = ψ(u, ω)Aµ, ω = AµA

µ, (56)

2ωψω − (nu+m)ψu = 2ψ,
hψ = 0.

(57)

Згiдно теореми 5 для першого рiвняння системи (49) iснує чоти-
ри можливих зображення алгебри iнварiантностi конформної алгебри
AC(1, 3).

Нехай h = 0, тодi iз теореми 5 випливає, що m = 0, λ1 = 2λ2, n = −1;
функцiю ψ визначимо iз рiвняння

2ωψω + uψu = 2ψ.
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Загальним розв’язком даного рiвняння є функцiя ψ = ωϕ(w), де w = ω
u2 ,

ϕ = ϕ(w) — довiльна гладка функцiя. Таким чином система (49) набуває
вигляду (50), що i потрiбно було показати.

Якщо h 6= 0, то з (57) випливає, що ψ = 0. Використавши теорему (5),
одержимо:
а) h = − 4

λ1
при F 1 = λ1, F 2 = F (u), F 3 = λ1F (u)

2 , де λ1 — довiльна
стала, F (u) — довiльна гладка функцiя, причому m = n = 0, при цьому
система (49) має вигляд (51);
б) при F a = λa, де λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ1 6= 0, система (49)
набуває вигляду (52) при цьому n = 0, m = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1

, hµν = − 4
λ1
δµν ;

в) система (49) має вигляд (53), якщо F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, λa

— довiльнi сталi, a = 1, 3, λ2
1− 4λ3 6= 0, причому m = 0, n = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1−4λ3

,

h = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

;
г) система (49) спiвпадає iз системою (54), причому m = 0, n ∈ R,
h = 2

e (n + 1) у випадку коли перше рiвняння системи (49) має вигляд
(2).

Теорему 6 доведено.

Якщо рiвняння (5) узагальнити системою рiвнянь

�u+ F 1(u)Aµuµ + F 2(u)∂µAµ + F 3(u)AµA
µ = 0,

�Aµ = ψµ(u,A),
(58)

то спаведливий наступний результат.

Теорема 7. Система диференцiальних рiвнянь (58) не є конформно-
iнварiантною.

Доведення. Згiдно критерiю Лi, дiючи другим продовженням iнфiнiте-
зимального оператора на кожне з рiвнянь системи (58) та перейшовши
на многовид системи (58), пiсля розщеплення по похiдних отримуємо
систему визначальних рiвнянь, яка складається iз рiвнянь (13), (14) та
рiвнянь

ηµ
uAαF 1 = 2ηµ

αu; (59)

gµνηα
uF

2 = 2gνβηα
βAµ − δαµ2ξν ; (60)

ηα
uAµA

µF 3 = −ηψα
u − ηνψα

Aν + ηα
Aνψν − 2ξ00ψ

α. (61)
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Iз рiвнянь (13), (14), як показано в теоремах 3, 5, випливає, що коорди-
нати iнфiнiтeзимального оператора мають наступний вигляд

ξµ = −bµx2 + (2bx+ æ)xµ + cµνx
ν + dµ,

η = (2bx+ æ)(nu+m),
ηµ = (cµγ − (2bx+ æ)δµγ + 2bγxµ − 2bµxγ)Aγ − bνhνµ(u),

(62)

де hµν задовольняють умовi теореми 6, bµ, æ, cµν = −cνµ, dµ — довiльнi
сталi, F 1(u) 6= 0. Для всiх зображень hµ

αu = 0, тодi iз рiвнянь (59) випли-
ває, що hµ

u = 0, а iз рiвняння (60) одержимо рiвнiсть

bs(δµsδαν − gαsgµν) = 0. (63)

Оскiльки (63) виконується лише при bs = 0, то звiдси випливає, що
система рiвнянь (58) не є конформно-iнварiантною, що i потрiбно було
показати.

Теорема 7 доведена.

5 Висновки

У данiй роботi описано всеможливi зображення конформної алгебри, вiд-
носно якої iнварiантнi нелiнiйнi рiвняння електродинамiки вигляду (1).
Одержанi результати класифiкацiї застосовано для дослiдження симе-
трiйних властивостей нелiнiйного рiвняння (5) та системи рiвнянь (49),
яка є узагальненням рiвняння електродинамiки (1). Встановлено, що в
класi систем рiвнянь (49) тiльки системи (50)–(54) є iнварiантними вiд-
носно конформної алгебри (18). Доведено, що система диференцiаль-
них рiвнянь (58), яка є узагальненням рiвняння (1), не є конформно-
iнварiантною.

[1] Овсянников Л. В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. — М.:
Наука, 1978. — 400 с. — English translation: Ovsiannikov L.V. Group analysis
of differential equations. — New York : Academic Press, 1982. — 400 p.

[2] Фущич В. И., Штелень В. М., Серов Н. И. Симметрийный анализ и точ-
ные решения уравнений нелинейной математической физики. — К.: Наук.
думка, 1989. — 339 с.

[3] Панчак О. А. Симетрiя хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами
// Доп. НАН України. — 1998. — № 4. — С. 45–47.



20 Л. Блажко

[4] Фущич В. И., Цифра И. М.. О симметрии нелинейных уравнений электро-
динамики // Теоретическая и математическая физика. — 1985. — T. 64,
№ 1. — С. 41–50.

INVARIANCE OF THE EQUATIONS OF
ELECTRODYNAMICS UNDER THE CONFORMAL

ALGEBRA

Liudmyla BLAZHKO

Poltava National Technical Yuri Kondratyuk University
Pershotravneviy prospekt, 24, Poltava 36011

All possible presentations of the Poincare algebras and conformal algebra,
under which the nonlinear generalizations of the equations of electrodyna-
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