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Отримано асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж вiд-
хилень тригармонiйних iнтегралiв Пуассона вiд функцiй з класiв
W r

β,∞ в рiвномiрнiй метрицi.

1 Постановка задачi та деякi iсторичнi вiдомостi

Нехай C — простiр 2π–перiодичних неперервних функцiй, у якому норма
задається за допомогою рiвностi ‖f‖C = max

t
|f(t)|; L∞ — простiр 2π–

перiодичних вимiрних суттєво обмежених функцiй з нормою ‖f‖∞ =
= ess sup

t
|f(t)|; L — простiр 2π–перiодичних сумовних на перiодi функ-

цiй, де норма задана наступним чином ‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π

|f(t)|dt.

Нехай f(x) ∈ L i

S[f ] =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f(x).
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Нехай r > 0 i β — фiксоване дiйсне число. Якщо ряд
∞∑

k=1

kr

(
ak cos

(
kx +

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx +

βπ

2

))
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї ϕ(x), то цю функцiю називають
(r, β)–похiдною функцiї f(x) i позначають через f r

β(x).

Множину усiх функцiй f(x), якi задовольняють таку умову, позна-
чають через W r

β .

Класи W r
β були введенi Б. Надем [1], а функцiю f r

β(x) називають
(r, β)–похiдною в сенсi Вейля–Надя.

Якщо f(x) ∈ W r
β та, крiм того, ‖f r

β(·)‖∞ ≤ 1, то кажуть, що функцiя
f(x) належить класу W r

β,∞.

У випадку β = r, r ∈ N, класи W r
β,∞ спiвпадають з класами Соболєва

W r
∞, а у випадку β = r + 1, r ∈ N, – з класами спряжених функцiй W

r
∞.

Нехай U (ρ;x) = Un (ρ;x) – полiгармонiйна функцiя порядку n в оди-
ничному крузi |z| < 1, z = ρeix, тобто є розв’язком рiвняння

∆nU (ρ;x) = 0, (1)

де

∆ =
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂2

∂x2

— оператор Лапласа в полярних координатах.

Розв’язок рiвняння (1) iз заданими граничними умовами

U (ρ;x)
∣∣∣
ρ=1

= f(x);
∂k

∂ρk
U (ρ;x)

∣∣∣
ρ=1

= 0, k = 1, n− 1, (2)

де f(x) — сумовна 2π-перiодична функцiя, надалi позначатимемо
Pn(ρ; f ;x) = Un(ρ; f ;x), n ∈ N .

В монографiї [2] (див.(3.127.5)) показано, що розв’язок крайової за-
дачi (1), (2) можна записати у виглядi

Pn(ρ; f ;x) =
a0

2
+

∞∑
i=1

λi(ρ;n) (ai cos ix + bi sin ix) , 0 ≤ ρ < 1,

де

λi (ρ;n) = ρi
n−1∑
k=0

(
1− ρ2

)k
Q(k; i),
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Q(k; i) =
i(i + 2)(i + 4) . . . (i + 2k − 2)

k!2k
, i = 0, 1, . . . , (Q(k; 0) = 1) .

Поклавши ρ = e−
1
δ , δ > 0, величину Pn(ρ; f ;x) запишемо у виглядi

Pn(δ; f ;x) =
a0

2
+

∞∑
i=1

λi(δ;n) (ai cos ix + bi sin ix) , (3)

λi (δ;n) = e−
i
δ

n−1∑
k=0

(
1− e−

2
δ

)k
Q(k; i).

Покладаючи в (3) n = 1, 2, 3 отримаємо:
при n = 1 — iнтеграл Пуассона функцiї f

P1(δ; f ;x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

e−
k
δ (ak cos kx + bk sin kx) , δ > 0,

при n = 2 — бiгармонiйний iнтеграл Пуассона функцiї f

P2(δ; f ;x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
1 +

k

2
(1− e−

2
δ )
)

e−
k
δ (ak cos kx + bk sin kx) , δ > 0,

при n = 3 — тригармонiйний iнтеграл Пуассона функцiї f

P3(δ; f ;x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

λk(δ) (ak cos kx + bk sin kx) , δ > 0,

де

λk(δ) =
(

1 +
1
4
(3− e−

2
δ )(1− e−

2
δ )k +

1
8
(1− e−

2
δ )2k2

)
e−

k
δ .

Позначимо

E
(
W r

β,∞;Pn(δ)
)
C

= sup
f∈W r

β,∞

‖f(x)− Pn(δ; f ;x)‖C .

Якщо в явному виглядi знайдена така функцiя ϕ(δ) = ϕ(N; δ), що
E (N;Pn(δ))C = ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) при δ → ∞, то згiдно [3, c. 198] гово-
рять, що розв’язано задачу Колмогорова–Нiкольського для класу N та
iнтегралу Pn(δ; f ;x) в рiвномiрнiй метрицi.

Апроксимативнi властивостi методу наближення iнтегралами Пуас-
сона на класах W r

∞, r ∈ N , W
r
∞, r ∈ N та W r

β,∞, r > 0, β ∈ R, вивчалися
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в працях I.П. Натансона [4], О.П. Тiмана [5], Б. Надя [6], Е.Л. Штарка [7],
В.О. Баскакова [8, 9], Л.I. Баусова [10], К.М. Жигалла i Ю.I. Харкеви-
ча [11, 12] та iн., а апроксимативнi властивостi бiгармонiйних iнтегралiв
Пуассона вивчалися на класах W r

∞(r ∈ N) та W
r
∞(r ∈ N \ {1}) в пра-

цях С. Канiєва [13], P. Pych [14], Т.I. Аманова та Л.П. Фалалєєва [15],
К.М. Жигалла та Ю.I. Харкевича [16, 17] та iн.

Оцiнки вiдхилень довiльних полiгармонiйних iнтегралiв Пуассона
Pn (δ; f ;x) в метрицi простору Sp, 1 ≤ p < ∞, встановленi М.П. Тiманом
в [2, c. 248–260].

Що ж стосується питання про апроксимативнi властивостi тригармо-
нiйних iнтегралiв Пуассона на класах Вейля–Надя з точки зору задачi
Колмогорова–Нiкольського, то це питання до цього часу залишається
вiдкритим. Тому становить певний iнтерес вiдшукання асимптотичних
рiвностей для величин E

(
W r

β,∞;P3(δ)
)

C
. Саме це питання i розглядає-

ться в данiй статтi.

Для тригармонiйного iнтеграла Пуассона покладемо

τ(u) =
{ (

1−
(
1 + γu + θu2

)
e−u
)
δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
1−

(
1 + γu + θu2

)
e−u
)
u−r, u ≥ 1

δ ,
(4)

де

γ =
1
4
(3− e−

2
δ )(1− e−

2
δ )δ,

θ =
1
8
(1− e−

2
δ )2δ2.

Якщо перетворення Фур’є функцiї τ(u) вигляду

τ̂β(t) = τ̂(t;β) =
1
π

∞∫
0

τ(u) cos
(

ut +
βπ

2

)
(5)

є сумовним на всiй дiйснi осi, то аналогiчно [3, c. 183] можна показати,
що для будь-якої функцiї f ∈ W r

β∞ при всiх x ∈ R справедлива рiвнiсть

f(x)− P3(δ; f ;x) =
1
δr

∞∫
−∞

f r
β

(
x +

t

δ

)
τ̂β(t)dt. (6)
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2 Асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж
вiдхилень тригармонiйних iнтегралiв Пуассона
вiд функцiй з класiв W r

β,∞

Має мiсце наступне твердження:

Теорема 1. При r > 3 i δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
W r

β,∞;P3(δ)
)
C

=
1
δ3

sup
f∈W r

β,∞

∥∥∥∥4
3
f

(1)
0 (x) + f

(2)
0 (x) +

1
6
f

(3)
0 (x)

∥∥∥∥
C

+

+O

(
1
δr

+
1
δ4

)
, (7)

де f
(1)
0 (x), f (2)

0 (x) i f
(3)
0 (x), вiдповiдно, (1, 0)−, (2, 0)− i (3, 0)−похiднi в

сенсi Вейля–Надя.

Доведення. Подамо функцiю τ(u), що задана спiввiдношенням (4), у ви-
глядi τ(u) = ϕ(u) + µ(u), де

ϕ(u) =


(

4u

3δ2
+

u2

δ
+

u3

6

)
δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
4

3δ2
u +

1
δ
u2 +

1
6
u3

)
u−r, u ≥ 1

δ ,

(8)

µ(u) =

{
(1− ξ − η) δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,

(1− ξ − η) u−r, u ≥ 1
δ ,

(9)

де

ξ = [1 + γu + θu2]e−u, η =
4u

3δ2
− u2

δ
− u3

6
.

Переконаємося в сумовностi перетворень ϕ̂β(t) i µ̂β(t) вигляду (5)
функцiй ϕ(u) та µ(u), тобто покажемо збiжнiсть iнтегралiв

A(ϕ) =
1
π

∞∫
−∞

∣∣∣∣
∞∫
0

ϕ(u) cos
(

ut +
βπ

2

)
du

∣∣∣∣ dt,

A(µ) =
1
π

∞∫
−∞

∣∣∣∣
∞∫
0

µ(u) cos
(

ut +
βπ

2

)
du

∣∣∣∣ dt.
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Для того, щоб оцiнити величину A(ϕ), згiдно теореми 1 зi статтi Л.I. Ба-
усова [10, с. 24], досить знайти оцiнки наступних iнтегралiв

1
2∫

0

u
∣∣dϕ′(u)

∣∣ , ∞∫
1
2

|u− 1|
∣∣dϕ′(u)

∣∣ , (10)

∣∣∣∣sin βπ

2

∣∣∣∣
∞∫
0

|ϕ(u)|
u

du,

1∫
0

|ϕ(1− u)− ϕ(1 + u)|
u

du. (11)

Для оцiнки першого iнтеграла з (10), розiб’ємо промiжок [0, 1
2 ] на двi

частини: [0, 1
δ ], та [1δ , 1

2 ]. Тодi при u ∈ [0, 1
δ ] матимемо

1
δ∫

0

u|dϕ′(u)| =

1
δ∫

0

(2
δ
u + u2

)
δrdu = O(δr−3). (12)

Оскiльки при u ≥ 1
δ , згiдно (8),

|dϕ′(u)| ≤
((2

δ
+ u
)
u−r + 2r

( 4
3δ2

+
2
δ
u +

1
2
u2
)
u−r−1+

+r(r + 1)
( 4

3δ2
u +

1
δ
u2 +

1
6
u3
)
u−r−2

)
du, (13)

то
1
2∫

1
δ

u|dϕ′(u)| ≤

1
2∫

1
δ

(
2
δ

+ u

)
u−r+1du + 2r

1
2∫

1
δ

(
4

3δ2
+

2
δ
u +

1
2
u2

)
u−rdu+

+r(r + 1)

1
2∫

1
δ

(
4

3δ2
u +

1
δ
u2 +

1
6
u3

)
u−r−1du = O

(
1 + δr−3

)
. (14)

Iз спiввiдношень (12) та (14) випливає

1
2∫

0

u|dϕ′(u)| = O(1 + δr−3). (15)
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Враховуючи нерiвнiсть (13), при r > 3 одержимо оцiнку другого iн-
теграла з (10)

∞∫
1
2

|u− 1||dϕ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dϕ′(u)| = O(1). (16)

Для того, щоб оцiнити перший iнтеграл з (11), розiб’ємо промiжок
[0,∞) на двi частини: [0, 1

δ ] та [1δ ,∞]. Враховуючи рiвнiсть (8) та умову
теореми, отримаємо

∞∫
0

|ϕ(u)|
u

du =

1
δ∫

0

(
4

3δ2
+

1
δ
u +

1
6
u2

)
δrdu+

+

∞∫
1
δ

(
4

3δ2
+

1
δ
u +

1
6
u2

)
u−rdu = O(1 + δr−3). (17)

Для оцiнки другого iнтеграла з (11) вiдмiтимо, що при

λ(u) = 1− 4
3δ2

u− 1
δ
u2 − 1

6
u3

i δ →∞ має мiсце рiвнiсть

1∫
0

|ϕ(1− u)− ϕ(1 + u)|
u

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du+

+O

(
|ϕ(0)|+ |ϕ(1)|+

1
2∫

0

u|dϕ′(u)|+
∞∫
1
2

|u− 1||dϕ′(u)|
)

.

Оскiльки
1∫

0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du = O(1),

то, враховуючи спiввiдношення (15) i (16), отримаємо

1∫
0

|ϕ(1− u)− ϕ(1 + u)|
u

du = O(1 + δr−3). (18)
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Аналогiчно, щоб оцiнити величину A(µ), згiдно [10, с. 24, теорема 1]
необхiдно i достатньо, щоб збiгалися iнтеграли

1
2∫

0

u
∣∣dµ′(u)

∣∣ , ∞∫
1
2

|u− 1|
∣∣dµ′(u)

∣∣ , (19)

∣∣∣∣sin βπ

2

∣∣∣∣
∞∫
0

|µ(u)|
u

du,

1∫
0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u

du. (20)

Для оцiнки iнтегралiв (19) розглянемо функцiю

η(u) = 1− (1 + γu + θu2)e−u − 4
3δ2

u− 1
δ
u2 − 1

6
u3.

Оскiльки

η′(u) = e−u − γe−u + γue−u − 2θue−u + θu2e−u − 4
3δ2

− 2
δ
u− 1

2
u2,

η′′(u) = −e−u + 2γe−u − γue−u − 2θe−u + 4θue−u − θu2e−u − 2
δ
− u,

η(0) = 0, η′(0) = 1− γ − 4
3δ2

< 0, η′′(0) = −1 + 2γ − 2θ − 2
δ

< 0,

то можна показати, що при u ≥ 0

η(u) ≤ 0, η′(u) < 0, η′′(u) < 0. (21)

Враховуючи (21) та у випадку u ≥ 0 нерiвностi

1− u ≤ e−u ≤ 1, 1− u +
u2

2
− u3

6
≤ e−u ≤ 1− u +

u2

2
,

e−u ≤ 1− u +
u2

2
− u3

6
+

u4

24
, (22)

одержимо

|η(u)| ≤ u
(
γ − 1 +

4
3δ2

)
+ u2

(1
2
− γ + θ +

1
δ

)
+ u3

(γ

2
− θ
)

+ u4
( 1

24
+

θ

2

)
,

∣∣η′(u)
∣∣ ≤ (γ − 1 +

4
3δ2

)
+

u

2

(1
2
− γ + θ +

1
δ

)
+ 3u2

(γ

2
− θ
)

+ u3
(1

6
+ 2θ

)
,
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∣∣η′′(u)
∣∣ ≤ 2

(1
2
− γ + θ +

1
δ

)
+ 6u

(γ

2
− θ
)

+ u2
(1

2
− γ + 6θ

)
.

Використовуючи також оцiнки

γ − 1 +
4

3δ2
≤ 3

δ3
,

1
2
− γ + θ +

1
δ
≤ 3

δ2
,

γ

2
− θ ≤ 2

δ
,

1
24

+
θ

2
≤ 1,

1
2
− γ + 6θ ≤ 3,

1
6

+ 2θ ≤ 2,

знаходимо
|η(u)| ≤ 3

δ3
u +

3
δ2

u2 +
2
δ
u3 + u4, (23)∣∣η′(u)

∣∣ ≤ 3
δ3

+
3

2δ2
u +

6
δ
u2 + 2u3, (24)∣∣η′′(u)

∣∣ ≤ 6
δ2

+
12
δ

u + 3u2. (25)

Розглянемо перший iнтеграл в (19). Розiб’ємо промiжок iнтегрування
на двi частини: [0, 1

δ ] та [1δ , 1
2 ]. Враховуючи рiвнiсть (9) та нерiвностi (21),

(25), отримаємо

1
δ∫

0

u|dµ′(u)| ≤

1
δ∫

0

(
6
δ2

u +
12
δ

u2 + 3u3

)
δrdu = O(δr−4). (26)

Оскiльки при u ≥ 1
δ

|dµ′(u)| ≤
(
r(r + 1)u−r−2|η(u)|+ 2ru−r−1|η′(u)|+ u−r|η′′(u)|

)
du, (27)

то, врахувавши нерiвностi (23) – (25), одержимо

1
2∫

1
δ

u|dµ′(u)| ≤ r(r + 1)

1
2∫

1
δ

(
3
δ3

u +
3
δ2

u2 +
2
δ
u3 + u4

)
ur−1du+

+2r

1
2∫

1
δ

(
3
δ3

+
3

2δ2
u +

6
δ
u2 + 2u3

)
u−rdu+

+

1
2∫

1
δ

(
6
δ2

+
12
δ

u + 3u2

)
u−r+1du = O(1 + δr−4). (28)
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Iз (26) i (28) випливає асимптотична рiвнiсть

1
2∫

0

u|dµ′(u)| = O(1 + δr−4). (29)

Для оцiнки другого iнтеграла з (19) використаємо спiввiдношення
(27), нерiвностi (21), (22), а також оцiнки

e−u[(−1 + γ) + u(−1 + 2θ)− θu2] ≤ 2, u ≥ 0,

e−u[(1− 2γ + 2θ) + θu2] ≤ 2, u ≥ 0.

Отримаємо, що
∞∫
1
2

|u− 1||dµ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dµ′(u)| ≤

≤ r(r + 1)

∞∫
1
2

(
γu + θu2 +

4
3δ2

u +
1
δ
u2 +

1
6
u3

)
u−r−1du+

+2r

∞∫
1
2

(
2 +

4
3δ2

+
2
δ
u +

1
2
u2

)
u−rdu+

+

∞∫
1
2

(
2 +

2
δ

+ u

)
u−r+1du = O(1). (30)

Для того, щоб оцiнити перший iнтеграл з (20) розiб’ємо промiжок
[0,∞) на двi частини: [0, 1

δ ] та [1δ ,∞]. Враховуючи спочатку рiвнiсть (9) i
першу нерiвнiсть з (21), а потiм (23), (22), переконуємося, що при δ →∞
мають мiсце наступнi оцiнки:

1
δ∫

0

|µ(u)|
u

du = δr

1
δ∫

0

|η(u)|du

u
≤ δr

1
δ∫

0

(
3
δ3

u +
3
δ2

u2 +
2
δ
u3 + u4

)
du

u
= O(δr−4),

∞∫
1
δ

|µ(u)|
u

du =

∞∫
1
δ

|η(u)|u−r−1du ≤
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≤
∞∫
1
δ

(
3
δ3

u +
3
δ2

u2 +
2
δ
u3 + u4

)
u−r−1du = O(δr−4).

Звiдки
∞∫
0

|µ(u)|
u

du = O(δr−4). (31)

Для того, щоб оцiнити другий iнтеграл з (20), вiдмiтимо, що при

λ(u) = (1 + γu + θu2)e−u +
4

3δ2
u +

1
δ
u2 +

1
6
u3

i δ →∞ має мiсце рiвнiсть
1∫

0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du+

+O

(
|µ(0)|+ |µ(1)|+

1
2∫

0

u|dµ′(u)|+
∞∫
1
2

|u− 1||dµ′(u)|

)
. (32)

Оскiльки
1∫

0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du = O(1),

то, враховуючи спiввiдношення (29) i (30), iз (32) отримаємо
1∫

0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u

du = O
(
1 + δr−4

)
. (33)

Отже, ми переконалися в збiжностi iнтегралiв A(ϕ) та A(µ), тобто в
сумовностi перетворень ϕ̂β(t) та µ̂β(t).

Iз спiввiдношень (29) – (31) i (33), згiдно [10, с. 24, теорема 1] випливає
оцiнка

A(µ) = O(1 + δr−4). (34)

Враховуючи рiвнiсть (6), одержимо

E
(
W r

β,∞;P3(δ)
)
C

= sup
f∈W r

β,∞

∥∥∥∥∥∥δ−r

∞∫
−∞

f r
β

(
x +

t

δ

)
τ̂β(t)dt

∥∥∥∥∥∥
C

=
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= sup
f∈W r

β,∞

∥∥∥∥∥∥δ−r

∞∫
−∞

f r
β

(
x +

t

δ

)
(ϕ̂β(t) + µ̂β(t))dt

∥∥∥∥∥∥
C

=

= sup
f∈W r

β,∞

∥∥∥∥∥∥δ−r

∞∫
−∞

f r
β

(
x +

t

δ

)
ϕ̂β(t)dt

∥∥∥∥∥∥
C

+ O
(
δ−rA(µ)

)
. (35)

Аналогiчно [10, формула (1.6)] можна показати, що ряд Фур’є фун-
кцiї

fϕ(x) =
∞∫
−∞

f r
β

(
x + t

δ

)
ϕ̂β(t)dt

має вигляд

S [fϕ] =
∞∑

k=1

(
4
3
k + k2 +

1
6
k3

)
δr−3 (ak cos kx + bk sin kx) ,

де ak, bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Тому

∞∫
−∞

f r
β

(
x +

t

δ

)
ϕ̂β(t)dt =

(
4
3
f

(1)
0 (x) + f

(2)
0 +

1
6
f

(3)
0

)
δr−3. (36)

Пiдставляючи (34) та (36) в (35) отримаємо рiвнiсть (7).

3 Висновки

Дослiджено апроксимативнi характеристики тригармонiйних iнтегра-
лiв Пуассона на класах Вейля-Надя, а саме: знайдено розв’язок задачi
Колмогорова-Нiкольського для класу W r

β,∞ та тригармонiйного iнтегра-
ла Пуассона в рiвномiрнiй метрицi.

Порiвняльний аналiз отриманих результатiв iз результатами праць
[4-17] дозволяє зробити висновок про те, що тригармонiйнi iнтеграли
здiйснюють краще наближення класiв W r

β,∞ порiвняно з iнтегралами
Пуассона та бiгармонiйними iнтегралами Пуассона.
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APPROXIMATION OF FUNCTION FROM CLASSES
W r

β,∞ BY THREEHARMONIC POISSON INTEGRALS

Inna KALCHUK, Ulyana GRABOVA

Lesya Ukrainka Volyn’ National University
prospekt Voli, 13, Lutsk 43025

There are obtained asymptotic equalities for exact upper bounds of devi-
ation of threeharmonic Poisson integrals from functions of classes W r

β,∞ in
uniform metric.


